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Bolyai Janos halalanak

150. évforduldjan

Jelen dolgozatban a cimbeliarc” sz6 ket Real Face of
lényegesen  killonb6z értelmezését hasznalon|ieetatss
Az elss a portré (arckép) festmény, rajz, fo
segitségével tortén megorokitése, a masik a
emberi személyiség, életimelvont fogalomkeént
valo értelmezése.

A cikk el része bemutatja azt a medief
torténetet, amelynek soran a 19. sz4zad 6ta Bolyai

Janos arca egy nefh abrazolo portré formajaban terjedt el az egélsgon.

A masodik rész Bolyai Janos szellemi arcat taraée Kiss Elemér kutatasai alapjan olyan
matematikus képét (elme-arcat) mutatja meg, amallya Janos életfivét egészen Uj
megvilagitasba helyezi.

A Bolyai Janos valodi arcgrogramot Kiss Elemér (1929-2006) Tanar Urralkéve at
folytatott levelezés és a beszélgetésekre alkahah@tnem tul gyakori személyes talalkozasok
inspiraltak (laschttp://www.titoktan.hu/Bolyai.hth Jelen dolgozatot a Tanar Ur emlékének
ajanlom, aki mar nem érhette meg (pedig nagyon athggl), hogy munkassagat és ezaltal
Bolyai Janos valédi arcat, e dolgozat angol nyahaltozataban, az Amerikai Matematikai
Tarsasag NOTICES cilm  folyoiratanak 2011/1. szama altal (lasd
http://www.titoktan.hu/_raktar/Bolyai/1BolyaiRealé&Notices2011-01offprint.piifaz egész
vilag megismerheti.

1 2005-ben korszakos konyvéngkr] javitott masodik magyar kiadasabariszavat igy zarja;Nagy tudésunk
elhunytakor, 1860-ban igy ir D6sa Déaniel a Kolozs¥@zIony februar 5-i szaméban megjelent nekrdibgin:

... mert nagybedskéziratait nem adhata, elhatarozott célja szesajto ala, s kérdés vajon sikerllend-e avatott
kezeknek Ugy rendbeszedni s vilag elébe bocsatagy, magas értékok szerint méltd elismerést vikjana ...
.Most Ugy érzem, a kéziratok matematikai targyu |ajt is sikerllt rendbeszedni s vildg elébe bocshtas
remélem, hogy magas értékok szerint méltd elismevésak ki.”



Csak két Bolyai Janos kép létezett,
am egyik sem maradt meg az utdékor szamara

Bolyai Janos (1802.12.15.-1860.01.29.) a magyarematikatorténet efs Ustokosként
kiemelked alakja. Hires, nagy elméjmatematikus volt, az éls kozt is el§” - ahogyan ezt
halalakor a marosvasarhelyi reformatus egyhaz a@amyaiébe bejegyezték. 1823. november
3-i keltezéf, Temesvarrdl apjanak kildott levelében irta lEsebr a hiressé valt mondatat:
»A semmibl egy Uj, mas vilagot teremtettem”.

Ez az U vildg a nemeuklideszi geometria vazlatét, v tér abszolut igaz tudomanya
(Scientiam Spatii absolute veram exhien3832-ben Bolyai Farkas Tentamen
cimi kényvenek fuggelekekent jelent meg, ezért valisaerttéAppendixnéven

R T g Bolyai Janos Appendix cifimivének cimoldala

(Forrds: Magyar Tudoméanyos Akadémia Kdnyvtarangirattara)
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Ez az, amit 1894. OtaA Matematikai Tudomanyok
Nemzetk6dzi Bibliografiai Kongresszusd@dntése alapjan
Bolyai-Lobacsevszkij geometrianak nevezneK. 20009.
januarjaban az UNESCO Vilagemlékezet listajara (Mdigm
of the World Register) kerllt Bolyai Janédppendixcimi
miive.

e e

Bolyai Janos apja Bolyai Farkas a 19. szazadi maggdematika egyik jelets tanar alakja
volt, aki allando levelezést folytatott Carl Frigxdr Gaussal (1777-1855). Nem medgidgphat,
hogy Bolyai Farkasrol és feleségirArkosi Benlk Zsuzsannardl késziilt korabeli hiteles rajz,
illetve olajfestmény. Természetes lenne, hogy a élétében hiressé valt gyermekiket is
ilyen formaban megorokitették. Am mindossze kétyBiolanos kép létezégészamolnak be

a korabeli forrasok, amelyek egyike sem maradt aregtokor szamara. Egy fiatalkori ,bécsi
képil” maga Bolyai Farkas tett emlitést a fiAhoz ire18szeptember 3-i levelében. Ez a kép,
mas forrasok szerint mar 1837-ben sem volt meg.

A masik egy hadnagy koraban készullt kép, amelynegsemmisitésér maga Bolyai Janos
szamolt be:,,egész katonai ingénieurs-hadnagyi teljes paradélesett mely-képemet is,
bizonyos atyamtdli méltatlansag (€s) arra kovetitezméltatlankodas kovetkeztében

2 A tudoméanytorténet egyik kildnlegessége, hogy &olyanos (1802-1860) és Nyikolaj Ivanovics
Lobacsevszkij (1792-1856) szinte azonoébieh, a Fold két tavoli pontjan, egymas szamara ristheal,
ugyanarra a zsenidlis geometriai felismerésre tphot Mégis a tudomanytorténészek felvetik az ezzel
kapcsolatos prioritasi vitat, amedyijelen cikkben még sz6 lesz.



0sszeszaggattam: annyira nem vagytam az aféle mésdkvad(ul) vitatni szokott kids
halhatatlansagra:'

A legujabb Bolyai kutatasok, Weszely TiBoés Kiss Elemé(t) professzorok is azt
tamasztjak ala, hogy Bolyai JAnosrél nem maradt feteles képmas.

Az arckép amelyik NEM Bolyai Janost abrazolja

Kérdés, hogy mindezek ellenére hogyan terjedhelteit egész F6ldon egy hitelesnek tartott,
am nem Bolyai Janost abrazol6 arckép Bolyai Jarexgwel?

Nos, éppen 6tven évvel eétl(1960-ban), Bolyai Janos halalanak 100. évfa@dul magyar
€s roman bélyegeken jelent meg egy arckép, amabyéenevét irtak. Ebben azdlden, $t
ezt koveben konyvekben, képeslapokon, majd az Internet regisével egyre
rohamosabban terjedt el ez az arckép mindenuttmdabiztosan tudjuk, hogy ez a portré
nem Bolyai Janost abrazolja.
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Az arckép amelyik NEM Bolyai Janost abrazolja
(1960-ban kiadott magyar és roman bélyegeken)

_D-ROMINA posta LEU

A 2010. esztenil Bolyai JAnos halalanak 150. évforduldja, itt a& kht, hogy Otven évi
lappangas utan megfejtsik e rejtélyt és a legujdlobyai kutatasok eredményeként
kozreadjukBolyai Janos valddi arcatEhhez réviden meg kell ismerkednink két korabeli
magyar fedivel és egy festménnyel, amely a térténetben kudcepet jatszik.

Adler Mor (1826-1902) a magyar fesk nesztora. Koran fdlht az akkor johik
Weiszenberg-féle rajziskolaban. 188845 kozott a bécsi Akadémian tanult,
Gsellhofer, Kupelwieser és Ender voltak a tanawaler 1845-ben a muinche
akadémiara ment, ahol csaknem egy éven at ZimmerréanSchnorr von Carolsft
tanitvanya volt. 184®&an mar Parisban volt, ahol az akadémian Horaceevers Pal
Delaroche osztalyaban, majd Drolling tanar magaégéban tanult. Révid négy hér
alatt elnyerte a fdterem-dijat s egész sor arckéggrendelést kapott. 1848. juniusé
otthagyta Parizst és hazajott swifirosaba Pestre. Itt egy 18b&n megnyilt kiallitasc
tant fel "Tonett-csendélet” ciinkepével, amely Bécsbe kerilt. Ezutan, élete végeig
Magyarorszagon élt, soleg arcképet és csendéletet festett. Az 1896millennari
kiallithson kilenc festett €s rajzoltivel vett részt. Hagyatékaban leginkabb csend:
és arcképeket talalunk. Annyira szerette képeigyharokat, amelyek nagyon seéettel
neki s vevje akadt, késbb nem egyszer visszavasarolta.

% Sapientia Egyetem, Marosvaséarhely, Romania
* Halalaig (2006t) a Sapientia Egyetem matematika professzora, Maségvély, Romania.



Adler M6r 1864-ben festette az aldbbi képen latlgészalakos nagyméietl 50x100 cm)
olajfestményt.

Adler Mor 1864-ben készult olajfestménye

Hogy valojaban kit abrazol Adler Mér 1864-ben kdszl
festménye, az sem a festmény di{ilsem a hatoldalan
nincs feltintetve, $t korabeli dokumentumokban sem
szerepel. Azt viszont biztosan tudjuk, hdgyhnsdorf
Karoly (1893-1958] magyar fesimiivész készitett e
festményél egy portré rajzot, amelynek aljara Bolyai
Janos neve mellé ezt irta;Rajzoltam az egyetlen
megmaradt Bolyai Janos arcképnek Adler Mér (1826—
1902) 6budai fegimivész altal 1864-ben készitett
eredeti utani -festménye alapjan- Luhnsdorf Karoly”

Lihnsdorf Karoly rajza Adler Mér festményErA rajzon sajatkez
irasa, amely a mai napig tévedésben tartja a vitageajzoltam

az egyetlen megmaradt Bolyai Janos arcképnek Adiber(1826—
1902) 6budai fegmivész altal 1864-ben készitett eredeti utani -
festménye alapjan- Lihnsdorf Karoly”

> A Magyar Képsmivészeti Biskolanak 1921-1928 kozétt volt hallgatéja. Alamest portrékat és bibliai
témaju jeleneteket készitett, arcképei tették igaz@mertté. Mivein tuddsokat, torténelmi és kozéleti
személyiségeketgpapokat abrazolt.



Luhnsdorf Kéroly eredeti rajza ma a Bolyai csaldldjttonaban van, de a rajzrol készlt fotd,
valamint Adler Mor fenti egészalakos eredeti olsifieenye a magyar Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat falan lathato.

Osszegezve Adler Mér és Bolyai Janos életrajzi ailavalamint azt, hogy a festmény egy
modellt all6 kb. 20 éves fiatalembair készilt, a kovetkeéz eredményre jutunk:

Amennyiben a festmény Bolyai Janost abrazolna, aggak 1822. koril kellett volna
készilnie, amikor Adler Mor még meg sem szuletéthnsdorf rajzan az all, hogy Adler Mér
.eredeti utani festménye alapjan”azaz hogy Adler Mér magarol Bolyairdl készitette
festményt. Azt azonban Adler Mor életrajzi adathitudljuk, hogy 1848-ig Eurdpét jarta és
csak ezutan telepedett le Magyarorszagon, amikorBolai Janos 46 éves volt. Ha esetleg
azt feltételezzik, hogy a féshem kozvetlenll a modell utan, hanem emlékéitdtstette
meg Bolyai Janost, az azért lehetetlen, mert AMér megsziletésekor 1826-ban Bolyai
Janos mar 24 éves volt. Ha tehat az 1840-es évgknyéamikor Adler MOr rivészi
tevékenységét elkezdte, azonnal taldlkoztak v@objai Janos mar elmalt 40 éves!

Mindebljl egyértelnden adddik, hogy Adler Mér festménye nem abrazaHaglyai Janost,
igy Luhnsdorf Karoly (aki 33 évvel Bolyai JAnos&balutan szlletett és joval Adler Mor
halalat kovefen valt ifju festvé, igy egyikikkel sem talalkozhatott) nyilvan gémérmaciok
alapjan, 6nhatalmulag irta ra rajzara Bolyai Janogvét és az egész utdkort megtéveszt
széveget. Igy indult vilagkoruli atjara Bolyai dsineve alatt, a NEMit abrazold arckép,
amely a 20. szdzadban és meég napjainkban is, rgydtlen hiteles Bolyai Janos arckép
terjedt a matematikusok, a diakok, a nevét ¥iggkzmények kdzott egyarant! Megdobbent
hogy napjainkban az informéaciés tarsadalmak kulisr&roklodésének alapjat kép#z
internetes vilaghalé minden olyan oldalan, ahol yBolJanos képe szerepel, ezt a NBEWI
abrézolo portrét taléljuk!

Bolyai Janos valodi arca

, O volt az el§ olyan magyar matematikus, aki -E6tvds Lorand sxava- vilagraszolot
alkotott. Nagy tuddésunkrol sajnos nem maradt feitelds kép, igy az utokor nem ismerhette
meg arcvonasait. Csak 48 éves koraban késziltelgl@tapjan tudjuk, hogy kdzéptermet
kékszem, hosszukas arcu volt(Kiss Elemér)

Ismertek korabeli leirasok, miként nézett ki Bolyanos. Tudjuk, sotétbarna szakallt viselt,
ilyen volt haja szine, szeme pedig sotétkék. Fegpeé méltd Koncz Jbézsefnek, a
marosvasarhelyi kollégium torténetirojanak a kipdse: Bolyai Janos nagyon hasonlitott
Klapka Gyorgy honvéd tabornokunkhoz. A masik fortsy: fia, Bolyai Dénes azt llitotta,
hogy nagy a hasonlatossag kozte és édesapja kozott.

6 Az itt kdzolt fotékat a Bolyai Janos Matematikai r$dlatban készitettem és a Tarsulat igazgatéjanak
engedélyével teszem kozzé.



A marosvasérhelyi Kultarpalota homlokzatéat a Tuktein ablakai felett, hat egymast kdvet
dombornii disziti, amelyek Marosvasarhely 19. szazadi snelieagysagait abrazoljak. A
domborniivek alatt elmosodott, mégis olvashato feliratok remitjak az egyes alakokat.
Balrol a harmadik Bolyai Farkas, a negyedik Bolyanos neve. Bolyai Janos kivételével
mindegyikiksl van hiteles képlnk is. Ezeket a hiteles képekgerként 6sszehasonlitva a
Kultdrpalota domboriiveivel az arcvonasok tokéletes megegyezését tahagzt Ha
elévesszik Klapka Gyorgy és Bolyai Dénes hiteles pgtrés a Kultirpalota homlokzatan
lévé Bolyai Janos abrazolas mellé helyezziik, megdoblentibrazolas fdihé hasonlosaga,
mintha ugyanazon szeméykészltek volna.

A marosvasérhelyi Kultarpalota 1911-1913. évek kbzépult, amikor még éltek
Marosvasarhelyen olyan emberek, akik Bolyai Jaisserték, lattak. Elt még fia, Bolyai
Dénes, aki ekkor mar nyugalmazott térvényszeéki ggaz volt, és csaladtagként részt vett
nagyapja €s édesapja 1911. junius 7-i exhumaldséna tényt a kihantolaskor készitett
jegyzokonyv is rogziti. Természetes tehat, hogy @&eész, aki ebben az dden véste &be
Bolyai Janos arcvonasait, kép hianyaban tamaszkéidaiBolyai Dénes) és a Bolyai Janost
ismeik véleményére, elbeszéléseire.

E@v‘!

PALATUL CULTURII
KULTURPALOTA

A marosvasarhelyi Kulturpalota homlokzatat a Tuktet ablakai felett hat egymast k@dvet
dombornd disziti, amelyek Marosvaséarhely 19. szazadi spnehagysagait abrazoljak.
Balrol a harmadik Bolyai Farkas, a negyedik Bolyanos.



Segit a szamitdgépes portré animacio

Mindezek alapjan, ma mar el kell fogadni, hogy siBolyai Janosrol semmilyen kdzvetlendl
készult hiteles portré. Hiszen bebizonyitottuk, yneg Adler Mor, illetve Lihnsdorf Kéaroly
képek nem Bolyai Janost abrazoljak. Annak ma makgyyatilag nulla a valésziisége, hogy
valaha valahol, eddig nem ismert archivumban rfaklk egy hiteles festményre vagy
rajzra.

Am nagyon fontos az a tény, hogy rendelkeziink aa €Bolyai Farkas), az anyja (Befk
Zsuzsanna) és a fia (Bolyai Dénes) hiteles poxtagjéEzeket a hiteles portrékat inputként
felhasznalva, a Meesoft SmartMorph szoftver segétegl készitette el Olah-Gal Rébert és
Maté Szilard Bolyai Janos virtualis portréjat. Aséilet célja az volt, hogy a digitalis
technikara tdmaszkodva is csokkentsik a szubjéksiviannak eldontésénél, hogy vajon
Adler Mor festménye, vagy a marosvasarhelyi Kulalopa épuletén taldlhatd dombarm
viseli inkabb Bolyai Janos vonasait?



Bolyai Janos - Bolyai Dénes szamitégépes arc tfansacio
(A szabad szemmel is f&if hasonlatossag a szamitdgépes animacio segitsagégel
érzékletesebben mutatkozik.)

Bolyai Dénes — Bolyai Farkas szamitogépes arc #fammacio
(Az unoka és nagyapa hasonlatossaga csak a kétamd kozotti apa, Bolyai Janos
genetikus kozvetitésével magyarazhaté.)

Klapka Gyorgy — Bolyai Janos szamitogépes arc #fmmmacio

Sok kisérlet utan, a szamitogépes grafikai aninsdeidhnika segitségével az a kovetkeztetés
rajzolodott ki, hogy a kérdéses két Bolyai Janasiallas kozul (Adler Mor festménye és a



Kulturpalota domboriive), csak egy mutat az inputként megadott erediekkel igazi
hasonlosagot, és ez a Kultarpalotarél@emborni.

Tehat a csend (hallgatas) sok évtizede utan, fééhévni a figyelmet arra a megrazo tényre,
hogy a koztudatban Bolyai Janosrdl elterjedt arckégn azO arca. Bolyai Janos valédi
arcképének egyetlen hiteles forrasa tehat a maséadwdlyi KultUrpalotan talalhato
dombornii, amelybl készitett képet a fentiekben bemutattam.

Bolyai Janos a matematikatorténet tébbi meghataroz6
alakjahoz hasonloan megérdemli, hogy éleiuet a
jOve generacioi mar valodi arcképével azonositsak:

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a Bolyai Jano3a(éképére vonatkozé meghokk&nt
allitas, szinte ugyanigy vonatkozik a koztudatbierjedt matematikai tevékenységére, azaz
aszellemi arcképéres.

Bolyai Janos valodi ,szellemi arca”
(Kiss Elemér: Matematikai kincsek Bolyai Janos kézatos hagyatékabof
kotete alapjan)

Bolyai Janos életében egyetlen munk&j&ér abszollt igaz tudomanysmertebb nevén az
Appendixjelent meg nyomtatasban. Ez elég volt ahhoz, mey¢t vilaghitivé tegye, de le is
szikitette az utékor Bolyair6l alkotott szellemi képétre a nivére. Am Bolyai Janos
nemcsak aAppendixet hagyta rank 6rokil, hanem az apjahoz irt ldidséleés kézzel irott
feljegyzésekbl all6 14.000 darabos kézirat hagyatékot, amelyekddrosvasarhelyen
ladakbandériznek a Teleki-Bolyai Konyvtarban. Ezek a ladaitettek majdnem 100 évig
olyan matematikai tételeket —Bolyai szavaival ketlet-, amelyekii semmit sem tudott a
vildg. A kézirathagyaték lapjai azonban arrolbgyek meg, hogy a geométerként ismert
Bolyai Janos egyetemes matematikai zseni volt,aakiatematika sok agaval foglalkozott,
olykor évtizedekkel megétve mas nagy nevekheigzbdo felfedezéseket.

A feladat amit Kiss Elemér felvéllalt, mikézben nejtette a ,Bolyai-ladak” tartalmét,
rendkivili eredményekhez vezetett. Kinyve megnmai@tkéziratok és levelek megfejtésének
tobb évtizedes tevékenységét, amely altal felfeelfizh ezeknek az anyagoknak rendkivili
tartalmat.A tartalom, a nyelvtan, a matematikai jelek, amaleptsen kiulénboztek az akkor
elfogadottaktol és a ma hasznaltaktol, gyakran shlatatlanok voltak. igy ma mar tudjuk,
hogy ennek a paratlan munkanak az eredmBioygai Janos egészen Uj szellemi képével lepte
meg a 21. szazadi utékoiKiss Elemér konyve 1999-ben jelent meg magyasubégolul.
2005-ben a javitott masodik magyar kiadadsszhvat igy zarja (az 1860-ban Bolyai Janos

" Lasd[17] .
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elhunytakor a Kolozsvari Kozlonyben irt nekrolégadézve):,Most agy érzem, a kéziratok
matematikai targyu lapjait is sikerult rendbeszednvilag elébe bocsatani, s remélem, hogy
magas értékok szerint méltd elismerést vivnak ki.”

MATHEMATICAL

BT enesrs

Number Theory and Algebra
as recently deciphered from
his manuscripts byElemér Kiss

AKADEMIAI KIADO  TYPOTEX LTD.
BUDAPEST BUDAPEST

Kiss Elemér konyve egészen Uj képet tar fel
Bolyai Janos matematikai munkassagarol

Az 1. fejezet,Bolyai Janos élete és a tér tudomanys?amot ad arrél az utrol, ami a tudost
az Uj, abszolut geometria megteremtéséhez vezétiedbba az 1.6. fejezetben igazi
Ujdonsag, hogy Kiss Elemér meg@gy érvelést mutat be a Bolyai-Gauss-Lobacsevszkij
prioritasi kérdéssel kapcsolatban ugy, hogy Bolgios és apja eziranyu leveleinek pontos
elemzésével kimutatjg/Az abszolut geometria felfedezése egyedil Bolgabs érdeme,”
amit aldtdamaszt Vekerdi L4szl6 allitdsa is, mebristt: ,Boylai JAnos nem a nemeuklidészi
geometriat fedezte fel. Neki a nemeeuklidészi geanegyen ajandékként adodott, miutan
folfedezte, sz6 szerint megteremtette az abszsbavefriat, ..."

A 2. fejezetben olvashatjuk a mintegy 14.000 olgidievelet és kéziratot tartalmaz8glyai-
ladak” rendszeres és atfogo leirasat. &labkéziratos hagyatekbdl 3.000-3.500 oldalra tehet
az alapveten matematikai jegyzeteket tartalmazo iras. A &jegszben a Bolyai Janos altal
hasznalt nyelvezetet és szimbdlumokat magyaraznelyak megfejtése aprolékos kutatas
eredmeénye, mivel az eredeti szévegek leginkabb diohiyrejtvényekre hasonlitanak. Hiszen
Bolyai feljegyzéseit magyar, latin €és német nye)\akszor vegyesen irta és egyedi jeldlései
nem alkalmazkodtak a korabeli matematikai standardh

A 4. fejezet Bolyai Janos szamelméleti vizsgalédasainden részében kilénleges szellemi
élményt nyujt és Bolyai Janos igazareline-arcatmutatja meg. A 4.3. fejezeA kis Fermat-
tétel) vilagossa teszi, hogy Bolyait gyerekkoratol izgkta primszamok, masokhoz hasonléan
6 is kereste a ,primszam képletet”, abhilgy ir apjanak;A primek kirekeszt formulajanak

is mar nincs kételyem, hogy még pedig roviéhidelll sikerilnie kell, még pedig barmi
idomuak legyenek ...”A raciondlis egészek korében a primszamképletenh sikerlt
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megtalalnia, mint ahogy napjainkig ez masnak sdwersit. Vizsgalddasai soran azonban igen
fontos felfedezést tett, nevezetesen rabukkantpékbudoprimszanita

-1 _
Az Ugynevezett kis Fermat-tétdbrditottjat vizsgalta, vagyis azt, hogy Ra  =1(modm),
akkor ebbsl kovetkezik-e, hogy am szam prim?

Bolyai Janos tobb eredménytelen bizonyitasi kiséén kimutatta, hogy Fermat tételének
m-1 _
forditottjia nem all fenn. Tébb olyam dsszetett szamot talalt, amelyekredaz  =1(modm)

340 _ . .
osszefiiggés igaz. Kimutatta példaul, hdgy =1(mod341 nedig341= 1103. Eredményét
egy levélben irta meg apjanak, megjegyezve, hog¢laes szamot ,nem vaktaban” talalta,
hanem ,elmélet atjart®.

Bolyai Janos itt a kovetkézételére utalha p és q primszamok, a pedig nem oszthaté sem p-
-1 -1_

vel, sem g-val, akkor abbdl, hog§/IO =1(modq) gs a* =Umodp) ksvetkezik, hogy

aP™ =1(modpq),

E tétel segitségével kapta Bolyai a fenti péRigt2, P =11 ¢sd =31 yalasztassal.

Szomora érdekesség, hogy ez a szép Bolyai-tételamatikai irodalomban Jeans-tétel
néven ismeretes. Ha Bolyai publikalta volna eredrét&nazzal mindenképpen megge
volna James Hopwood Jeans (1877-1940) 1898-asziuifo és akkor ezt a tételt ma valodi
felfededje, Bolyai Janos nevével tartana szamon a mateaéiiténete. Bolyai felfedezett
mas pszeudoprimszamokat is:

2*0=1(mod 341 4 =1(mod15, 2% =1(modF?+ 1

Bolyait ki akarta terjeszteni eme tételét arra setre is, amikor am szam harom primszam
szorzata, azaz szerette volna megtalalni azokatel®etdleket, amelyek mellett az

a”™ ™ =1(mod pqr) kongruencia érvényes, amikqm,g,r primek, a pedig egyikkel sem
oszthatd. Prébélkozésait egyik feljegyzésében &gzf be:,... de mar harom tényére

8 Ha m 6sszetett szam é%,m_l =1(modm)yalamelya -ra, akkor azn szdma alaptpszeudoprim1904-ben
M.Cipolla bizonyitotta be ékz6r[05], hogy mindera természetes szadmhoz végtelen sok pszeudopriniklétez
Vannakm dsszetett szamok, amelyekre ez a kongruencia mioigana szam esetén teljesul, aleoésm relativ
primek. Ezeket felfedépikrél Carmichael szamoknakevezzik{01]. J.Chernick 1939-ben bizonyitott tétele
alapjan megkonstrualhaté a Carmichael szamok esghaémaza, amely szerint ak(6 1)(1X + 1)(1& + 1)
alaki szamok mindig Carmichael szamok, ha mindhatényes prim. 1994-ben W. R. Alford, Andrew
Granville és Carl Pomerance megmutattak, hogy iktezgtelen sok Carmichael szam. Bebizonyitottagyh
elegenden nagyn esetén legalabh?’” Carmichael szam vahésn kozétt. A pszeudoprim szamok kutatasa a 20.
szazadban teljesedett ki és igen fontos alkalmazakilt a kriptografia terulet§08], példaul az RSA rejtjelzés
elleni tamadasokbd®7].

° A kis Fermat-tétel: Ha primszama pedig egy olyan egész szam, amely nem oszthaeh, akkora®™ -1
kilonbség oszthatp-vel, azaza” * =1(modp)

10 Ezt az Osszefliggést valéban nem lehetkiabari észrevenni, hisz a2*9-1 szam korulbeliil 162
nagysagrenil tehat tébb mint szazjefly amelynek numerikus elléreése még mai szamitogépeinkkel sem

trivialis.

1 1898-ban Bolyai Janos mar 38 éve meghalt!



12

meglehetsen vagy elég bonyolult leszCéljat ebben az esetben nem sikeriltbkbssem
elérnie. 50 évvel Bolyai Janos halala utan jutstikceszébe masoknak, igy péld&uD.
CarmichaelneK01], [02]-ben ilyen tipusu kongruencidkat konstrualni. Kidemér ebben a
fejezetben bebizonyitjia az altala mar Bolyai-Jedételként hivatkozott tétel alabbi
altalanositasat:

Legyenek ppz,....;n n=1 primszamok és legyen a egy olyan egész szamyilamem
oszthato ezek egyikével sem.

aplpz---pnfl_l = 1 (mod pn )

aPPe-PeaPl =1 (mod Pos)

Ha - akkor a™"™ =1(mod p,p,...p,)

ap2p3---pnflpn_1 = 1 (mod pl)

A 4.5. fejezet Fermat karacsonyi tétel® Bolyai 4m+1 alakd primszamokra vonatkoz6
vizsgalodasait ismerteti, kulonos tekintettel Ferilasszikus karacsonyi tételére, melynek
tobb megdobbefitbizonyitasat adja. A bizonyitasok szépségét nampars az adja, hogy a
komplex egészek mellett tisztan elemi eszkdzokstma fel, de a mai napig legegyssy

és legrovidebb bizonyitasok is. ime a legrovidebekekoziil, amely alig észrevelienh bujt
meg egy kézirat két sora kOzOttAz, elg bizonyitds szerint p=(a+ib)(c+id), amib
kovetkezik, hogy p=(a-ib)(c-id) is fennall. Ekkgs’ = p[p = (a® +b?*)(c®* +d?), mivel

a’+b*1 c*+d*1 = p=a’+b®=c®+d*”

A 4.6. fejezet A Fermat-féle szamol Bolyai Janos Fermat-szamokra vonatkozd
eredmeényeit mutatja be. Blhapjanak két levelében is ir:

A numerus perfectds valamint a2?" +1-re nézti efbbi demonstraciom is egyébirant j6 és
szép ...”
LAzt megmutatni, hogy barmely-2 idomi szam prim mihelyt p prim, ugyanakkor, méo

22" +1-gyel bajlédam, éppen magam is megkisértettem, wm@dban, mint irataim is
mutatjak, magam is azon sejtelemben valék, hog@ynindig prim ...”

Kilbnleges értéket képvisel a fejezetben Bolyaintadrszamokra vonatkozo tétele, mely
szerint,minden Fermat-szdm 6k-1 alaku, igy sohasem oszaka®-mal”. Bizonyitdsa szokas
szerint rendkivil elegans:

12 Fermat ezt a tételt 1640. karacsonyan irta lealggprimszamak+1 alak(, akkor egyértelien felirhato két
egészszam négyzetének dsszegeként.

3 AzF, =2% +1 alaki szamot nevezzik azedik Fermat-féle szamnak, ahotermészetes szam. Fermat

azt sejtette, hogy az 6sszes ilyen alaki szam piéngsak az 3, =5, =17, =257, R=65637 értékeket
tudta kiszamolni. Azonban sejtését Euler 1732-begaafolta, amikor megmutatta, hogy a kdvetkEermat-
szam E=641x6700417 nem prim. Az 1980-as években mar tswalt, hogy F Osszetett szam minden
5 =n =32 esetben.

14 Tokéletes szamdklyan természetes szamok, amelyek megegyezneksigalodi osztojuk sszegével)
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2™ 4+1=(2+1)(...) tehat, 2°™*+1=3n és igy 2°"*=3n-1, vagyis 2°"=6n-2. Ebls|

kovetkezik, hogy 2-nek minden paros hatvanya @feRi. Ekkor 22"+1, azaz 22" +1
viszont 6n-1 alakd, ahoh,n >0 természetes szdmok.

Ennek a tételnek a nemzetkozi jetieg@gét és Kiss Elemér kutatasanak a sulyat mutatja a
kovetke®d [19] publikécid, ahol a 3.12. tételt Bolyai-téteknnevezték el. Ez az élsmagas
elismertséf§ forrds, ahol Bolyai Janos nevét emlitik a szambdtnéertletén (nem a
geometriaval kapcsolatban), ami egy igazi mérféldkBolyai Janos valddi szellemi arcahoz
vezet uton

A 4.7 fejezet Yilson tétel bemutatja, hogy Bolyai a primszam formula keredéspcsan,
behatéan foglalkozott a Wilson tételfelés annak megforditasaval. Kilondsen elegans
bizonyitasat a Wilson-tétel megforditasara, azsivgyonyorkodtetésére bemutatom:

Legyen (p-1)!=-1mod p és tételezzik fel, hogy p nem prim, valamint q szgm

primosztoja, azaz p=qlp,. Wilson-tétele szerint (Q-1)!=-1mod , de akkor

—-1)I
(p-D!'=-1modq = (q-D'=(p-1)!'modq = 1E%modq
g-1)!
Mivel gq(p = (( )) =0modq, ami nyilvan csak ugy lehet, ha g=p, tehat p-nelcs

mas osztbja csak 1 és p, azaz p primszam.

R, besianict, (ERETrr 4

L sz L/ﬂ”ﬂ;wad’aj"’_
] rﬁl {’c/ ;‘1 Q-: él

A 4.8. fejezet Bolyai Janos Iivos négyzeje

bemutatja, hogy Bolyai Janos kisméretbiivos

négyzetek® konstrukciéjanak altalanos elméletével is
foglalkozott.

} Z;Ml Vs f( ‘?‘é 2dAee }fq/ (zi;{fm,
L b A mLeokwe 02477 L o L
/4 (mf’ e ._»,7/ /a:zﬁ 14 wf,umr Bolyai Janos altalanos 3x3-ag\ds negyzete

> A Wilson-tétel szerint, h@ primszam, akko( p—1)!=-1mod p. A tételt ebszér John Wilson (1741-

1793) fogalmazta meg bizonyitds nélkil, majddsebr Lagrange bizonyitotta be 1771-ben a tétel
megforditasaval egyitt. Gauss a tétel Lagrangekb@enyitdsat megemlitDisquisitiones arithmeticaeimi
miivében, de a tétel megforditdsanak bizonyitasargl tesz emlitést. Mivel Bolyai Janos a szamelméleti
ismereteit 8képpen Gauss munkajabol szerezte, igy nem tudhatotWilson-tétel megforditdsanak
bizonyitasarol.

16 Egy n-edrendi bivés négyzeblyan n sorbél és oszlopbdl all6 négyzetes matrix, ameiytrekiilonbozs
szamot ugy helyeziink el, hogy 6sszegilk minden sprbazlopban és az atlokban ugyanannyi legyen. A
szok&sos ivds négyzet a szamokat- n*-ig tartalmazza. A sorok, oszlopok, atlék dsszega kiivos konstans,

amelyre a normalitvds négyzetben fennall - n(n” +1)
2
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Bolyai kéziratdban altalanosan, iikkel konstruélja 3x3-asilvos négyzetét. A négyzetbe irt
0sszefuggésekb levezethat, hogya=3b , igy példaub=5 esetén az alabbiitads négyzetet
kapjuk.

X y | 36y | P 8 | 3| 4
46-2xy| 6 | 2x+y-26) 710 1 5 9
x+y-b 26-y 26-x a=15 6 7 2

=15  a=15 a=15 a=15 @=15

Bolyai Janos 3x3-asitvds négyzetének egy konkrét megoldasa

Bolyai révid feljegyzése vegeén felhivja az olvaaataltala készitett altalan8%3-as biivos
négyzetnxn-esreéltalanositasara;Lasd s firkészd ki okat altaljan bar-hany =’ mezkre
osztott[1-nél az egy-poéti (szamtani sorozat), néha egy-@duértani sorozat) vagy zenei
(harmonikus sorozat) sorokbali ...”

Erdemes megjegyezni, hogy Bolyai gondolataiskésmegjelentek Caylej03], Chernick
[04] munkéiban, valamint &ltalanosuids négyzet konstrukciot talalup®6]-ban.

A masodik kiadas 4. fejezete toébb Ujdonségot tadal az el$ kiadashoz képest, ilyen (;
alfejezetek a 4.9Zne és matematik&s a 4.10Rolyai Janos és a diofantikus egyenlgtek
Ezeket a gondolatokat az 1840-es években jegyeeteBdlyai, amikor dolgozott

~Muzsikatan” cimi tanulmanyan.

A 4.9. fejezetBl kiderll, hogy Bolyai Farkas és Bolyai Janos dleté is fontos szerepet
jatszott a zene elmélyllt szeretete és gyakorldsiadkét Bolyai foglalkozott a zene
elméletével is. Bolyai Janos hatrahagyott kézinatlaiegyik lapjan érdekes, a zeneelméletben

, 81 ) s
eléforduld %-as torttel kapcsolatos kérdést vet fel:

.Hatarozzuk meg azt az—é -nal kisebb% (a, bCNY{0}) tortet, amelynek szamlaléja 1-gyel

nagyobb a nevégnél, és aa, valamint ab természetes szamok torzstétykdzott csak a 2,
3 és 5 primszamok fordulnal¢gl

A feladat megoldasat 12 exponencidlis diofantikgyealet megoldasara vezeti vissza,
amelyeket Bolyai fel is irt 1840 koril. R4jott abam, hogy a feladatnak nincs megoldasa,
hiszen az dsszes tort amely a feladatnak megéaellabbi:

3.4 9 10,16, 25 81
DPDDDD IO

Figyelemre mélté viszont, hogy a Bolyai altal felkhoz hasonlé tipust *-3'=1 egyenlet
csak 1844-ben jelenik meg és E. Catalan franciammatikus nevéhezizédik. Az egyenlet

1" Ez az eredeti szimbolum, amit Bolyai a feljegybéséhasznal (lasd a képet).
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megoldasa koril felmerllt igen nehéz probléméat épeeért Catalan-sejtéskéntsmeri a
matematikusvilag, amit csak 2002. évben sikerlgkeep tisztazni. Ha Bolyai Janos erre
vonatkozé gondolatait kozli valamelyik korabeli yiiratban, ma valosziteg Catalan
helyett Bolyai-sejtégit beszélnénk.

Az 5. fejezet Bolyai Janos legértékesebb szamelméleti felfedezésprimtan”) Bolyai
munkassaganak olyan eredménglelveszél, amelyek kordbban soha nem voltak ismertek
Ezeket a tanulmanyokat Bolyai ,primtan”-nak neveg® a komplex egészek aritmetikajaval
foglalkozott, amelyek kutatasaba hatalmas energiékeetett.

Komplex egésznek azokat a@+bi alaki komplex szamokat nevezziik, ahofsb egész

szamok, i =J-1. Mivel a komplex egészek elméletét Gauss alapasg, ezért tiszteletére
gyakran Gauss-egészeknek nevezzik. Ezek halmazapdern algebra terminoldgigjat
hasznalva, a komplex szdmok 0sszeadasara és smarrézve egy euklidesziigyit alkot.
Ebben a gfriben éppen uUgy beszélhetiink oszthatdsagroél, legnagydi#dsk osztéral,
primekibl és més fogalmakrél, mint a racionalis egészekiggben.

Bolyai Janos mar a&ppendixmegjelenése étt elkezdett foglalkozni a komplex egészekkel,
ezt bizonyitja apjanak 1845-ben irt levele:. az imaginariusok tanat a maga helyén
kerestem és meg is kaptam szerencsésen még 1831-ben

Bolyai egyik fontos eredménye, hogy a komplex egésokasagaban felismerte a primeket.
Megéllapitotta, hogy a komplex primek:
a) azl+i,1-i,- i ~H
b) a 4m+ 3 alaku raciondlis primszamok, mint példaul a 3,17,...
c) a 4m+1 alakd raciondlis primszamok komplex térgiezllyenek példaul a
2+3,2-3 komplex szamok, mert ezek ¥3= 4B+ 1 racionalis szam komplex
tényesi, hiszen13= (2+3)(2- 8,

Bolyai az a)-tipust szamok#tikélyes primeknela b)-tipustakaabszolut primeknekevezi

€s megmutatja, hog®=(1+i)(1-i), valamint hogy 1+i nem irhaté fel kdtomplex egész
szorzataként.

A b)-tipusu racionalis prime#r Bolyai tobbféleképpen is bizonyitja, hogypszolut primek

az eqgyik legszebb bizonyitasa:

“Ha a p primszam 4m+3 alaku, akkor f=u? nem lehetséges, mert ha t és u egyszerre paros
vagy pératlan, akkor négyzeteik 6sszege paros Jesmmé nem primszam. Ha pedig t és u
egyike paros, a masik paratlan, akkor ezek négymidsszege 4m+1 alaku lenne. Tehat p
abszolat prim.”

Bolyai megmutatta, hogy am+ni komplex egésznek az asszocidltjain kivil méas @@zt
nincs, amennyibenp=m*+n®> prim. A c)-tipusi primeket kapcsolatba hozza R&rm
kardcsonyi tételével, amikor ezt iffslinden 4m+1 alaki p primszam két imaginarius
primszam szorzata, mivel minden ilyen szam kétzegpgEsn négyzetének dsszedrelfdaul:
13=(2+3)(2- 8

Az egyeértelni primfelbontasra vonatkozo6 tételét igy fogalmazzagrtMinden a+bi alaku
komplex szam a ténydz sorrendjéfl eltekintve, egyértelfien felbonthatdé véges szamu
primek szorzatara.”



16

A 6. fejezet Az algebrai egyenletek elméletéelfedi Bolyai kizdelmét az o6tod és
magasabbfoku algebrai egyenletek megoldhatosagaval.

Bolyai sokszor emliti Andreas von Ettingshausen96tI878) 1827-ben Bécsben kiadott
Vorlesungen tber héhere Mathemaki&tkotetes rivét [12], amelyben a szefzegy teljes
fejezetet szentel a négynél magasabb foku algedggenletek megoldhatatlansdganak és
kdzli Paolo Ruffini (1765-1822) 1799-es bizonyita$f23],[24].

Ugyanigy gyakran idézi Louis Lagrange (1736-18[I&) konyvét, amely alapvéen azzal
foglalkozik, hogy a négynél alacsonyabb foku eggtail megoldasara hasznélt mdédszerek
miért nem hasznéalhaték a négynél magasabb fokinkgk megoldasa esetéh.

Olvasmanyai alapjan Bolyai igy if:.. a lehetlenségnek mar az 5-rangra, tehat annyival
inkdbb a még folbb rangokra nézve bizonyitast adni: mit Ruffiniemék Ettingshausen-ben
is meglévleg, elmésen ugyan, de egy csomo hibaval, egystahétl csak képzeltképpen meg
is tett.”

Bolyai Ettinghausen konyvében olvasta a Ruffingtébizonyitasat, amelyben észrevette,
hogy a bizonyitas hianyos. Eibarra a kovetkeztetésre jutott, hogy a tétel newerg/es,
ezért elég sok energiat forditott a négynél madadaki egyenletek megoldasara. igy ir
1844-ben;,Megcéafolasaval egy (Ruffini altal) az ilyetteveshétlensége mutatasanak ... egy
0j uton eo ipso (magatdl értelsen) megmutattatik.”

Ennek a fejezetnek végén 0sszegezte Kiss Elgfélyai Janos ezzel a fontos probléméval
sokaig foglalkozott anélkil, hogy tudta volna, hagyazettt mar megoldottak.”

Mégis a Bolyai kéziratokban megtalalhatd, hogy dikekijavitania a Ruffini-tétel hibait, és
ezéltal szamara teljes bizonyitast nyert, hogy gym& magasabb foku algebrai egyenletek
algebrai aton altaldban nem oldhaték meg. Azonbaik@ Bolyai Janos az 6tod- és ennél
magasabb foku egyenletek megoldasara vonatkozo otpiad papirra vetette, a
matematikusok mar ismerték Abel 1826-0s bizonyitasgrél, valamint Galois
munkassagarol azonban Bolyai sohasem érteslltapessa vilag sem tudott arrél, hogy a
19. szazad efsfelében a magyar matematikanak is volt egy olymiosa, aki megoldotta az
algebra egyik fontos tételét.

> I

18 Ruffini bizonyitasa hianyos volt, majd 1826-bangje¢ent cikkében Niels Henrik Abel (1802-1829) arteg

a teljes hibatlan bizonyitast. Tevékenységik elisseként a tételdbel-Ruffini tételként tartjuk szamoAz
0tod és magasabb fokl algebrai egyenleteknek diltedgnos megoldasi eljarasa.

19 Ruffini és Abel munkassaga felvetette annak tismay hogy mi a szikséges és elefeetiétele annak,
hogy egy adott egyenlet algebrai eszk6zokkel mémutdlegyen? Ennek a problémanak a megoldasat &sGal
(1811-1832) adta meg, amely elvezette a csoporteimegalapozasahoz.
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Véglal . ..

Itt kell megemlékezniGeorge Bruce Halsteq1853-1922) amerikai matematikusrol, aki
minden mas kulfoldi Bolyai kutatot megelve, 1896-ban ellatogatott Marosvasarhelyre és
angolra forditotta Bolyai Jano8 miivét az Appendixet. Tevékenységével rendkivil stitat

a két Bolyai nemzetkozi elismeréseéert.

TuE SCIENCE ABSOLUTE OF SPACE

Independent of the Truth or Falsity of Euclid's
Axiom XI (which can never be
decided a priori).
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Ti0n Fronon George Bruce Halsted (1853-1922) amerikai
st IRk matematikus mar 1896-ban angolra forditotta

Bolyai Janos alapdvét, az Apendixet
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