PREKOPA ANDRAS

Bolyai Janos forradalma

Elsé rész

Bolyai Janos a magyar tudomany legkiemethkdd alakja, nagysagéat
Kopernikuszéhoz hasonlithatjuk. Az 1831-ben megjeleiszonhat oldalas, réviden
Appendix cimmel emlegetett imében (mely atyja, Bolyai Farkas kétkdtetes
monumentélis 6sszefoglald munkaja, a Tentamef laisete appendixeként jelent
meg) korszakalkotdé eredményt ért el, létrehoztaliaz nemeuklideszi geometriat.
Bolyai megtérte az euklideszi geometria egyedurglrfglszabaditotta az utat az
emberi gondolkodéas @&t a tér masként valo felfogdsa szadmara. Egybemuyisott a
XX. szézad fizikai elméletei étt, melyek gyokeresen megvaltoztattak vilagképiinket
Bolyai a matematikatorténet egészét jelenmeértékben alakitotta az axiomatikus
gondolkodas terén elért eredményei révén. EImojulhdiogy a modern matematika
XIX. és XX. szdzadban bekovetkezett degse nagymértékben kdszorih@olyai
Janos munkassaganakiikének jeleniségét azonban csak halala utan ismerték el,
akkor sem ellenallas nélkiil. Eletében nem értatiél zsenialis gondolatait, melyek
mar huszonegy éves kordban megédelk benne. Ezeket az ifjusag béator
forradalmisagaval kifejtette, kozreadta, nem félgetudomanyos establishment
biralatatol. Ebben persze nagyfoku naivitas is,volert azt hitte, hogy a nagy
felfedezéseknek, koztik az 6vének, altalaban zdlddatik az elismeréshez és a
felfededknek a személyes diéséghez. Aki viszont megértette Bolyai gondolatait,
nevezetesen Gauss, a ,matematikusok fejedelme”tatiadlul viselkedett Bolyai
Janossal szemben, amikor 1832-ben az Appefidiéleményt nyilvanitott. Azt irta
Bolyai Farkasnak, hogy Janodivét nem dicsérheti, mert ez azt jelentené, hogit saj
magét dicséri. Ugyanis az abban foglalt eredméngskaz at, melyen jarva ezek
megszilettek, szinte szé szerint megegyezik harrhiaenincot éves meditacidjaval.
Gauss 1855-ben bekovetkezett halala utan hagyatékdolgoztak, és emlitett
allitasanak irdsos bizonyitékat nem talaltdk. Gakgésibbi magatartasa is
kifogasolhat6. Amikor tudomast szerzett arrdl, hogy orosz Lobacsevszkij is
felfedezte Iényegében ugyanazt, mint Bolyai Janosaz ebbbit 1842-ben
megvalaszttatta a Goéttingeni Kirdlyi Tarsasdg Hdifdevelez tagjanak —, nem
tajékoztattast arrol, hogy van még mas is, aki hasonlé eredmiétyart el.

Bolyai Janos
Széchenyi Kinga emlékérme
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Hosszu ideig tartotta magat az a vélekedés, hoglyaBalanos az 1833-ban
bekovetkezett nyugdijaztatasa utdn ugyan irt mggtagast, kozottik egy 1ényegeset
is a komplex szamok megalapozasat éket, de az elismerés hianya depressziéssa
tette és lényegében a matematikai alkotd munkd&tdlisszavonult. Kiss Elemér
marosvasarhelyi professzor volt az, aki erre rdgafoutan egy évtizedes munkaval a
hatrahagyott Bolyai-kéziratokat atbongészte és lzemok jelents, a kéziratok
keletkezésekor Uj ,matematikai kincseket” talalt.

Bolyai JAnos tudoméanyos nagységat kulfoldon fedefdb a hazai elismerés csak
ezutdn kovetkezett. A XIX—XX. szdzad forduléjan antinensen mar széles kérben
ismertté valt mive. Angolszasz terlleten is voltak, akik megisnedé lelkesedtek
érte, de joval kevesebben, mint Europdban. A mésuitighabori utdn a vilag
kétpolusuva valt. Az oroszok nem sokat emlegettéyd Janost,6k inkabb
Lobacsevszkij érdemeit hangsulyoztak. Amerikdbadiggemint emlitettik, nem
ismerték eléggé tuddsunkat.

1977, amikor Gauss sziletésének 200. évfordulGjaepelték vilagszerte, Ujabb
fordulatot hozott. Jollehet korabban is szdmos matiatorténeti tanulméany széje
Gausst tekintette a nemeuklideszi geometria €tamu felfedegének, ez a tendencia
feler6sodott, hattérbe szoritva Lobacsevszkij szemébiédz orosz szetik sikerrel
érvelnek e nézetek ellen Lobacsevszkij érdekébeakihk magyaroknak is
kotelességiink, hogy ramutassunk, hol van Bolyai odanhelye a
matematikatérténetben és az egyetemes kultirtdb@ne A nagyvilag elé kell
tarnunk erre vonatkozé dokumentumainkat és kutat&siményeinket.

Bevezeé megjegyzések

A torok Magyarorszagrol valo kekését a karlocai béke (1699) zarta le. Az ezt kbvet
Habsburg gyarmatositasi kisérletet a Rakdczi-szdfugirc képes volt ellensulyozni,
am az orszag fuggetlensége korlatozott maradt. ferdém Kkerllt vissza az
anyaorszaghoz, ahogy ez a toroékielétt volt. Tovabbra is fejedelemség maradt, de
most mar a Habsburg uralkodé 6rokos tartomanykérelke. Maria Terézia 1765-ben
a nagyfejedelemség rangjara emelte. Az Erdélyi Kikdga Bécsben ikodott.
Otthon, Erdélyben aékormanyszék, a gubernium élén korméanyzé allt, «alHn
fohadparancsnoksag, megyei autonémia, orsié@gy Mig Horvatorszag csak
Magyarorszagon keresztil tartozott Bécshez, addigl kozvetlenil.

Az erdélyi Bhadparancsnoksag azonban nem jelentette Erdélyghiaditelemben
vett flggetlenségét. A hadligy magyarorszagi vislzdbgn is a kbzponti hatalom, az
uralkodo hataskorébe tartozott. Azért kapta Bolyjanos 1823-ban a csészéri és
kiralyi hadmérnok cimet, mert csak csaszari eédykiréadsereg volt.

A XVIIl. szazad méasodik felében Erdélyben is és Maagrszagon is megindult a
polgarosodas. Kosary Domokos (2001jikét konyve j6 képet ad a szatmari béke és a
kiegyezés kozotti korrél, ezen belll a Bolyaiak &t is. Témank szempontjabdl
azonban fontos néhany egyéb dolog emlitése is.

Politikai és kulturdlis szempontbdl Erdélyre és Magrszagra egyarant a német
nyelvterilet mozgalmai voltak nagy hatassal. A nemelvtertilet nagyobb része a
Szent Romai Birodalom keretébe tartozott, kiselbgze csak a bécsi uralkodo alé.
Am |. Lip6t 1658-ban tortént megkoronazasatél admlom 1806-ban bekidvetkezett
bukasaig a Bécsben székdHabsburgok és Habsburg-Lotaringiaiak uralkodtak a
birodalom, az osztrdk hercegségek, a magyar és &#glysdg, az erdélyi
fejedelemség stb. felett. A Szent Rémai Birodalaralpolitikai formaciot jelentett. A



harmincéves haborut lezaré vesztfaliai béke utémejiiit az Un. Reichstag, afféle
parlament, melynek végul csekély torvényhoz6 szenagt fennallasdnak 143 éve
alatt. Eblsl a szempontbol fontosabbak voltak az egyes nérheindk: Baden,

Bajororszdg, Szaszorszag, Poroszorszag stb. A Xa#hzadbeli németek kozott
azonban sokak szamara fontos volt a birodalomhdéa kéisdés. Nekik a Reich
egyenb volt Németorszaggal, magukat pedig nem szaszraospnak stb., hanem
elsssorban németnek tekintették.

A német iskolak, egyetemek nagyon kilonboztek abbagy mit és hogyan oktattak.
Nem volt egységesen érvényesitett norma, az semeliitva, hogyan épllnek
egymasra az oktatas szintjei. Kevesen jartak solskigldba és kevesen mentek
egyetemre. A XVIIl. szazad folyamén az egyetemregabi@zott hallgatok szama
csokkent. Az egyetemek kicsik voltak, szamuk azanbam volt kevés. Az 1780-as
évben Ausztriaban hat, a tébbi német allamban sy egyetem #kodott.
Ekkoriban Lipcsében 360, Halléban 400, Goéttingenpedig (1787-ben, 50 évvel
alapitdsa utan) 810 hallgatd iratkozott be (. &hee 1944). Az utdbbi a
legdinamikusabban f&jtlb német egyetem volt. Egyben egyike volt az elit
egyetemeknek. Arisztokrata csaladok szivesen Kilfisikat erre az egyetemre,
melyet anyagilag is hathatésan tamogattak. A hilligay tobbsége azonban
Ugyvédek, tanarok, tisztvigd fiaibdl tevbdott dssze.

Benkd6 Samu (1979, 294-313. old.) ,Goéttingen, Gauss éslélgr cimi
tanulmanyaban betekintést nydjt a gottingeni eggeds az erdélyiek kapcsolataba.
Ez az egyetem tobbek kodzott arrdl is hires voligyhaem korlatozta a gondolat
szabadsagat. A valldsszabadsaghoz szokott erdé@yiekt is vonzodtak ide. A sok
erdélyi didk kozott az egyik leghiresebb, Bolyarkes 1796-1799 kozoétt volt az
egyetem hallgatéja. A sors akaratabdl ebben @zeid, 1795-1798 kdzott Gauss is itt
tanult és a két ifju kdzott életre sz616 baratsay&dott.

Az egyetemi oktatas altaldban kdltséges volt, kigém Gottingenben. Ha egy csalad
tanittatni akarta fiat, akkor vagy joméduanak kelletnnie, vagy partfogét kellett
talalni, aki a koltségeket fedezte. A torténetiazk is megirtdk, hogy az egyetemeken
nagy divat volt az ivas, parbajozéas, fétkin viselkedés. Emiatt sok csalad nem
szivesen kuldte fiat egyetemre. A kilengések méisétibek lehettek Gottingenben,
ahol az eldljarésag az erkdlcsre is vigyazott. AllK\szazad végére a legtbbb allam
valamilyen modon szabalyozta az egyetemek életd#gnéamiajdhoz azonban nem
nyulhatott.

Lengyelorszdg 1772. évi felosztasaval Poroszorsisgyeflig§ terlletté valt. A
Hohenzollern uralkodohazéhelkedett tehetségekben. Szamunkra most kilénésen
fontos Nagy Frigyes és kora (1740-1786). Uralkoddkavégére és az utana
kdvetkedy néhany évre esik Immanuel Kant, minderskidegyik legnagyobb
filozofusa Bmiiveinek a megjelenése. Kant (1724-1804) Konigsberghéletett, ott
élt és alkotott, ott is halt meg. Konigsberg a nékdtara nagy varosa, sok tudés,
mivész szlletett, élt ott. Kanérhiive, A tiszta ész kritikdja 1781-ben jelent meg,
masodik kiadasa pedig 1787-ben. A filozéfus 6sszesgyven kdonyvet publikalt, a
.Kritika” sorozatba tartozik még két im ,A gyakorlati ész kritikja” (1788) és az
.ElIsé bevezetés az itélet kritikajaba” (1790). Gonddalat#szor nehezen értették
meg, ké8bb azonban, az 1780-as évek végére, Kant hataloiagdtis etvé Valt.
Kozép-Eurépa minden egyeteméndaaltak, tanulmanyoztak iveit, gondolatait
tarsasagban és fehér asztal mellett is megvitait&dnigsbergben megfordult utazék
Kant legujabb szokasai, gondolatai irant érdetdk es igyekeztek legalabb latni a
hires filozo6fust.



Kant a német felvilagosodas, az Auferklarung kéglje, e tekintetben Rousseau
nagy hatast gyakorolt r&. Hume olvasasa utan amorsbaacionalista filozofia
(németorszagi képvisgeként C. Wolffot emliti) vilagatol részben elfottu

Kant kritikdja 6sszefiiggésben volt az uralkodd, WBdgyes tolerdns magatartdsaval
a felvilagosodas eszméit ilten. A tiszta ész kritikdja ézavaban kifejti, hogy a kor
a birdlat kora, melyben szabadon lehet kritizatméiményeket, allamot, egyhazat,
szabadon lehet a gondolatokat a nyilvanossag eté. tagy Frigyes 1786-ban
bekdvetkezett halala utan Il. Frigyes Vilmos kesittonra, s a helyzet megvaltozott.

.z

Ahhoz, hogy megeértsik, mit mond @rrKant, néhany definicidjat ée kell
bocsatanunk. Megkulénbdztet analitikus és szintetikitéletet, a kilonbséget
tartalmukban talalja meg. Az analitikus itélet empéen feltarja az itélet targyat, mig
a szintetikus itélet hozzaad valamit. A matematiktéletek, Kant szerint, mind
szintetikusak. Frege (1884) biralta ezt a kulontidély, mondvan, nem az allithsok
tartalma, hanem azok igazoldsa a fontos. A mi spetopkbdl ez most nem Iényeges.
Kant el$sorban C. Wolff (1679—-1754) filozofidjanak kritikégéljabol fogalmazott az
emlitett médon.

Egy mésik fogalom az intuicié. Arisztotelész kuléébet tesz az intuitiv és a
demonstrativ ismeret kdzott. Szerinte a tudomarigogeretek ledfbb forrasa az
intuicio, mely kozvetlenll, azonnal addéddé ismersgemben a bizonyitasok,
demonstraciok révén szerzett tudomanyos ismerdteéiieead még a kérdés, hogy az
intuicié a tudatunkban eleve bennedéwdast, vagy a tapasztalat Utjan szerzett tudast
jelenti-e. Kant a kedt kombindlja, példa erre a tér altala adott fogalmalyet A
tiszta ész kritikqjanak Transzcendentdlis esztétik# fejezetében fejt ki.

Elész6r megéllapitja, hogy a geometria az a tudomamely a tér tulajdonsagait
szintetikusan és a priori meghatarozza. A tér fodakk eredetét szerinte az
intuiciéban kell keresniink, mely a priori, vagysabjektumokrdl szerzett barmiféle
tapasztalat étt bennink van, koordinalé szerepet tolt be &lbrzékelésink
form4janak létrejottében. A tér a dolgoknak nemgjidnsdga, sem pedig ezek
egymashoz valo viszonyanak a meghatarozoja. Maskékifejezve, a tér semmilyen
maodon nincs az objektumokhoz csatolva. A tér telsak az ember szamara létezik.
Ha a szubjektum allapotatdl, mely a kilistuiciét lehebvé teszi, eltekintlink, akkor a
tér reprezentacioja tiressé valik. Amde vajon @eéémetrija euklideszi, vagy mas is
lehet? Kant disszertaci6jaban (1770) még lehetséfietartja, hogy az euklideszi
geometriatol eltér a tér szerkezete, kiish azonban elfordul €t és A tiszta ész
kritikajdban magatol értétlonek tartja az euklideszi jelleget. Ezt észrevesszik
azokban a fejtegetésekben, amelyekben a filoz@fsia matematikai mdodszerek
kulonbobséget fejti ki.

Ezek utan tegyik fel a kérdést: milyen volt a XVHrzdzad matematikgja, kilondsen
az évszazad masodik felében? Ugyanolyan volt atilrs, mint a mai, vagy a XIX. és
a XX. szazadi? Igaza volt-e Herman Hankelnek, amilat irta (Hankel, 1884): ,A
legtdbb tudomanyban az Ujabb generacidk lebontfdkaamit a régebbiek épitettek,
elvetik megallapitasaikat. Egyedil a matematikaioadul elb, hogy az Uj generacio
Uj emeletet épit a régi szerkezetre”. Hankel magiéthsa nem teljes mértékben felel
meg a valdsagnak. A legtalalébb ellenpéldat a géengzolgaltatja, melyt késbb
sz6lunk Bvebben. Tovabbi példat taldlunk, amikor a XVIII. @ utana kovetkéz
évszdzadok matematikai egzaktsdganak szintjét tlesgizsgalat ala. A XVIII.
szazad matematikusai, Leibniz, a Bernoulli csadé@jei, Euler, Taylor, Lagrange nem
sokat to6dtek azzal, hogy eredmeényeiket kifinomult egzalgsagalaljak. Fontosabb



volt szamukra az eredmény, mint a szabatos bizmyHz persze nemcsak a XVIII.
szazad matematikdjara jelletnzhanem a reneszansz 6ta érvényes volt (Grabiner,
1974).

A harmadfokd egyenlet gyokei képletének 1545-berntémd felfedezése utan
kovetkezett be ez az eredményorientalt korszakbéa XVIII. szazad végeéig tartott.
Erre az idre esik, tdbbek kozott, a differencial- és integgahmitas, tovabba a
valbsziiségszamitas felfedezése. Bar az Uj eredmények rakgjelenésiikben
gyakran nélkilozik az egzaktsag magas fokat, adtetinllj irAnyzatok létrehozoi
szamara fel sem @ott az, hogy erre torekedjenek.

Mi késztette meégis a matematikusokat arra, hogy \AlIXés a XIX. szazad
forduléjatdl kezddéen nagy figyelmet szenteljenek a matematikai egzajktak? Két
okot is emlithetlink. Az egyik az, hogy a XVIII. gzé végére éreztign lelassult az

0j matematikai eredmények elérésének tuteme. Addigrredmények nagy sokasaga
jott 1étre, melyeket azonban rendszerbe kellettalog egységesiteni és ez nem ment
az egzaktsagnak a kordbbi szintjén. A masik, hodlyaacia forradalom ota az
uralkodok, mecénasok anyagi helyzete megrenduithatematikusoknak tanitaniuk
kellett. Tanitani pedig csak logikusan felépitettszets anyagot lehet eredményesen.
A XVIII. szdzad végén egyre &0d> egzaktsagi igény egyik megnyilvanulasa volt
az, hogy 1784-ben a Berlini Akadémia, ahol LagrargeMatematikai Szekcio
igazgatéja volt, dijat Gzott ki a matematikai végtelen vildgos €és preciz
megalapozéasara (Grattan-Guinness, szerk., 1980@jjahegyébként Simon L'Huilier
nyerte el 1786-ban.

Cauchy, Bolzano, Peacock, Babbage és masok faeddaZiiggvénytan és altalaban
az analizis egzaktifikdlasan. A két utobbi és Heebcl813-ban Cambridge-ben
megalapitotta az Analytical Society frievszervezetet, mely az analizis
egzaktifikalasan tal az Anglidban elterjedt newtmdlésrendszer modernizalasat is
célul tizte Ki.

Megérett az il a parhuzamossagi axioma tisztazasara is. A tudgosavilag egy
elegéns bizonyitasra vart, arra, hogy valaki e&Zeti a tobbi axioméabdl, am nem ez
tortént. Az Ujkor matematikatorténetének legragydgdejezete kovetkezett be,
melynek soran bebizonyosodott, hogy amit a talnyodbdség vart, az lehetetlen. Az
attorés a magyar Bolyai JAnos és az orosz Nyikedajovics Lobacsevszkij munkaja
eredményeként sziletett meg. Munkajukatokéselemezzik, most Lobacsevszkij
személyére vald tekintettel néhany szoét szélunkld. Xzazad eleji oroszorszagi
egyetemi allapotokrol.

I. S&ndor 1801-ben lett minden oroszok céarja. Ngggkezettel fogott hozza, tébbek
kozott, az egyetemek fellenditéséhez. Ujbol megitgitDorpat egyetemét és négy
varosban Uj egyetemet alapitott: Vilna (1802), Kgz#1804), Harkov (1804) és
Szentpétervar (1819). Nagy sulyt fektetett a temetsdomanyok és a matematika
oktatédséra. Az egyetemek német tipusuak lettekioBegszorok kotelessége volt a
kutatas, az Uj tudomanyos eredmények ismerete,eketlyebadasaikba is be kellett
épitenilik. A hallgatésag Iétszdma nem volt nag@9i8en a kazanyi egyetemre 40, a
moszkvaira 135 hallgato iratkozott be. Az Uj egyetken, de a régieken is, sok
kulféldi professzor tanitott. Ezek szama 1815 uéyegesen csokkent, ugyanis egy
abban az évben kibocsatott rendelet koteléztette, hogy az egyetemeken orosz
nyelven kell tanitani. Egyidéjeg megtiltottdk, hogyuddsjeldltjeik Németorszagban
tanuljanak és kébb azt is, hogy az egyetemek olyan tanart vegydeékaki
Németorszagban tanult. Magyarazatként arra hivedkohogy Németorszagban az
egyetemek istentelenek és a professzorok az ifpissaepticizmusra és a hatdsagok



gyiildletére dsztonzik. A kilféldi professzorok ezt kiilen 6nként tavoztak (Boyer,
1991).

Johann Martin Bartels (1769-1836), Gauss foldijeauBschweigben szlletett, az
iskoldban Gauss instruktora volt, Kazanyban kapptbfesszori allast és
Lobacsevszkij a® tanitvanya lett. Bartels Gaussnak kozeli bar&jads tudhatott
arrél, milyen fontos a paraleldk probléméja. Leéges, hogy Lobacsevszkiple
hallott er6l. Bartelsnek azonban, mint kilfoldi professzornafiyoznia kellett
Kazanybol, igy biztos, hogy amikor Lobacsevszkij 820-as években komolyan
nekifeszilt a probléma megoldasanak, Bartels mén wmelt ott. Azt is tudjuk
(Szénassy, 1977/1980), hogy Lobacsevszkijréselban Legendre (1794) ine
hatott. Bolyai Farkas viszont bizonyara a gottingémestner professzortdl hallotta a
problémat. Kaestner ugyanis iy ismeje volt ennek, tanulmanyt is irt rola (l.
Kaestner, 1790).

A Bolyaiak élete

A Bolyaiak életutjat kell részletességgel ismerjuk. Schmidt Ferenc temeswaid
budapesti épitész volt az &lses egyben a legalaposabb, legaldozatosabb laitatoj
ennek. Atyja, Schmidt Antal ugyancsak temesvariédgi volt, aki munkaja soran
gyakran talalkozott az 1823-1825 kozott Temesvartkodé hadmérndk Bolyai
Janossal. igy Schmidt Ferenc atyjatol is sok érsietkdnallott Janosrél, és egész
életében faradhatatlanul kutatott minden, a Bokkaihkapcsolatos informéacié utan.
Kedvenc idtoltése volt a matematikaval és a természettudookkay vald
foglalkozas. Levelezésben allt tobb nyugati ordzélsaval, és arra kérdiet, hogy
folyamatosan téjékoztassak az orszagukban megjéietidomanyos konyveét.
Franciaorszagi kapcsolata a fiatal bordeaux-i matiwatérténész professzor, J.
Holel volt, aki éppen Bolyai Janostimének egyik el$ felfededje lett. Houel
leforditotta az Appendixet franciara és mellékelt8chmidt Ferenc altal irt, franciara
leforditott Bolyai Janos-életrajzot. Ez az életnagametil folydiratban is megjelent (.
Schmidt, 1868). Ugyancsak Schmidt Ferenc szolgaltat ismeretek tdlnyomo részét
P. Stackel Pal (1913) kétkotetes kdnyvéhez. Szgridama (1970) szerint ezek az
el kotet kétharmad részét teszik ki. A Bolyaiak dleté foglalkozé el§
forrAsmunkak kozott kell még megemlitentink &wmakzi Janos (1897) konyvét, Szabd
Péter (1910) és Schlesinger Lajos (1903) cikkétégbbi irodalombdl David Lajos
(1922, 1979), Benk Samu (1968, 1971, 1978, 1979), Szénassy Barna0)197
Karteszi Ferenc (1973, 1977), Weszely Tibor (198&f Tibor (1997), Kiss Elemér
(1999) konyvét és Sarloska Brifl1965, 1973), Szénassy Barna (1977, 1980, 1983)
cikkét emlitjuk meg legfontosabb forrasmunka gyanan

A kolozsvari Bolyai-haz (Bene J6zsef rajza)



E cikk keretében nem élsorban a Bolyaiak életével kivanunk foglalkoznilj@®ség
kedvéért azonban erre is kitérunk.

Bolyai Farkas 1775. februar 9-én sziletett a Nagysa melletti Bolyangsi magyar
nemesi csaladbol. A bolyai varkastélyt a csaladId. ¥zazad elején kapta. Vitéz
katonak voltak, am az egyik Bolyai Janos, mikozlaeXVIl. szazad els felében
Torokorszagban raboskodott, a varkastélyt elveseit&Egyre szegényebbek lettek,
Bolyai Gaspér, Farkas édesapja, mar csak egy akbt 6rokolt Bolya mellett, mely
akkor Nagy-Kukulb varmegyéhez tartozott. E birtokhoz jarult még BolGaspar
feleségének, Pavai Vajna Krisztinanak az orokségg, Domald melletti kisbirtok.
Bolyai Farkas 6-13 éves kora koz6tt a nagyenyeaingélikus-reformatus kollégium
tanuldja volt. Ezutan id. bar6 Kemény Simon taradsual vette Farkast fia, bard
Kemény Simon mellé. Farkas a fiatal bardval j6 tshgot kotott, mely élethossziglan
tartott. 1790+l a kolozsvari reformatus kollégiumban tanultaleéttendeig. Ekdzben
Farkas matematikai tehetsége egyre inkdbb megmyilyéam foglalkozott zenével,
rajzolassal, & szinjatszassal is. 1798szén Kemény Simonnal utra kelt, hogy
tanulmanyait a németorszagi Gottingenben folytad8ategség miatt azonban
Farkasnak vissza kellett fordulnia és csak 179@dz&n csatlakozott Gjbol Kemeény
Simonhoz. Ebb Jénaban toltdttek néhany hénapot, majd oktébebe#atkoztak a
gottingeni egyetemre. A ,tanulOtars’-allas teretdtetmeg Farkas szamara a
megélhetést és a tanulasi leéfsdiget. Gottingenben életre szo6l6 baratsagot kotott
Gauss-szal. Levelezésik Gauss halala utan matextdaténeti
dokumentumggijtemény lett, nem teljes kiadasban magyarul is alegj (Bolyai
levelek, 1975, A Bolyai-Gauss-levelezés, 2001)k&aa gottingeni évek utan, 1799-
ben Kolozsvarra keriilt, révid ideig hazitanito valtegrésiilt, felesége Arkosi Bek
Zsuzsanna, egy kolozsvari chirurgus (akkori elnégsal borbély) leanya lett. Az ifju
par Domaldra koltozott, csak 1868zén jott be Kolozsvarra, a nagy esemeényre, Janos
sziletésére varva.

Bolyai Gaspar 1804-ben meghalt. Farkas még apjalehakbtt elfogadta a
marosvasarhelyi reformatus kollégium professzolasalt, matematikat, fizikat és
kémiat tanitott. Ezt a poziciét 1851-ben bekdvetkieayugdijazasaig megtartotta. Az
allas betdltésével kapcsolatos eljaras részleteitkB Samu (1979, 155-182. old.)
ismerteti. Eszerint 6sszesen tiz jel6lt nevesdétt fel, a javaslattédk szama pedig
huszonharom volt. A legtbbb ajanloja a kdvetkéérom jeldltnek volt: Sipos Pal,
Bolyai Farkas és Marussi Mihdly. Az 1804. januaré2? tartott konzisztoriélis
gyilésen a tizenkét szavazatbdl Bolyai Farkas nyolMatrussi Mihdly pedig négyet
kapott. Igy szotobbséggel Bolyai Farkast valasakotimeg, akinek kinevezési
okménya még aznap elkésziilt.

A marosvasarhelyi kollégiurise a XVI. szazad kdzepén keletkezett (Koncz, 1887).
Epilete részben a Szent Miklosrél elnevezett megyésategyhaz romjaira épiilt. A
templomot Basta jardsa semmisitette meg 1600 KGnidan Balazs, 1868, Negyedik
Kotet, 134. old). Az eredeti iskola kollégiumma &adtalakitasa a XVIII. szdzad
elején kovetkezett be, amikor a Sarospataki@dt reforméatus tanuldkat befogadta.
Farkas el hdzassagabol Janos és egy koran elhalt leanytesziie hazassag nem
volt boldog. Farkas szerint any6sa méregkévaddjan viselkedett, el akarta rabolni
téle Zsuzsannat. Masf#l Zsuzsanna idegbeteg volt, ennek jelei mar a lsézpelé
éveiben jelentkeztek és kulondsen elhatalmasodt®k7 lutan. Hosszan tartd
szenvedés utan 1821-ben meghalt.

Bolyai Farkast tanari kinevezése idején részbemédsrzetben fizették: baza, bor, so,
disznd, barany, méz, fa, egy nagy lakas kerttet aojavadalma, részben pedig



bankéban kapott évi 400 magyar forintot. Négy évwamiiagasabb és &ebb hazat
épitettek neki. Ezt kb. 100 év mulva, 1909-ben btak le.

Vasarhely (ahogy akkoriban nevezték) a megyei édeddiri joghatésag ala nem
tartozd, onkormanyzattal rendelketelepilés, a székelység legnagyobb varosa volt.
Gotikus vartemploma a XV. szdzadbdl valo, a koréeépvarat a domonkosok
egykori kolostorabdl alakitottak ki. A vartemplonmhd 571-ben, a vallasszabadsagot
az unitariusokra is kimondtak, me§sitve a Janos Zsigmond fejedelem alatt 1560-
ban hozott vallasi tirelmességi torvényt.

Farkas méasodszor is médgiilt, 1824-ben elvette a néla huszonkét évvel léibta
Somorjai Nagy Terézt, egy marosvasarhelyi kereskéayat. Masodik hazassagabdl
két gyermek, Gergely és Berta szlletett. Az utdbéi kiskoraban meghalt, Gergely
felnéttként Bolyan élt. A masodik feleség is beteges, Vi@talon halt meg, 1833-ban.
Ez a hdzassag az @l sokkal kiegyensulyozottabb volt.

Bolyai Farkas nagy tehetdég@mber volt, matematikusként is hires, a nemeustide
geometria felfedezésének egyiksladszitje. Eletét Eukleidész V. posztulatuma
bizonyitasara tette fel, ami, mint tudjuk, nem Iskges. & mive a kétkotetes
.rentamen”, mely 1832—-1833-ban jelent meg és kddeles dsszefoglaldé munkaja
volt a matematikai ismeretek kok#bE mirél Gauss is elisméteg nyilatkozott,
kiemelve annak preciz targyalasmodjat. A Tentamenaaosvasarhelyi kollégium
felséves hallgatéi szaméra tankdnyvként szolgalt, &otales tananyagnal joval
tobbet tartalmazott. Bolyai Farkast 1832. marciesn9a Tudos Tarsasag levelez
tagjava valasztotta, &m nem a Matematikai Osztalghagyan ez tdbb életrajzaban
szerepel, hanem a Természettudomanyi OsztalybguAlaz 1830-ban megjelent
magyar nyeli ,Arithmetica eleje” cinfi kdnyve szolgélt, nem a deékul irt Tentamen.
Ez Dobrentei Gabor titoknok Bolyai Farkashoz inte2833. augusztus 29-i leveldb
kovetkeztethdt A levéldl az is kitinik, hogy a titoknok sem Farkast nem ajanlhatta
rendes tagnak, sem Janost akdrmilyen tagnak, dedkmunkaik miatt (Vekerdi,
2001).

Bolyai Farkas nemcsak nagy tehetségatematikus, hanem sokoldalt zseni is volt.
Dramai révén helyt kapott a magyar irodalomtortéert Egy masik, maradando
emléki tevékenysége volt a kalyhak, kemencék tervezéagameértesult arrél, hogy
Bécsben a takarékos kéalyhdk tervezésének probleatdjoglakoznak, 6 is

ki és rakatott, illetve rakott sajat Keeg is. igy jottek divatba Erdélyben a Bolyai-
kemencék. Sok egyéb taldlmanya is volt: egy kerekedllo Ulés, melyet labbal,
bottal kellett hajtani; egy kerekeken allo, zsimgdl fedett ,szekér-lak”, a lakokocsi
6se. Maganoérakat adott zewéles zeneelméleti @hdasokat is tartott. A magyaron
kivil folyékonyan beszélt németil, latinul, romandiutdn 1820-ban palyazatot irtak
ki az erdélyi kamarai et foéfelligyebi allasara, Farkas, anyagi gondjai enyhitésére,
megpalyazta. Nem kapta meg, de az allas megszbezsalapos erdészeti
tanulmanyokat folytatott és utébb megirta az egl#®, magyar nyelir erdészeti
szakkonyvet. Szellemes, j6 tarsalgoként kedveltdége volt a helybéli ékelé
tarsasagoknak.

Bolyai Farkas 1856. november 20-an meghalt. Terdatddvansaga szerint, csak az
,0Skola csengettije” szolt, mas ceremodnia nem volt. Sirjara, meghagyszerint, jelt

nem tettek, hanem egy altala honositott pojnik &maltettek (Orban Balazs, 1868,
Negyedik Kotet, 133. old.). A hires professzor ugyga kertészetben is jeleskedett. A
temetés utan Janos megirta apja jellemzését. Bizpmpgy apa és fia kdzott voltak
0sszezordulések, am nem ez volt Gajéllemzje kapcsolatuknak. Janos azt irta



apjarél, hogy testileg is kivald, egyetemes langelmobb mas irasdban is a
legnagyobbak kozé sorolja apjat (Kiss Elemér, 19884sfebl, Janos életének az
ismertetésében latni fogjuk, milyen nagyra értékalt apa is a fiat.

Bolyai Janos 1802. december 15-én szilletett Kofomsly ahova a hazaspar
Domaldrdl bejétt, hogy a szulés jobb korilményekdtt menjen végbe. A haz,
melyben Janos szlletett, anyja csaladjanak a anajdolt, ma is all és emléktabla
jeldli. Két év mulva a csaldd Marosvasarhelyre ddijtt, miutan Farkast kinevezték
az ottani kollégium professzorava.

Janos zsenialitAsa méar gyermekkoraban megnyilvahlatéves koraban csaknem
magatdl megtanult olvasni, egy év mulva mar némeésil hegedulni is tanult.
Kilencéves volt, amikor apja matematikara kezdteitéeni, tizennégy évesen mar
jaratos volt a felsbb matematikaban, konnyen és rendkiviili készsédgjgozott a
differencial- és integralszamitasban. Ezt apjaGgassnak 1816. aprilis 16-an. Ebben
a korban mar a hegedilésben is szépen haladt, hehgzersenydarabokat jatszott.
Tizenkét éves koraban lett a kollégium rendes tgaulA harom el§ osztalyt
kihagyva mindjart a negyedikbe Kkerllt. Ez ma azalattos iskola nyolcadik
osztalyanak felel meg. A rigur6zumot 1817 juniusétmte le.

Janos tovabbtanulasdnak kérdése mar korabbanvetstitt. Erdélyben akkoriban
még nem volt egyetem, a pesti és a bécsi egyetemeékzont nem volt olyan sziit
matematikaprofesszor, afitaz ifji zseni sokat tanulhatott volna. Természetalt a
gondolat, hogy Janos Gausshoz menjen tanulni Géttive. Nincs tudoméasunk arrol,
hogy egy Bolyai Farkaséhoz hasonlé megoldas —d&msként szetani egy jdmaodu
csaléd fidhoz — felvédott volna. Emlitettik, hogy akkoriban a német ¢gyeken a
diakok kozul sokan kicsapongo életet éltek. Fatudhatta ezt, és talan ezért is akarta
a gottingeni tovabbtanulast oly médon megoldangyh#anos Gauss hazaban lakjon.
Ez persze anndl inkabb indokolt volt, mivel Jan847tben még csak tizendt éves,
Farkas pedig 1796-ban, huszonegy éves korabarnt kedttingenbe. Az 1817. évben
kezdhdé gottingeni tovabbtanulasra gondolva 1816. apfillsén Farkas levelet irt
Gaussnak. Ebben arra kéri Gausst, hogy fia haragnéla lakhasson, a kéltségeket
megtériti. Ezutdn azonban mindent elront, amikoa d&@éri Gausst, kdzolje vele
6szintén: ,1. Nincs-e lanyod, ki akkor (reciprocedszedelmessé véalhatnék...? 2.
Egészségesek vagytok-e, nem szegények? Megelégedethem zsémbesek? Es
foleg a feleséged kivétel &k kozott? Nem valtozékonyabb, mint a szélkakas? Nem
kiszamithatatlan, mint a barométer valtozasa?...uss&rre a levélre nem valaszolt.

Ezutan veidott fel a bécsi hadmérnoki akadémian valé tovahbiés leheisége.
Farkas ezt az intézményt Goéttingenbe utazdsa kozbeglatogatta, valésaggal
beleszeretett és hajszalon malt, hogy nem ragadiggthat jo szivvel ajanlhatta ezt
fia szamara. A szikséges anyagiakat azonban nem aazdnnal éteremteni, ezért
1817-ben Jéanost beiratta a vasarhelyi kollégiumcdédizeti szakara. A bécsi
tovabbtanulashoz szikséges pénztkisa kollégium Kolozsvérott & gondnoka,
grof Kemény Miklos (1791-1829) masokkal egyditt metette eb, ugyhogy sikeres
felvételi vizsga utdn 1818-ban Janos megkezdhattelmanyit a Csészari és Kirdlyi
Hadmérnoki Akadémian. Ez nyolc évfolyambdl alltz#eni a negyedik osztalyban,
vagy lejjebb lehetett. JAnost felvették a negyealilipy négy év tanulasidde lehetett
szamitani. Kemény Miklos grof ugyan (masokkal etyétteljes tanittatasi 6sszeget
megadta, de sok mindenért kellett kilon fizetni gplovaglasért), ezért sziikség volt
az apa anyagi segitségére is. Nem ment kdnnyeh angezdasagi helyzet az 1792 6ta
tartd francia haborukodvetkeztében Erdélyben is megromlott, 1817-beagmrpénzt
kétotodére devalvaltak. Tudjuk, hogy 1820 korilkaarfizetése mar évi 200 ezlst
rajnai forint volt, &m ez nem jott rendszeresemkdsesve és néha hianyosan. Janos
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tanittatasi koltsége kb. évi 900 forint volt, meiykb. 130-at ezlstben kellett fizetni.
Az els felszerelés koltsége kb. 220 forint volt.

Sarléska Eré (1965, 1973) ebkeént tarta fel Bolyai Janos katonaéveinek torténeté
cikkeiben a hadmérnoki akadémiai éveken tal a towvéilza katonaéwil is érdekes
tajékozodast merithetink. A hadmeérnoki akadémiadltélt éveksl részletes
beszamolot olvashatunk Acs Tibor (1997) konyvébdost megelégsziink annak
megemlitésével, hogy Janosikid tanulé volt, akit tanarai elshelyre tettek az
évfolyam rangsoraban, &mde didktarsai csak a niaswdyet juttattdk neki és ez
maradt az dsszesitett sorrend is.6/0k a rajzolasban valé gyengébb szereplése volt;
ezt Janos nagyon unta. Az akadémiai évek alattD-1®2kezddéen, intenziven
foglalkozott a paraleldk kutatasaval, be akarteomyitani az V. posztuldtumot,
mellyel atyja mar hosszuddbta hasztalan kisérletezett. Ovja i$lditat 1820. aprilis

4-i levelében: Az Istenért kérlek! Haggy békétaradlelaknak, ugy irtozz télle, mint
akarmitsoda feslett tarsalkodastol, éppen ugy nsegifiat (mint engem) minden
idodtol, egéssegedt, tsendességetlt s egész életed boldogsagéatol. Az a feneketlen
soOtétség taldn ezer Newtoni oriasi tornyokat elryé&oha nem vilagosodik meg a
foldon — ..."

Bolyai JAnos 1822-ben elvégezte a hadmérndki akatléde még egy évig tovabbi
tanulmanyok folytatasara, mint az &l&ét legjobb tanuld egyikét, az akadémian
tartottak. 1823. szeptember elején azutan kinekeatéadnagynak és beosztottak a
temesvari diditési igazgatésaghoz. Innen irta 1823. novembén 34lagszerte
ismertté valt levelét apjanak: ,Kedves Edes Apamhyi teménytelen meg irni valom
van az ujj talalmanyaimrdél, hogy éppen most nenokuthidsként segiteni magamon,
mintha semmibe se ereszkedem belé, tsak egy kadr@k;... A feltételem mar all,
hogy mihelyt rendbe szedem, el-készitem, s modstesz paralleldkrél egy munkat
adok ki; ebbe a pillanatba nints kitaldlva, de a@zu& mellyen mentem, tsaknem
bizonyosan igérte a tzél el-érésit, ha az egyébdelptséges; nints meg, de ollyan
felséges dolgokat hoztam ki, hogy magam elbamulsairfkods kar volna el-veszni;
ha meg-latjia Edes Apam meg-esméri; most tobbet smihatok, tsak annyit: hogy
semmildl egy ujj mas vilagot teremtettem; mind az, valamgddig kildottem, tsak
kartyahaz a toronyhoz képest”.

Ma mar tudjuk, hogy ez az ,ujj mas vilag” az abstats a hiperbolikus geometria
varazslatos vilaga. 1825 elején Janos hazalatagdtmtosvasarhelyre. Nagy sikere
volt, fodri tarsasagokativolt el személyével és heggdtékaval az elegans tiszt.
Apja gybnyorkodott fiaban, nem utolsésorban matémaatzsenialitasaban. Nagy,
kemény természitszép ifju, irta apja Bodor Palnak 1825. februaréfs Janos
egyébkeént kiin6 vivo is volt, mar akadémiai évei alatt hirnevetrgett ebben. Egy
alkalommal, aradi tartozkodasa alatt, tizenharowadtiszt hivta ki parbajra. Janos
mind a tizenharom kihivast elfogadta azzal a fel hogy két-két parbaj kdzott
jatszhat a hegégén, és mind a tizenharom esetlielett a gyztes. Ha ez a torténet
igaz és a parbajok lovassagi karddal torténteka@isztek voltak a kihivok), andir
koztudott, hogy igen nehéz, akkor éblarra kovetkeztethetlink, hogy Janos nagy
fizikai ereji fiatalember volt.

A sors ugy hozta, hogy amikor 1826-ban Aradra haéle kdzvetlen felettese az a
Johann Wolter von Eckwehr lett, aki a hadmérnolkadgknian a matematika tanara
volt. Vele Janos mar korabban is levelezésben Bhben az évben Janos atadta
egykori tanaranak német nyélvkézirdsos értekezését, melyben nemeuklideszi
geometriai vizsgalatait foglalta 6ssze. Ez a kézagnos elveszett.
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Janost 1831-ben Lembergbe vezényelték, majd 18820knitz lett katonai
palyafutdsanak utolsé allomasa. Lembergbe utaz&szbek Marosvaséarhelyen
meglatogatta édesapjat.

Aradon Janost gyakori laz gyotorte, feltételeéhdtogy a kornyékbeli mocsaras
vidéken malérias lett. Kébb a kolerat is megkapta, egészsége megromlott.
Hozzajarult ehhez az is, hogy Lembeigbimitzbe menet szekere felborult és Janos
sulyos fejsérilést szenvedett. Munkajat mar kordkibaelhanyagolta, nyilvan nem
érdekelte a sablonos teréeaunka, €s ahogy tudott, dd szakitott matematikai
problémak megoldasara. Haromévi szolgalatmentebadsagot akart kérni, hogy
matematikai vizsgalatait tovadbb folytassa. Kérvényé832-ben juttatta el a
hadmérnoki akadémiséifazgatojahoz, JanoéHerceghez, aki azt elutasitotta. Végul,
1833-ban masodosztalyu kapitanyi rangban nyugdifaZbben szerepet jatszott az
is, hogy Lembergl Olmitzbe utazdsa koézben a hataron 0szszezordilt a
vamtisztekkel, nem akarvan nekik ladajat kinyiakik ezutan Janost feljelentettéek.

1831-hez visszatérve, a legfontosabb esemény a Hatelven irott Appendix

kulonlenyomatként valé megjelenése. A latinul irdgntamen els kotete, Janos

Appendixével egybé&kzve, 1832-ben jelent meg. A masodik kotet megjedénék éve

1833. Fontos momentum, hogy a Tentamen imprimaiaedj datuma 1829. oktdber
12.

A kllénlenyomatként megjelent Appendix egy példangolyai Farkas szinte
azonnal, 1831. junius 20-an elklldte Gaussnak, lkarvideményét kérve fianak
mtvérsl. Ez a példany elveszett, ezért Farkas 1832. jabirn 0jbdl elkildte. Gauss
1832. mércius 6-an kelt valasza kozismert. Enngjlesgijtobb részletében irja a
kovetkedket: ,Most valamit a fiad munkajarol. Ha azzal kead hogy nem szabad
dicsérnem: bizonydra meghotkkensz egy pillanatrastM@onban nem tehetek: ha
dicsérném, akkor magamat dicsérném, miveliaegesz tartalma, az at, melyet fiad
kovet és az eredmények, amelyekre jutott, majdnégigvmegegyeznek részben mar
30-35 év oOta folytatott elmélkedéseimmel”. Ezut@egirja, hogy neki is szandékaban
allt idevagd munkat papirra vetni, de életében 6ebbemmit sem kivant
nyilvdnossagra hozni. Gauss mas leveleiben médhkoadeszi azt az é, amikor a
nemeuklideszi geometridval mér foglalkozott. Egylidghez irott levelében viszont
elismeri, hogy 1798-ban eszméi még tavol voltakladtz érettségt, mely Bolyai
Janos mivében fellelhgt. Gaussnak dicsérjelzéi is voltak Bolyai Janosrol és
miversl, az idézett levél csapasainak fajdalmat azonlzak eem tudtak enyhiteni a
fiatal titanban.

Bolyai JAnos 1833-ban atyjahoz koltozott Marosvdagre, majd egy év mulva
kikoltoézott Domaldra, ahol 1846-ig lakott. 183-egyltt élt a j6 csaladbol valé
Kibédi Orban Rozalidval. Torvényes hazassagkétésem lehetett sz6, mert nem
tudték ebteremteni a kaucidt, mely Janos katonatiszt voltttraalt szilkségessé. Két
gyermekik sziletett: Dénes (1837-1913) és Amalgt§t1893). Amalianak nem
volt gyermeke, Dénesnek azonban harom hézassagabidl gyermeke sziletett.
Egyik leszarmazottja, Bolyai Janos, a mi Janos@dudokaja, ma is él Edelényben.

1837 mindkét Bolyai életében jelést eseményt hozott. A lipcsei Jablonowski
Tudomanyos Téarsasag 1834-ben palyazatot hirdetedpzetes szamok elméletének
megalapozasara (a palyazat eredeti szévege hossaabizemmel kissé furcsan hat).
A pélyazatrol a Bolyaiak nem sokkal annak 1837.emaberi lejarata étt értesultek,

de mindketten palydztak. Rajtuk kivil még a delmedellégium professzora,
Kerekes Ferenc (1784-1850) palyazott. A Bolyaiak mgertek, Kerekesnek viszont
odaitélték a dij felét. Bolyai Janos dive, mely Respensio néven ismert, a komplex
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szamok elméletének Hamilton (1805-1865) -féle nmaggatdsahoz hasonld elveken
nyugszik. Bar a péalyazatot 1837-ben adta be, magenaélet mar 1831-ben készen
volt, kordbban, mint amikor Hamiltoniiwét a dublini akadémidhoz benyuijtotta.

Bolyai Janos szdmos tovabbi, a maga koraban Ujmadileai eredmeényt ért el, éir
Kiss Elemér (1999) alapuefelfedezései adnak tajékoztatést.

Bolyai Janos 1846-ban csaladjaval Marosvasarhek@i#ozott. Apja ugyanis
elégedetlen volt JAnos gazdalkodaséaval és a dobiglakot bérbe adta.

Az 1848-as év meglepetést hozott Janos szamarabKéerilt Lobacsevszkij (1840)
munkaja, melynek tartalma sok részletében megegpezilppendixével. Bbb arra
gyanakodott, hogy meglopték, kéibb azonban részletes észrevételeket tetiveem
kapcsolatban. Ezeket Stackel Pal és Kirschak J{:3@2) tette kzzé nyomtatasban.

A szabadséagharc idején, 1849-ben, kihasznélvaetskdget, hogy nem volt szikség
kauciora, hazassagot kotétt Orban Rozalidval. Eamlsan kéébb érvénytelenitették.

Bolyai Janos 1852-ben elkolt6zott csaladjatédl, hdebeségére hagyta és jelémt
pénzisszeget is adott neki gyerektartasra. Gyelwetlazonban tovabbra is tiitott.
Betegeskedett, egy & Julia nett szolgalé gondozta.

1857-ben féltestvérével, Gergellyel, aki Bolyandgdkodott, eladta Domaldot 1600
rajnai forintért.

1860. januar 27-én 8ts Julia levelet irt Gergelynek. Kérte, hogy jojjéargsen,
mert Janos rosszul van. Miutan a levelet alaidadgjara nézett, majd igy folytatta
,Mig a levelet meg irtam, adig meg holt, igy mamtaimit tagadni a kapitany Ur nints
tobbé”.

A temetésen az @&t katonai kiséreten kivul harom civil vett résat.reforméatus
egyhaz anyakonyvében pedig a szokasos bejegyzééekodairtak: ,Hires, nagy
elméji mathematicus volt, az &ksk6zott is el§. Kar, hogy talentuma hasznalatlanul
asatott el”.

Késsbb ramutatunk majd arra, hogy ennél szakmailag alokéompetensebb
személyek sem tudtak Bolyai Janos személyénekig#®mak nagysagat akkoriban
felmérni.

A két Bolyai siremléke a marosvéasarhelyieformatus temetében
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Bolyai Janosrol nem maradt fenn kép. Volt egy kaely 6t katonaruhaban abrazolta,
ezt azonban Bolyai egy alkalommal diihrohamabandedrszétkaszabolta. Ujabban
az a neézet valik egyre elfogadottabb4a, hogy a masdshelyi kultirpalota
homlokzatanak a tetején k&wdomborniivek egyike6t dbrazolja. Az dsszesen hat
domborntit kdzul 6tnek az esetében sikerilt megallapitangyhealdban azokat a
személyeket abrazoljak, akiknek a neve a dombeein alatt olvashato. A hatodik
alatt Bolyai Janos neve all és ez kozvetlenll Bolyarkas domborfive mellett
helyezkedik el. Van azonban egyéb bizonyiték isgpedig azoknak a tanusagtétele,
akik a palota épitésének idején Bolyai Janost mémeélyesen ismerték, tovabba az a
feltiin hasonlésag, ami a dombdirés Klapka Gyorgy ismert portréja kozott fenndll.
Méarpedig Bolyai Janos félhéen hasonlitott Klapka Gydrgy honvéd tabornokhoz. A
fentieksl Staar Gyula (1990) kényvében Weszely Tibor adletes tajékoztatast. Az
emlitett domborma felhasznélasaval készilt a 2002. évi Bolyai-éviithh,
Széchenyi Kinga Bolyai Janost abrazol6 plakettje

Masodik rész

A Bolyai—-Lobacsevszkij-geometria dlzményei

A geometria sz6 az 6goérog geometrein szébdl eretly faldmérést jelent. Az okori
geometria kezdetben egysizeszabalyok gfjteménye volt, melyhez kisérletezés,
adatgyijtés és intuicié révén jutottak. Egyiptomban, Babidan, Kindban stb.
egyarant léteztek ilyen ismeretek, &m a gorogokakohz elék, akik geometriai
allitdsokat deduktiv aton vezettek le ismert, vagilvanvalonak tartott allitdsokbol.
Kozottuk is a milétoszi Thalész volt az &lski a bizonyitds mddszerét alkalmazta
annak eldontésére, hogy mely allitas igaz, illétaenis. Ennek kapcsén létrehozta az
elss logikus geometriat. A rendszefemunkabart Puthagorasz, a misztikus vallasi
szekta alapitGja és a rola elnevezett tétel fefigjdekdvette.

Kr. e. 400 koérdl a matematikus (nem az orvos) Hikpptesz Osszefoglalta a
puthagoreusok ismereteit a sik geometridjarél. iAan Elemek cimet kapta. Bar ez
nem maradt fenn, mégis valosizimogy Eukleidész ebsnégy konyve ezen alapult.

Kr. e. 387-ben az athéni varoskaputdl mintegy ntdeféméter tavolsagra Platon
megalapitotta hires iskolajat. Minthogy a tertleglyen az iskola elhelyezkedett,
egykor Akadémosz tulajdona volt, és mar az iskoésyaapitasa étt az Akadémia
nevet viselte, ez lett az iskola neve is. Platéraddmiajan intenziv matematikai
oktatas folyt, melyél igen j6 6sszefoglalé képet ad Fowler (1999) kanyknnek az
iskoldnak volt tanitvanya Eukleidész, aki Kr. e03@®ril kiadta az Elemek cim
tizenharom koétetes kdnyvét. Tudomanytorténészekutdttak, hogy az Elemek
jelentts mértékben tdmaszkodik mas, kordbbi konyvekreezetesen Architasz,
Eudokszusz és Theaitetosz kdnyveire.

Eukleidész Elemekje olyan mestdrnmely kétezer éven &t forrasa volt a geometriai
ismereteknek. Legnagyobb érdeme, hogy ezeket egydégikai rendszerbe foglalta,
melyben kevés szdmu adott allitasbdl, logikusagmégra épllve kdvetkeznek az
Ujabb és ujabb allitdsok, deduktiv bizonyitas utjrkiindulast jelent viszonylag
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kevés szamu allitas egy része posztulatum, kovétsimmas része pedig egysrzer
allitas, axibma. Egyes kommentatorok azt allitjaigy a posztuldtum nem egyéb,
mint feltevés, kiindulépont, melyet dnkényesen salank, és igy igaz voltanak
kérdése nem vétlik fel, mig az axioma olyan allitds, mely minderdddmara
nyilvanvald. Masok szerint az Elemekben a posatatéak inkabb geometriai
jellegiek, az axiomak pedig inkadbb univerzdlisak. A magyalasban nem szokas
kuldnbséget tenni a kétkdzott, €és valamennyi kiinduld allitast axiomamegvezink.
Ez a szokas tulajdonképpen mar régi.

Az V. euklideszi posztulatum, a kulonldzgeometriak kiinduldpontja, Bolyai
Janosnal Xl. axibmaként jelentkezik. A torténelatydman az Elemek tobb kiadast
ért meg, egyesekhez hozza is adtak. A tovabbiatédet, ha V. posztulatumrol vagy
XI. axibmardl irunk, ezen ugyanazt értjik.

Az Elemekben az axiomakon kivil vannak definicikételek. Eukleidész definiélja
a pont és az egyenes fogalmat: ,Pont” az, amineksnrésze, ,egyenes” pedig a
kiterjedés nélkuli hosszusag. Mai axiomarendszdsénk ezek nem definialt
fogalmak, hiszen csak az objektumok egymassal Ja@csolatat foglaljuk
rendszerbe, az objektumok mibenlétét szabadon hiagiukleidész bebizonyitja pl.
azt, hogy a haromszog szogeinek Ossz&§@°, azaz a+[+)=180° de ezt az
egyenletet nem irja fel, hanem ugy fogalmaz, hogyg@gek 6sszege két derékszdg.
Sem a + jel, sem a fok jele ekkor még nem volt halstban. Bebizonyitja
Puthagorasz tételéa’+b?=c? de ezt is masképpen fejezi ki, mégpedig a debtéksz
haromszog oldalaira helyezett négyzetek tertletévalagy szamu tétel bizonyitdsa
soran azonban olyan gondolatmeneteket is alkalnmaglyek mai szemmel
kifogasolhatdk. Ebben szerepet jatszik az is, h@gyeometria axibmarendszere az
Elemekben még nem teljes. A mai egzaktsdgi igényeink megfelal
axiomarendszert 1899-ben David Hilbert (1862-19f&galmazta meg. Bolyai,
Lobacsevszkij és Gauss még az Elemek axidmarersdeiil gondolkodott. Ez
azonban nem jelenti azt, hogy tételeik érvényllesiziették. Csupan arrdl van szo,
hogy a régi tételeket ma az Uj keretek kozé kelydmink, és a mai diaknak (az
egyébként igaz allitads) bizonyitasat masképp kelitanunk. Pl. Bolyai idejében még
a szemléletre hagyatkoztak, amikor arrdl volt $miyy egy egyenesenGypont azA

és B pontok kozott van, Hilbertnél a rendezés fogalma axiomatikus
megfogalmazasu.

Hilbert axiémait 6t csoportba soroljuk, ezek a Kéeedk: (1) illeszkedési, (2)
rendezési, (3) egybevagosagi, (4) parhuzamossad) dslytonossagi axiomak. Az
utolso ebtti csoportba csupan egy axioma tartozik, melydteaba formaban ézor
John Playfair (1748-1819) fogalmazott meg.

Playfair parhuzamossagi axiomajmindenl egyeneshez és egy rajta kivil fel®
ponthoz legfeljebb egy olyan egyenes létezik, neztya pontot tartalmazza Ekez
parhuzamos.

A fenti axibmak egyuttesen értelmezik az euklidggometriat. Playfair axiomajaban
a ,legfeljebb egy olyan egyenes létezik” megfogalésakicserélhét azzal, hogy
.,pontosan egy olyan egyenes létezik”. Az ugyani®lzbi axiomabdl bizonyithato,
hogy létezik legalabb egy a kivAnalmaknak megiedglyenes.

A parhuzamosségi axioma, Eukleidésznél az V. ptdmm, eredeti formaja mas.
Eukleidész élbb értelmezi a parhuzamos egyenesek fogalmat: ikggrs vannak, és
ha mindkét irAnyba meghosszabbitjuk ezeket a \@wgébig, nem metszik egymast.
Ezt koveten bebizonyitja, hogy ha az egyenesnek egy trarsdige egyenessel
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bezart megfelél szogei egyeilk, akkor ezek parhuzamosak. A forditott allitas
bizonyitasdhoz megfogalmazza és felhasznalja abiala

Eukleidész V. posztulatumha két egyenest metsz egy harmadik, és a keldtkeze
ugyanazon az oldalon I&wels) szogek 6sszege kisebb, mint két derékszdg, akkor
ezek az egyenesek a végtelenbe meghosszabbitvakneggmast.

Hilbert axiomarendszerének legkézenf@idy modellje a sikgeometria. Ha nem
akarunk a szemléletes pontokkal és egyenesekkgozd| akkor gondolhatunk
Descartes analitikus geometriajara, ahol ezek skiémhoill. szamhalmazokkal
vannak megadva: egy pont efy y) szadmpar, egy egyenes pedig azoknakxay)
szamparoknak a halmaza, melyek eleget tesznel=eagy#b egyenletnek, aha ésb
rogzitett valés szamok. Most azonban ezek az aljedk nem a vizuélis pontokat és
egyeneseket adjak meg analitikusan (mint Descaébshanentk maguk jelentik a
pontokat, illetve az egyeneseket. Hasonlé médonukapz (x, y, z)szamharmasok
Osszességén bellul a térgeometridt, a rendezett szésrk pedig elvezetnek a
tobbdimenzids euklideszi geometriahoz.

Az V. posztulatum abban kilonb6zik azé&elsegybl, hogy nem tudjuk tapasztalati
aton ellerdrizni. Csak egyenes szakaszokat tudunk megrajzeutelenbe nyuld
egyeneseket nem. A tdrténelem folyaman, egészeyaBdlobacsevszkij és Gauss
kordig, e posztulatumot az elmélet szépséghibajtartdttak és éis volt a hiedelem,
hogy ez a tdbbi axiomabdl bizonyithatd. Bonola (9¥s Stackel (1914) jo
Osszefoglalast nyujt a parhuzamossagi axioma kélémhegfogalmazasairdl, melyek
a torténelem folyaman @brdultak, és annak bizonyitasi kisérleteiMi ezzel csak
réviden foglalkozunk.

Proklusz (Kr. u. 410-485) kommentarokat irt Eukésizl el§ konyvéhez, és ezekben
tesz emlitést a korai bizonyitasi kisérletékPtolemaioszt (Kr. u. ll. szdzad) emliti,
tébbek kozott, bizonyitasi kisérletét megbiralja, daga is elkbvet egy hibasat. Az
arabok, akik a matematikai felfedezések tekintetéhegorogok rvét folytattak,
szintén foglalkoztak az V. posztulatummal. Al-NiridKr. u. IX. szazad)
kommentarokat irt Eukleidész él&onyvéhez, Naszir Eddin (1201-1279) pedig a
kovetked szellemes atfogalmazasat adta az V. posztulatunmaa&gy gérbe minden
pontja egyerd tavolsagra van egy adott egyeestkkor ez a gorbe maga is egyenes.

Nyugat-Europdban az arab tankonyvek révén valtrisénaz Elemek, ezeket a XII. és
a Xlll. szazadban leforditottak latinra. Ké&b, a XV. és a XVI. szazadban
megjelentek az eredeti gorog széveg alapjan késhitelitasok. A XVI. szazadtdl a
XVIIl. sz4zad elejéig F. Commandino (1509-1575)SCClavio (1537-1612), P. A.
Cataldi (?-1626), G. A. Borelli (1608-1679), G. al& (1633-1711) és J. Wallis
(1616-1703) voltak a legfontosabb matematikusokk az V. posztulatummal

foglalkoztak, atfogalmaztak, bizonyitasat megkikkéke a nem euklideszi geometria
felfedezésének kozvetlensemeényei ebtt.

Az emlitett nyugat-eurdpaiak koziul Wallis eredméaykegérdekesebb. Feltételezve,
hogy adott haromszoghtz teikmyes mérdt hasonlé haromszogek (megfélel
szOgeik egyeidk, de megfeld oldalaik hosszlsagai kilonkiiek) 1&éteznek, levezette
az V. posztulatumot. Itt felsejlik a Bolyai—Lobagsekij-geometria egy érdekes
allitasa: e geometrian belll egy haromszog méeteriiosagi transzformécioval nem
novelhed, vagy cstkkenthét Nem lehet a haromszéget sem dsszehulzni, serartagit
a szogek megtartdsa mellett. A hasonlésagi trameaitid deformaciot is
eredményez.
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A hiperbolikus geometria torténetével foglalkozélkordében megoszlanak a
vélemények a tekintetben, hogy kik annak megalkésdkik az @futarok. Nem a
Bolyai és Lobacsevszkij javara tortenrészrehajlas vezet, hanem csupan a
matematikatorténetben alkalmazott normak elfogadimior az alabbi megallapitast
teszem: az Ujkori éfutaroknak két csoportja van, a felfeélkzek egy, az aldbbiak
szerint. Az ebfutarok el$ csoportjaba tartoznak: Saccheri, Lambert, Legerdre
Bolyai Farkas. Az éffutdrok masodik csoportjaba: Schweikart, TaurinssGauss.
Felfededk: Bolyai ésLobacsevszkij.

Ez csupan annyiban kilénbozik Stackel és EngelqLBRsszikus csoportositasatdl,
hogy Gausst az &utarok, és nem a felfedélz kozé szamitjuk.

Vannak mas vélemények is, [l. pl. Bonola (1911)y5{1979), Kline (1990)]. Bonola
a felfededk két csoportjat kulénbodzteti meg. Elgsoport: Schweikart, Taurinus,
Gauss, a masodik csoport: Bolyai, LobacsevszkijayGa Riemann-geometridig
bezarolag vizsgalja a féflést, igy szempontjai eleve masok. Kline egyébkagion
informativ kbnyve Bolyai és Lobacsevszkij vonatkeitdan fellletes.

Bonola véleményével kapcsolatban elmondhatjuk, HomySchweikart, Taurinus és
Gauss a felfedék kozé soroltatnanak, akkor ehhez a normahoz leligazitani a
tébbi nagy matematikai felfedezés torténeténekiradat is. Ebben az esetben pl. a
diffencial- és integralszamitas felfedeznemcsak Newton és Leibniz lennének,
hanem legaldbbis még Kepler, Galilei, CavalieriinEslincent, Roberval, Fermat,
Toricelli, Descartes, Wallis, Barrow, Child és miés@az Ujkorban. Még sok,
hasonléan fontos matematikus nevét emlithetnénk szegérkhimédészig
visszamefleg.

Az alabbiakban felvazoljuk az dutarok idevagé eredmeényeit és megindokoljuk
véleménytinket.

Gerolamo Saccheri (1667—1733) olasz jezsuita mdtiemsakeét niivet tett kozzé, az
egyikben (1733) az V. posztulatum bizonyitdsavaldixozott, a masikban (1697)
viszont lényegében kiépitett egy nemeuklideszi gedéat, amelyben adott
egyeneshez egy rajta kivul fékponton atme# parhuzamos egyenes nem létezik.
Ebben a riben is bizonyitani akarta az V. posztuladtumot, riekti aton, amde
ahelyett, hogy ellentmondasra jutott volna, megadéa az elliptikus geometriat (mai
szOhasznalattal élve). Saccheri kiindulopontja méyyszog, melynek alapjan allé két
oldal egyemd hosszusagu és mindkethz alappal derékszoget zar be. Marmost az
alappal szemben Iéwldal az ebbb emlitettekkel azonos nagysagu sztgeket zar be,
melyek lehetnek derékszogek, tompaszogek, vagy essegiigek. Ezeket
hipotéziseknek tekintve Saccheri bebizonyitja, hbgyegy négyszdgre valamelyik
hipotézis a harom koézil érvényes, akkor valamenmmgyszog esetére érvényes
ugyanez a hipotézis. Ebbviszont kdvetkezik, hogy ha egy haromszdgbendmeiz
0sszege egyeflkét derékszog Osszegével, vagy annal nagyoblkiskbb, akkor ez
minden haromszogre ugyanugy érvényes. Ez az ergdnaan abszolat (V.
posztulatum, vagy ellenkéje nélkili) geometria fontos és szép tételegkbsalapja
lett Bolyai és Lobacsevszkij terliletszamitasi &tedk. Saccheri azonban az 1733-ban
megjelent kbnyve végén ad egy hamis bizonyitdst.gosztulatumra, mely mintegy
konklaziéja addigi vizsgalatainak. Toth Imre (20A@)y vélekedik, hogy Saccheri ezt
az inkviziciotol valé félelmében tette, mert azabdt k6zolt hamis bizonyitas
atlatszoan leegyszesitett.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) svajci szarswazaatematikus és filozofus
élete nagy részét Berlinben toltotte. A parhuzaraddrt mive halala utan jelent
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meg. Saccherihez hasonléan, Lambert is egy nédyzettealapul, melynek azonban
harom szdge volt derékszdg, a negyedik pedig anhgbhetség mindegyike. Ennek
alapjan beszéi is harom hipotézisil: hegyesszog, tompaszdg, derékszog.

Lambert egyik legfontosabb eredménye a geometrilkzatok mértékével
kapcsolatos. Az euklideszi geometridban a hosszisédglet, kdbtartalom kulon-
kulon additiv mértékeket jelentenek. Ezen azt Ertjiogy egymas mellé helyezett
szakaszok (ill. sikbeli, vagy térbeli alakzatok)yegjtésének hossza (terllete,
kdbtartalma) az egyes hosszusagok (teriletek, Kébtemk) 0sszege. A mértéket
bonyolultabb ponthalmazokra is ki tudjuk terjeskten additivitas megtartdsaval. A
hosszusagbdl, terilgth kobtartalombdl ilyen értelemben nyert mértéketi m
szOhasznalattal Lebesgue-mértéknek nevezzik. Noseustlideszi geometridban
értelmezhdik olyan, az additivitas tulajdonsagaval rendetkemértékek, melyek
kulonbdznek a Lebesgue-mértélkt Lambert felfedezte, miszerint a hegyesszdog
hipotézise (melyet Ugy is megfogalmazhatunk, hodpemszog szogeinek 6sszege
kisebb, mint két derékszog) esetén a geometriabsmémok nem valaszthatok meg
tetsdlegesen, hanem azok - eltekintve egy univerzaliitipo szorz6tol —
egyeértelnien adottak. Lambert k6z6lt is erre egy elnagyaobyitast.

Felfedezte tovabba, hogy a hegyesszdg hipotézisresa haromszdg terlletét a
godmbharomszogtan egyik formuldjab6l pusztan  forsnalimanipulacioval
megkaphatjuk. Ha egy gdombharomszog szdagejs, ), akkor a gdbmbharomszog
teriileter? (a+S+y~7), aholr a gémb sugara. Az sugar helyébér-et helyettesitve
(aholi az imaginarius egység) azkbi formula atalakul ar’(7=a—£-) formulava.
Ha egy haromszoget kirakunk kisebb haromszdégleldkkor a nagy haromszogre
vonatkoztatott ébbi formula egyerdl lesz a kis haromszdgekre vonatkoztatott
megfeleb formulak 6sszegével. A mérték egyértéddge miatt a fenti képlet megadja
a haromszog tertletét a hiperbolikus geometrialmaai 6z6hasznalattal élve), egy
univerzalis pozitiv szorzoétol eltekintve. A meértédeutan kiterjeszthét olyan
halmazokra is, melyek haromszogek egyesitésekéminat. A fenti gondolatmenet
vildgosabb kifejtése annak, ami Lambertnél olva@hbambert tulajdonképpen még
az F (7=a—B3-y) formulat sem irta fel. Masfél a fenti eredményt abszurdnak tartotta,
mert képzetes sugard koér a geometriaban nem letézkugy vélte, hogy a
hegyesszog-hipotézis abszurd kovetkezményei az &bztplatum bizonyitasat
jelentik.

Legendre (1752-1833) egyik érdeme, hogy egy kihé geometriai tankdnyvet irt, ez
volt az el$ komoly rivalisa az Elemeknek kétezer év 6ta. Tangyszempontjabdl
azonban azt kell megemliteniink, hogy Legendre ifedezte azt a tételt, amit
Saccherivel kapcsolatban emlitettiink, igy az al8acelegendre-tétel nevet viseli.

Bolyai Farkas (1775-1856) fiatalkordban intenzikéserletezett az V. posztulatum
bizonyitasaval. & miive a Tentamen, melyben 6sszefoglalta azokat a éxjzatket,

amelyeket az V. posztulatummal egyenéitdk talalt. Ezek kozil az aldbbi keth
legérdekesebb.

— Négy pont, melyek nincsenek egy sikon, egy gonvaomak.
— Harom pont, melyek nincsenek egy egyenesen, @@nkannak.
Ha a ketb kozul akarmelyik levezeth&takkor az V. posztulatum is levezethet

Az eléfutarok masodik csoportjaban éent a marburgi jogaszprofesszor, Schweikart
(1780-1859) munkajat emlitjuk. EQy marburgi matekoat Gerling, kdzvetitésével
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1818-ban elkild6tt Gaussnak egy rovid kéziratotlyben a legfontosabb az, hogy
egy az euklidesait kilonboz ,asztral geometriat” lehetségesnek tart. Gauss a
kovetkes évben irt valasza ebben az esetben sem volt kédVétaszaban Gauss
megemliti (bizonyitas nélkul), hogy az asztral getréban, amikor adott egyeneshez
egy rajta kivul feké ponton at egynél tobb parhuzamos egyenes huazlaato,
haromszogek terlletének félbatara

72 [log=(1+2)]%,

ahol C univerzélis allando. Mai tudasunk szerint ez a&ofdlatar akkor éretik el,
amikor a harom oldal mindegyik parja egymashoz &Epszimptotikus (elpattand,
magyarazatat Id. kébb). Nem vilagos Gaussnal az, hogy képletében kigett
log.hyp. szerepel.

Taurinus (1794-1874) megtalalta az 6sszefliggéStés a haromszog teruletében
szerepd k allando kozott:

k= Cl/log (1+/2)

Ezt 1826-ban megjelent konyvében publikalta. Taigielég messzire eljutott, tobbek
kozott trigonometriai formuldkat is levezetett agyesszog hipotézise esetére.
Mindamellett az Uj geometriat nem fogadta el akéiziértelemben vett tér lehetséges
geometriajaként.

Kicsit részletesebben foglalkozunk Gauss idevagok@&ssagaval. Gauss semmit sem
publikélt a nemeuklideszi geometriarél. Eredményeigyatékdbdl és a masokhoz
intézett leveleibl lehet rekonstrualni. E téren nagyrészt Szénassypd(1977/1980)
alapveb cikkére tamaszkodunk.

Mindenekebtt érdemes felfigyelnlink arra a jelenségre, hogia szdzad masodik
felében Bolyai személye (igazségtalanul) hattédueudt Lobacsevszkijéhez képest.
A XX. szézad elejére a kép kezdett tisztulni, léghis az eurdpai kontinensen.
Ujabban azonban, a Gauss sziletésének 200. éu@dalkalmabdl rendezett
konferencia és az eBbaz alkalombdl megirt sok tanulmény hatasara, &oBs
Lobacsevszkij is Gausshoz képest gyakran hattézbrils Sokan Gausst tartjak a
nemeuklideszi geometria igazi felfed@gmek.

Gauss, akit a matematikusok fejedelmének nevezrmddban orias az oriasok kdzott
is. Nemcsak matematikus, hanem csillagasz, fizdaigeodéta is volt. Munkassaga a
tiszta elmélet és az alkalmazas terén egyaranvettapgdsszegfjtott mivei tizenkét
hatalmas kotetet toltenek meg. Sartorius von Wetigamsen, Gauss él€letiroja
azonban megallapitotta, hogy Gausst kiuléndsebben érdekelte olyan geometria
kidolgozésa, mely az euklideslitkilonb6z. Mas vélemény szerint is a haran
befis tudoméany: az aritmetika, az analizis és az atgétutekelte etsorban.

Gauss hagyatékdban 25—-26 olyan helyet talalunk,capeometria alapjairdl, illetve a
nemeuklideszi geometriardl van szé, am feljegyzéssiesen 10-12 oldalt téltenének
meg. Ezen kivll az 1796. marcius 30-t6l 1814. gifikig vezetett naplojdban talalunk
egy bejegyzést, amely egy mondatbdl all: ,A georaetalapjaiban kitné
elésrehaladéast értuink el. Braunschweig, Sept. 1799".

Gauss feljegyzései arrdl tantuskodnak, hogy alapissaerte Lambert (1786) kdnyvét.
Ma mar azt is tudjuk, hogy ezt 1795-ben, gottinganulmanyai els évében és 1797-
ben is kikblcsonbzte az egyetem konyvtarabol (Dogton, 1955). Gauss
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megfogalmazta a parhuzamos egyenesek fogalmat, kétbégtelenil hasonld a
Bolyai- és a Lobacsevszkij-féle parhuzamossaghoz. 1819-ben Gerlinghez
(valéjdban Schweikarthoz) irt valaszaban bizonyitélkil megadta a hiperbolikus
geometriai hdromszog teruletének addiatarat (ezt mar emlitettiik). Az 1831. julius
12-én Schumacherhez irott levelében kozli a higdum geometriai kor kerlletét, de
nem bizonyitja, hanem egys#ien nyeri azr sugard gombi kor keruletének a
formulajabolr helyébeir-et helyettesitve. Az 1832. februar 14-én (az Apipae
reagald) Bolyai Farkashoz intézett levelében letveae hiperbolikus geometria
haromszogének terileti képletét. Ez Gauss legtenjebebb irdsa a nemeuklideszi
geometriarél, &m bizonyitdsa nem teljes, mert fdhalja azt, hogy a haromszdg
maximalis terllete véges. Végul, 1840-1846 kozotegjegyzeéseket ik
Lobacsevszkij (1840) konyvéhez. Ezek értékes éémimk, de tamaszkodnak az
Appendix egyes 0sszefliggéseire.

Az Appendix (ebszor kilonlenyomatkeént jelent meg 1831 aprilisakeléiti idobol
tehat kevés eredményt lehet Gaussnak tulajdonitegaldbbis dokumentélhato
maodon.

Erdemes viszont felfigyelni arra, hogy Gauss ismédambert konyvét. Bolyai Janos
egyik irasabol (. Stackel, 1914, 221-223. old.kzent tudjuk, hogy mely
matematikusok irasait ismertea parhuzamosok elméletének kdfekés Lambert
nincs kozottik. Eszerint vagy Gauss nem tett estliBolyai Farkasnak Lambert
konyvének létezésélr vagy az apa nem mondta ezt el fihnak. Az utésktet, Bolyai
Farkas jellemét, fia irdnt érzett apai szeretstderve, kizarhatjuk. Akkor viszont arra
kovetkeztethetiink, hogy Gauss egydltalan nem volitlékeny Bolyai Farkas
iranyaban a parhuzamosok kérdésétddat Ez azért fontos, mert tdbb régebbi skerz
allitja, hogy Bolyai Janos azt publikalta, amita@ausstdl hallott. Ennek cafolasara
egyéb érvek egész sora is felvonultathatd. (I. &n emlitett cikkének tovabbi
részleteit és Csaszar (1978) cikkét).

Bolyai Janos forradalma

Husz évvel ezélt a hires princetoni matematikus, John Milnoréb8l megjelent egy
cikk ,Hyperbolic geometry: the first 150 years” eimal. Ebben azt irja, hogy a
nemeuklideszi geometria az @lsegyven évében bizonytalan allapotban volt.dkés
integralodott a matematika tekintélyesebb agailbeysSnak a gorbdlt feluletekre és
Riemannak a magasabb dimenzids gorbult sokasagdkth elmélete révén. Bar van
igazsag abban, amit Milnor ir, a valésdg ennél abk&nyolultabb.

A fellletek és a magasabb dimenzids sokasagok phéimiék és geometriajanak az
elmélete nem vezetett ki a matematikabdl, legakigm lényegesen. A felliletek
gorbiletének értelmezése és tulajdonsagainak Vasgaminden tovabbi nélkul
elhelyezhet volt a matematika megléwendszerébe. Riemann gorbllt sokasagaival,
illetve geometridjaval mas a helyzet. Ebben az keltbén a geometria egy altalanos
szemléletmddja jelent meg, amde negyedszazaddayaBoés Lobacsevszkij
felfedezése utan. Riemann ezt az elméletet magimtaabilitaciés @ladasaban
ismertette 1854-ben. Ekkorara mar kezdett vilagoe&ki az, ami Bolyai és
Lobacsevszkij publikacioi idejében még nem volt leagy a geometria és a valésag
lehet kulénbdé, hogy a geometria felfoghaté az absztrakt elmiletyy osztalyanak,
nem mondva le az alkalmazas igéryémert dnkényesen iértelmezhet struktlrai
ugyanolyan modon vizsgalhatok, mint pl. a flggvényeagy mas matematikai
objektumok. A nfi egyébként Riemann halala utan, 1868-ban jelent meg
nyomtatasban.
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Bolyai Janosig a geometria a koriléttinkdéaldsagot irta le, attdl elvalaszthatatlan
volt. Pont, egyenes, sik az volt, amit a szemléletiagy etvel rank kényszerit. Ne
feledjik, Eukleidész axibmai csak a rend kedvéeiilestek, hogy a fogalmak,
allitasok #irzavaraban el tudjunk igazodni és tisztazzuk, maaa nyilvanvalé és mi
az, ami bizonyitasra szorul. A nyilvanvalé allithscaxiomak pedig a leh&t
legkevesebben legyenek, ne tekintstink axiomana&noBllitast, mely a tobbdb
levezethei.

Bolyai Janos felfedezésedtl a matematikusok azt vartak, hogy jon egy zsaki,
ragyogé bizonyitast ad az V. posztulatumra, a t@bdmara tdAmaszkova. Hiszen
még a kdzvetlen &0k, Saccheri és Lambert is csak azért tételeztélat V.
posztulatum nem igaz voltat, hogy indirekt bizoagft alkalmazva ellentmondéasra
jussanak. A vilag ugyanis euklideszi. Ezt nem igyndtdk, de igy gondolték. A kor
legnagyobb filoz6fusatdl, Immanuel Kanttél kezdve watca emberéig ez volt a
meggyzédés. Ma mar tudjuk, hogy a relativitaselmélet mestit és kisérleti
bizonyitékok is sz6lnak mellette, de ezt is csaki@eltebbek tudjak. Napi életiink,
tevékenységiink az euklideszi geometriara tAmadzkd@digyerek, amikor flzetét
megvonalazza, a foldm&ramikor kiméri telkiinket, nem kell, hogy azzaldajon,
vajon huzhaté-e tdbb parhuzamos adott egyeneslyaajg kivil fekw ponton at.

Bolyai a geometriat az absztrakt elméletek vilagadiiddte. Megmutatta, hogy
logikailag egynél tdbb geometria is lehetséges. gfhd823. november 3-an
Temesvarrol apjanak irta: ,a semmlibegy ujj mas vilagot teremtettem”. Egy
elgondolt vilagot, természetesen.

Amde ha a vilag az euklideszi geometriat kdvetkaakmire j0 ez az egész? Gauss
nem merte kdzzétenni eredményeit a nemeuklidésamggidval kapcsolatban,
melyek részeredmények voltak Bolyai eredményeilégzekt, de ezeket sem merte,
nehogy azt gondoljdk, hogy meghibbant. Bolyai azonfiorradalmar volt, batran
kiallt tudomanyos megdydodése mellett. Az objektivitas azonban megkivanggyh
megemlitsiik, Bolyai arra szamitott, hogy meg fogjélerteni, és a fve alapjan
elnyeri a megérdemelt elismerést.

Az 1823. november 3-i levél utan Bolyai német ngelMeirta eredményeit és a
dolgozatot 1826-ban odaadta egykori bécsi tanaraakkori aradi eldljaréjanak
Johann Wolter von Eckwehrnek. A kézirat azonbaesdett. Apja buzditasaraimét
latinul is megirta, mely azutan Bolyai Farkas Temga cinfi kétkbtetes monumentélis
mive el kotete Appendixeként jelent meg. Teljes citdppendix, Scientiam Spatii
absolute veram exhibens; a veritate aut falsitat@atis XI. Euclidei (a priori haud
unquam decidenda) independentem; adjecta ad caalsitafis, quadratura circuli
geometrica Magyarul: Appendix, A tér abszollt igaz tudomgngaxl. Eukleidész-
féle axioma (a priori soha el nem donthebelyes, vagy téves voltatdl figgetlen
targyalasban; annak téves volta esetére a kor gaanmegyszogesitésevel.

Bolyai Janos nem kisérletezett azzal, hodiyéha kor vezét matematikai folydiratai
valamelyikében publikalja. Ehhez ugyan apjanak Gaagjitségével meglett volna a
kapcsolata, de a gondolat nem merilt fel. TalArogdérzerencséjére, mert, mint
tudjuk, Gauss az 1832-ben neki megkuldott Appenrdix&apcsolatban levelet irt
Farkasnak, mely JAnosra lesijté hatassal volt. pzeAtdixben foglalt eredményeékr
ugyan elismeréssel nyilatkozott, de azt is irtagyhezekre maé is rajott. A levéllsl
mar idéztink.

Az Appendix sok magyar és idegen nyekiadasban megjelent. Angolra a texasi
George Bruce Halsted forditotta 1891-ben, mely edit6 ebszavaval Bonola
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eredetileg olasz nyelven irt kbnyvének angol fastiban (1911) is megjelent. Az
Appendix eredeti valtozata huszonnégy oldalas. rarr6l Halsted professzor
elészavaban azt irja, hogy ,ez a huszonnégy oldagietelkivilibb két tucat oldal a
gondolkodas torténetében”. Nos, ne csak dicsérjidlyé® Janost, hanem
ismerkedjlnk is meg az Appendix néhany jellegzetedmeényével.

Emlitettiik, hogy Bolyai még Eukleidész axidmaremadén belll gondolkodott, a
teljesebb, Hilbert-féle axiomarendszer csak 18%9{haeott napvilagot. Ami azonban
Bolyainak az Appendixben alkalmazott levezetéseidléalaban modszertanat illeti, e
tekintetben felhasznélta az elmult szazadok nagpsait, mindenekétt Descartes
analitikus geometriajat, tovabba Newton és Leilififerencial- és integralszamitasat.
Az elobbi, bizonyos értelemben, az egzaktsag egy Uj, ssdugmszintjét is jelentette,
nem csupan azt, hogy algebrai eszkdzokkel is |égessé valt geometriai problémak
megoldasa, amint azt Bos (2001) meaigden kifejti.

Bolyai elbszor, elvetve az V. posztulatumot (mely nala a adioma nevet viseli),
értelmezi a parhuzamossagot. Tekintsink leggyenest és egy rajta kivil fékP
pontot. Ha & pontbdl kiindulva egy félegyenest huzunk, mely smetzl egyenest
az egyik irhnyban, majd a metszéspontot fokozatkialjuk a végtelenbe, akkor lesz
egy olyan hatareset, amikor a félegyenes mar netazimeet (1. abra). Ugyanezt a
masik irdnyba menve is megtehetjik. A hatarhelyZélegyeneseket hosszabbitsuk
meg a masik irdnyba is, kapunk két olyan egyemestyek parhuzamosakel.

1. abra. Elpattan6 egyenesek

Ezen a ponton megjegyezzik, hogy Bolyai egyenesmi feltétlendl ,egyenesek” a
koznapi értelemben, a szemlédtetabrakon mégis kdznapi értelemben vett
egyeneseket rajzolunk. Kasb latni fogjuk, hogy a Bolyai—Lobacsevszkij-georzet
.egyenesei” félkérok, vagy mas geometriai objektlrizolehetnek.

Bolyai kiépitette a sik és a tér abszolut, V. pagttmtdl fliiggetlen geometrigjat. Az
alabbi tétel az abszolut sikgeometria kdrébe titdza aP pont azl egyenest d
tavolsagra van, ésR pontbol az egyenesre bocsatott mikrges és a hatarhelyset

parhuzamos altal bezart szdga, akkor érvényes Bolyai formulaja:
d
m _
ctg— =gt
2

Az ebben a formuldban szeréi allandd univerzalis, figgetlen attdl, hogy mely
egyenest é® pontot vesszik. Ugyanezkafordul eb mas geometriai mészamok
képletében is Bolyai geometriajaban.

Bolyai Janos egyik legszebb, az abszoliut geometni@ovényes tétele az alabbi. Egy
haromsz6g szdgeinek szinuszai ugy ardnylanak edgomamint azoknak a kéroknek
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a kertletei, amelyeknek sugarai rendre megegyearsziemben lévoldalakkal. Ha a
szogeketh, B, G a szemben |évoldalakata, b, ¢ azr sugaru kor keriletétiQeloli,
akkor tehéat Bolyai tétele a

Oa:Ob:Oc=sinA:sinB:sinC formulaval fejezhét ki.

Az euklideszi geometridban r€2r, a fenti formula tehat az ismert
ab:c=sinA:sinB:sinC alakot 6lti. A hiperbolikus geometria esetében oigz Or=27k
sh ¢/k), amitsl kovetkezik, hogy

sh @/K) : sh p/K) : sh €/K) = sinA:sinB:sinC

Tekintsiink most két parhuzamos egyenastb, és vegyunk fel mindegyiken egy
pontot: A, B Az egyeneseknek iranya is van, amint korabbantettilk, ezeket
jeloljéek M, N (2. &bra). Tételezzuk fel, hogy allAB sz6g egyerdl az NBA szdggel.
Ekkor azA ésB pontokat izogonalis korreszpondalé vagy rovidemrdgzpondald

pontoknak nevezzik (ez Gauss elnevezése) és aaei ™™ B relacioval juttatjuk
kifejezésre (Bolyai Janos jeldlése). Ez a reladiggktlen az V. posztulatumtol, az
abszolut geometria korébe tartozik és rendelkezéflaxiv, szimmetrikus és tranzitiv
tulajdonsagokkal:

A=A haA == B, akkorB== A: haA == B ésB=* C, akkorA== C.

2. abra. Korrespondalé pontok

Ha egy relacio rendelkezik a fenti tulajdonsagokkéikor azt ekvivalencia relacionak
nevezzik. Ismeretes, hogy egy tétsges halmazon belil egy az elemekre vonatkoz6
ekvivalencia relacié megvalésit egy paronként koetisn nélkili részhalmazokra
tortérd felosztast. Ezeket ekvivalencia osztalyoknak neirez

Marmost az izogonalis korreszpondencia relécio | aligtesitett mindegyik
ekvivalencia osztaly egy sikbeli ponthalmaz, melygeliil — amint Bolyai ezt
kimutatja — az euklideszi geometria érvényes. Bzetrciklusoknak nevezziik.

Hasonlbéan értelmezhieta paraszféra fogalma. A paraszférdn belll szirdaén
euklideszi geometria érvényes.

A paraciklus, horoszféra a végtelen sugaru korileigombnek tekinthet.

Ha egy haromsz6g szdgei 5, y, akkor az euklideszi geometridban+B+y=7 a
hiperbolikus geometridban azonbamf+y< 1 A két szanve(a+£+)) kildonbségét a
haromszog defektusanak nevezzik. Bolyai egyik Egszétele azt mondja ki, hogy a
haromszod\ teriilete egyeilaz alabbi mennyiséggel=k*(7=(a+5+))),
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ahol k a korabbrél ismert univerzalis allandé. Ezt a fol@h Lambert is ismerte,
Bolyai viszont szabatosan be is bizonyitotta.

A hiperbolikus geometridban egy derékdkdgdromszdga, b befogdira ésc
atfogojara (a szog az ,egyenesek” metszéspontjihaimatd széget jelenti) érvényes
az alabbi formula: chc(K) = ch (ak) ch ©/k)

Ha k- o0, akkor hataresetként ef=a’+b? formulat kapjuk, ami Pitagorasz tételét
jelenti.

Bolyai Farkas a Tentamenben néhany oldalon meggsgget fizott az Appendixhez.
Ezek kozétt megadja a részletes levezetést a lietdirérték-relaciora. (Egy érdekes
Pitagorasz-tételt k6z6l Ungar (1999) a hiperboligeometria kdrlemez modelljére
vonatkozolag, mely azonban Iényegesen eltér a lképtettl.)

Végll megemlitjiik, hogy Bolyai az Appendixben fdigtezik a hiperbolikus
geometrian bellli szerkesztésekkel is.

Bolyai Janos egyéb matematikai munkassagarol Steét€1914), Szasz Pal (1973),
Karteszi Ferenc (1977), Weszely Tibor (1981) éskkemeér (1999) ad j6 attekintést.
Hatdsarél a geometria és a matematikabdéisére Varga Ottd (1953) és Rapcsak
Andras (1953) cikkei tartalmaznak fontos inform&cMilnor (1982) emlitett cikke az
utols6 Osszefoglalé #na hiperbolikus geometria terén elért eredmértilelBolyai
Janos nem matematikai jeliegasainak kiadasa és értékelése folyamatban van.

A nemeuklideszi geometria masik nagy felfeijezaz orosz Lobacsevszkij (1793—
1856). Bolyai és Lobacsevszkij munkaja kozott a Okbkég roviden ugy
fogalmazhat6 meg, hogy Bolyai kiépitette az abgzgeometriat is, Lobacsevszkij
viszont részletesebben dolgozta ki a hiperbolikigemometriat. Nem sok értelme van
a kettejuk kozotti prioritasi vitanak. Hogy mégidssunk valamit e tekintetben,
megemlitjuk a kovetkeiket.

Lobacsevszkij el§ a nemeuklideszi geometriarol szol6 publikiciéR9-81830-ban
jelentek meg orosz nyelven a Kazanyi Hirmondobarolyd Appendixe
kulonnyomatként 1831-ben jelent, meg, az egészaheem imprimatlirajanak éve
azonban 1829. Bolyairdl tudjuk, hogy 1823-ban magynvonalakban felépitette
geometriajat és 1826-baniuének német nyelvvaltozata el is készilt. Minthogy az
utobbi elveszett, az @bbi pedig csak levélbeli bejelentése a felfedeaésmam allnak
rendelkezésre az Appendix megjelenéséhez képeablkokeleti dokumentumok
Bolyai felfedezéseét ill¢en. Masfebl Lobacsevszkijjel kapcsolatban is lehet
hivatkozni arra, hogy 1826-ban tartott egy témédgdvebadast a kazanyi egyetemen.
Ha viszont ennek cimét tlizetesen megnézzik, akkibatiuk, hogy az éado ekkor
még az V. posztuladtumot szandékozik bizonyitansgktlemér, 1999).

ToObb szeré szerint a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria atiéaus térszemlélet

biralatat, egyesek szerint céfolatat is eredmémyetizzal érvelnek, hogy ha

tudatunkban megfér egymassal az euklideszi és erbitfikus geometria egyarant,
akkor nem lehetséges az, hogy adiéatkotott fogalmunk a priori benntink legyen, az
objektumokrdl szerzett tapasztalattél figgetlendl.

Az kétségtelen, hogy az euklideszi geometria abtizdlasa a kantianus filozofiaban
vakvaganynak bizonyult, nem annyira a Bolyai—Lok&sgkij-féle geometria, hanem
a XX. szazadi fizikai eredmények miatt. Kantnakeanézete azonban, hogy a tér
euklideszi, kulonvalaszthat6 a térre vonatkozé bayzeteiil, amelyek arnyaltabbak
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és kulonboék attol, ami a fent emlitett ellenvetésben olvaghigant nem tagadta azt,
hogy a térre vonatkozolag egynél tobb absztrakt ematikai elmélet is
megfogalmazhato.

Mindamellett Gauss, Bolyai és Lobacsevszkij koralzarkantianus filozofia az

euklideszi geometria szilard tdmogatdjanak szamitda Gauss félt a boociaiak
tamadasatol (akiket az athéniek élvhajhasz, butdesrknek tartottak), hogy

eredményeit kbzzétegye, nem féltéesem Bolyai, sem Lobacsevszkij. Mindketten
forradalmarok voltak, tudomanyos megg§déesiket batran tartak a vilag elé.

Harmadik rész

A Bolyai—Lobacsevszkij-geometria fogadtatasa és udtete

Lobacsevszkij kdzleményeit a szakmai €és a nem sziakdrzvélemény egyarant
érdektelenséggel fogadta. Bolyainél nem ez voklgzet,6 még letagldzast is kapott
hozza, Gausstol. Am masoknak azért lehetett poxiéieménye Bolyai fiveérdl.
Talan a leghivatottabb testilet, a Magyar Tudossdsag Mathematikai Osztalya
kifejezte valamiképpen elismerését? Vallas Antaldsimikus 1836-ban 6sszefoglalo
cikket irt a hazai matematika addigi eredmérjeiHosszasan panaszkodik, hogy
nehéz sorsunk volt; tatér, térok stb., ezért nediunk eléggé fefldni. Bolyaival
kapcsolatban idézi a Tentamen, Az arithmetica elége Az arithmeticanak,
geometrianak és physikanak eleje €imiveket. A szévegben csak annyit ir, hogy
.Bolyai kiléncségéveliinik ki”. A mivek felsorolasdbdl latjuk, hogy Farkasrol, nem
pedig Janosrol van sz6. Amde a Tentamen ciméberebem, hogy ,Cum Appendice
Triplici”, tehat valamiképpen mégis szerepel Jamise is a felsorolasban? Sajnos,
ez sem all. Az emlitett harom fliggelék a masoditetkiez tartozik, vagyis a teljes
kdonyv végeén van. A Tentamenhez készitett magyalvtiygrospektus tajékoztatta a
vasarlokat arrol, hogy a jelzett harom flggelék taddlhaté. E szerint Bolyai JAnos
mivét Vallas Antal 6sszefoglalé cikke nem emliti, madalomjegyzékben sem
szerepel. Azt, hogy az Osszefoglald cikk s@erznem értette meg Bolyai Janos
alkotasanak lényegét és jelésgét, még el lehet fogadni. Azt azonban mar nem,
hogy emlitést sem tesz rola. Pedig Bolyai Farkasrtament 1832-ben megkuldte a
Magyar Tudds Tarsasagnak, és az ott porosodothyavidr polcain.

Alexits (1977) emliti, hogy a Magyar Tudés Tarsabéathematikai Osztalya 1844-
ben palyadijként kiizte a paralelak problémajat. Ez azonban nem felef) &
valésagnak. Az 1844. évi jutalomtétel”, melyet &aB44. december 26-ai
nagygyilésen elfogadtak, a kévetkiez,Mik a képzetes mennyiségek tulajdonségai, s
mind analyticai, mind mértani értelmok?” Jolleheteevonatkozdélag is volt Bolyai
Janosnak,& Farkasnak is munkaja, ezt egyikilk sem publik@sapan megkildte a
lipcsei Jablonowski Tarsasagnak, ugyancsak palyadijerése céljabol. A Tudos
Tarsasag matematikusai e tekintetben tehat nenzthibatok. Acs Tibor (1998)
cikkében részletesen beszamol e palyadij keletkerés torténetét. Ebben az
idében a hadtudomany a matematikai osztalyon beli] @slKiss Karoly szazados,
az osztaly hadtudomannyal foglalkoz6 tagja szerettdna, ha 1844-ben
hadtudomanyi pélyadijatiiznek ki. Javaslatanak szovegében egy északrél &rkez
tamadas esetére vonatkoz6 védelmi terv kidolgogzsepel. Ezzel akarta elérni azt,
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hogy a hadtudomany az akadémiai osztalyon belUbewgjiltebbé valjék. Torekvése
azonban sikertelen maradt és végul az emlitetapébt tizték ki.

A hivatalosak tehat nem érdéltek Bolyai Janos five utan, de masok se nagyon.
Idézziink Bolyai Farkas 1836. oktéber 3-an kelt, &340z intézett leveléb ,Itt
senkinek sem kell a Matematika; tanitvanyaim kaz#k kevésnek van igazi érzéke
hozz4, nivemet makulatiranak, csomagolasra és hasonlokenddam, kivaltképp
hasznomra volt az itt nemrégiben diuhédglera idején, amiben én is szenvedtem
egy honapig, de hanyas és gorcs nélkul, csak seerievert voltam, undorodtam az
ételtl és bortdl, kinz6 szomjusag gyotort friss vizrenagy diarrhoe-m volt, most is
hasmenésem van”. (Bolyai-levelek, 1975., 188. old.)

Bolyai Janos riive felfedezésének térténete kilfoldon kisitt. Ebben nagy szerepet
jatszott Gauss 1855-ben bekoOvetkezett halala utgyatékanak a feldolgozésa.
Megtalaltdk Bolyai, Lobacsevszkij imeit, Gauss masokhoz, és masok Gausshoz
intézett leveleit. A hagyatékot Sartorius von Watausen gottingeni professzor
rendezte, akinek Bolyai Farkas is megkildte Gauss$meazz4 intézett leveleit, igy
azok is a hagyatékba kerultek. Lassan bontakozuetea kép.

Az el®5, nyomtatdsban megjelent elisfieizavak a drezdai matematikaprofesszortol,
Baltzertll szarmaztak, ezeket az 1866-67-ben megjelent Eiemder Mathematik
cimi, jol ismert és befolyasos konyvében irta le. Exteiben Holel bordeaux-i
professzor kiadott egy brosurat ,Essai critique legrprincipes fondamentaux de la
Géometrie élémentaire” cimmel, melyben kivonatd@olt az Appendixdl, ,hogy
biztositsa ezeknek az 0j gondolatoknak az elismaeréselyet azok megérdemelnek”.
Az utébbi idézet Schmidt Ferenc budapesti épitészirmazik, aki 1868-ban cikket
irt a két Bolyai életél. Az 6vé volt az els magyarorszagi reagélas, kdzel negyven
évvel a Tentamen és az Appendix megjelenése utditelHL867-ben az Appendix
teljes francia nyeliy forditasat is kiadta, mellékelve hozza SchmidteRenek a
Bolyaiakrdl irt életrajzat. igy keriilt Houel konywe a fenti idézet.

Az 1868-as év meghozta az érdeldst masok részéris. Ebben az évben jelent meg
az olasz Beltrami cikke, melyben modellt adott dyBb-Lobacsevszkij-geometria
szamara. A két pionir ugyanis nyitva hagyta axi@ndszere -ellentmondas-
mentességének kérdését. Ezt a kérdést oly modat hekgvalaszolni, hogy az
axiomakban nem értelmezett fogalmakat (pont, egyenik) konkrét tartalommal
toltjik meg, modellt adunk az Uj geometria szamBAalegaldbb egy modell létezik,
akkor az axiomak ellentmondasmentesek, van értaldmognak. A modell, ahogyan
a nemeuklideszi geometria torténetét targyald keimnikusan megjegyzik, az
euklideszi geometrian belll helyezkedik el.

Riemann 1854-ben fektette le geometrigjanak alafg@mann, aki Gauss tanitvanya
volt Géttingenben, geometridjat a Gauss altal Koaébkidolgozott fellletelméletre
alapozta. A Riemann-geometria megeértése és elismer@m okozott gondot a német
és a nemzetkdzi matematikai életben. Beltrami, akiBolyai—Lobacsevszkij-
geometriat a Riemann-geometria keretei kozott hedyel, ezaltal is nagyban
hozzajarult a hiperbolikus geometria Utjdnak eggdégsghez. Innedit mar fel is
fokozédott az érdektés. A kor nagy matematikusai, Poincaré, Klein hsuEs masok
publikaltak Uj modelleket, tovabbi eredményeket.n&n kapcsan Uj matematikai
tudomanyok is szllettek. Sajnos azonban inkabb tehacsevszkijre hivatkoztak,
Bolyai nemzetkozi elismertetése kbbre maradt.

Ezen a ponton tesszik fel a kérdést: széles korhegértették-e a tudomany
képvisebi — elgisorban a matematikusok, legalabb évtizedekkel fadetés utan —
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Bolyai és Lobacsevszkij twének igazi jeleritségét? Cayley (1821-1895), aki egy
idében a British Association elndke volt, 1883 szeffterdben tartott elnoki
beszédében igy nyilatkozott: ,J6l ismert, hogy Eidész tizenkettedik axidomajat
Playfair formajaban is bizonyitasra szorulonaknekiték; és hogy Lobacsevszkij egy
olyan tokéletesen konzisztens elméletet konstru@tn euklideszi sikgeometriat,
melyben ez az axiobma érvénytelennek van feltételezVvan egy hasonld
nemeuklideszi szilard (solid) geometriai rendszer Az én nézetem az, hogy
Eukleidész axiomgjanak Playfair formaja nem igérhigbnyitast, hanem az része a
térfogalmunk fizikai terének — a térnek, mellygddaztalat utjan ismerkedink meg és
mely alapveien a kul$ tapasztalat reprezentacioja.”

Cayley az Elemek olyan kiadasat ismerte, melybeW .agosztulatum tizenkettedik
axiomaként szerepel. Playfair axiomdja, mint erilite az V. posztulatummal
egyenérték. Cayley idézetében érezhgant hatasa. A lIényeg azonban az, hogy a
nemeuklideszi geometrianak szerinte semmi értehmseen a vilag euklideszi.

Gauss 1855-ben bekdvetkezett halélaig a tudomévildrs Lobacsevszkij munkgjat
sem méltatta figyelemre. Pedigl840-ben német nyelven is kbzzétette eredményeit,
€s az6 irdnyaba Gauss nem fukarkodott az elismerésseletiacsak levélben tette
meg, nyomtatott irdsban nem. Mindamellett mas mddfejezte nagyrabecsuilését,
Lobacsevszkijt 1842-ben megvalasztatta a Goéttingeindlyi Tarsasag kulfoldi
leveled tagjava. Otthon, Oroszorszagban azonban forradaimélete miatt
félredllitottdk. Karrierje igéretesen kégdtt, fiatalon, huszonharom éves koraban
professzor lett a kazanyi egyetemen, tizenegy éé@®bb, 1827-ben pedig ugyanott
rektor is lett. Egyetemének fejlesztésén sokatdf@zatt, igen eredményesen. Az
1830-ban kitort kolerajarvany idején sikerrel védeeg az egyetem tanarait,
csaladjukat és a hallgatésagot a jarvanytol, kakéttsak 2,5 szazalékos volt a
halalesetek szdma. Mindezek ellenére 1846-banniégy éves kordban, minden
magyarazat nélkul felmentették a rektori megbizatds a professzori allasa aldl is.
Taldn Bolyai is hasonlé sorsra jutott volna, haegik hazdjaban tehetségéhez és
tudomanyos eredményeihez mélté professzori alEstik? Lobacsevszkij életées
munkassagarol Kérteszi Ferenc (1953) irt magyawvegecikket.

Cayley kantianus szellemet tukébmézete utan lassuk, mit ir Riemann a geometriai
térfogalomrol. Az 1854-ben Gottingenben megtartés 1868-ban  publikalt
magéantanari éadasaban a kovetkeall: ,Azt a feladatot iztem magam elé, hogy
megalkossam a tobbszordsen kiterjedt nagysagokletihéa nagysagok altaldnos
fogalmainak felhasznalasaval. Bblkdvetkezni fog, hogy egy tdbbszérésen kiterjedt
nagysag képes kulonb®metrikus relaciok megvaldsitasara, kovetkezéske ppeer
csupan specidlis esete a haromszorosan kiterjegigsagoknak. Ebid azonban
szukségszéen kovetkezik az, hogy a geometria allitasai nepetiebk le a nagysag
altalanos fogalmaibo6l, és hogy azok a tulajdonsaga@knelyek a teret
megkulonboztetik mas elképzelbeharomszorosan kiterjedt nagységoktol, csakis
tapasztalat atjan igazolhatok.”

A tapasztalat szerepét a geometria é€s a valGsdgsdaphban meég jobban
hangsulyozta Helmholz. A Berlinben, 1810-ben at#pirigyes Vilmos Egyetem (a
mai Humboldt Egyetem é&tlje) alapitasi évforduldjan tartott beszédlébettik az
alabbi idézetet.

,Ha a geometriat a tapasztalati tényekre akarjak@ni, ahol annak értéke mindig a
fizikai megfelebség, csakis annak a tudomanynak az A&llitasait ratkaiatjuk,
amelyet én fizikai geometrianak neveztem. Mindesgdmara, aki az axidbmakat a
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tapasztalatbol kovetkezteti, mostanaig a mi gedénkrvaloban fizikai geometria
volt”.

Kicsit odébb, Kantot biralva, azt irja, hogy a getma axidmaiban lefektetett
allitasokat a tényleges vilag viszonyaira csakkéxietben alkalmazhatjuk, ha azok
érvényessegét experimentalisan dlléztik és megallapitottuk.

Lobacsevszkij probalkozott azzal, hogy csillagédsearések révén bizonyitékokat
szerezzen az U(j geometria mellett, de nem jart neéadyel. Egy geometria
érvényességét persze nem lehet kisérletileg igatedfieljebb cafolni. Elterjedt nézet
(pl. Born, 1965), hogy Gauss hdrom Hannover kornyégycsucs, a Brocken, a
Hohen Hagen és az Inselberg haromszogének szogginénve meg akarta tudni,
hogy ezek 6sszedd0°,vagy kevesebb, és hogy az eredmény (a hibahavétil) az
volt, hogy az 6ssze80°. E hegycsucsokninddssze 107, 69, illetve 85 kilométer
tavolsagra vannak egymastol, igy nem lenne mégeperedmeény. Szénassy Barna
(1977/1980) azonban fényt derit arra, hogy Gauss osupan egy haromszoggel
kapcsolatban végzett méréseket, hanem egész mérZeted végzett, de nem abbdl a
célbol, hogy eldontse, a tér euklideszi, vagy néawss 1816-ban megbizast kapott a
hannoveri kormanytél az orszag feltérképezésérat 4841-ig el is végzett. Az
emlitett haromszogt kiindulva egymas utani haromszégeket konstrudlglyek
haromszogelési pontrendszer gyanant szolgaltakereseket a legkisebb négyzetek
modszerével kiegyenlitették, és igy a masodperceledeesze nagysagrend
pontossaggal kaptak meg az eredményeket. Gaussamyilem gondolhatta, hogy
ilyen kis hdromszog esetén a mérések kimutathasftakést al80° szogosszedt.
Masfebl, a legkisebb négyzetek mddszere (bar felfogha@dnbyen geometriatdl
fuggetlen numerikus eljaras gyanant) az euklideggometriaval van igen j6
O0sszhangban, amit Gauss nyilvan tudott, és nemszia) hogy ezt a modszert
alkalmazta volna, ha célja a geometriak kisérlegnérzése lett volna.

A legkisebb négyzetek modszerét Gauss egyik legfidebb tudomanyos
eredményének tartotta, emiatt prioritasi vitaja t@madt a kor masik nagy
matematikusaval, Legendre-ral.

A fentiekhez még hozzatehetjik, hogy a legutdldsgdlombdl mar kivont 10 markas
bankjegyet Gauss emlékének szentelték. A bankjggik eldalan Gauss képe van,
mellette az an. Gauss-gorbe és Goéttingen latképeasik oldalan pedig a szdgek
mérésére szolgald szektans, valamint a Gaussvé@dlkotott térkép vazlata lathaté.

Jollehet Gauss célja méas volt a méréseivel, azégitapithatta, hogy nem tapasztalt
eltérést az euklideszi geometriatol. Ezt ugyarszéifusok biraltak, mondvan, ha a
mérés eredményeként eltérést tapasztaltak volnaklexr sem bizonyitotta volna az

euklideszi geometria érvénytelenségét (mint ahobjbahataron bellli egyezés sem
bizonyitotta annak érvényességét), mert az eredniémgt egy meég ismeretlen

fényelhajlas kdvetkezménye.

A biralék ratapintottak a Iényegre. Einstein spkxiéelativitaselmélete 1905-ben,
altalanos relativitdselmélete pedig 1916-ban latapvilagot. Az utdbbi ésen
tamaszkodik a nemeuklideszi geometriara, annak &iemaltal megfogalmazott
valtozatara. Einstein elméletei azonban nem épliidela tér ilyen vagy olyan
geometriajdra, hanem elvetik a tér és a& kdilonallo voltdt és a téritf Uj
fogalmabdl indulnak ki. Bar a relativitaselméletisudomany forradalmat jelentette,
felfededjének elismerést és vilaghirt hozott, nem pediglénébt. Ezt elsorban
azaltal sikerUlt elnyernie, hogy egy tapasztaktytaz elméletet fényesen igazolta.
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Az altalanos relativitdselmélet a gravitaciot a gérbiletével azonositja, €s ennek
egyik megnyilvanulasa, hogy nagy tomeg kozeléb&ng az euklideszi egyeneshez
képest elhajlik. Hogyan lehet ezt kisérletileg mag vetdott fel a kérdés, lehéeg
oly mdédon, hogy ne csak a jelenség altalaban igdpek be, hanem egyezés
mutatkozzék a relativitAselmélet altal szamitota éspasztalt értékek kdzott?

A megoldast a Merkar bolygd mozgasanak a vizsgédatdgaltatta. Csillagaszok
régoéta észlelték, hogy a bolygd a vart helynéléisdébb mutatkozik. Felott,
hogy a jelenség oka a fény euklideszi egyeneshpeskésald gravitacios elhajlasa.
Ezt oly médon gondoltak ellénizni, hogy megvizsgaltak, lehet-e latni a Merkégty
olyan pillanatban, amikor a szamitasok szerintukidphogy az, hozzank képest, a Nap
mogott  helyezkedik el (1. abra). Erre a vizsgalatra természetesen csak
napfogyatkozéskor kerilhet sor.

1. &bra. A Merkarrél érkez 6 fény elhajlasa a Nap kozelében

Eddington angol csillagasz 1919-ben két expedisimgrvezett, az egyik Afrika

nyugati partjainal, a masik Brazilia északi részégzett megfigyeléseket, majus 29-
én. E két helyen ekkor teljesiltek a fent emlifettételek. Fényképfelvételeket
készitettek, és azok kiértékelése utan az Einstéiméletén alapult szamitasok
fényesen beigazolddtak. A Merklr sajatos paly4jatingz volt az egyetlen, ezekre a
kisérletekre és szamitasokra alkalmas bolygo.

Az el vilhghdborl befejezése utdn a tarsadalom ki vodzée a kulturéra, a
magasabb reridemberi értékeket képvigetudomanyos ismeretekre. Einstein sikere
mindent elsopf volt, az Ujsagok cimlapjaira kerilt a neve, ekt vilaghiti.

Einstein relativitAselmélete Ota sok egyéb fizikdinélet sziletett, mely fizikai
teriinkkel kapcsolatos. A legujabb szenzacié azyhudy ,lokélis méretekben” a
térnek gorbulete van, kozmikus méretekben azonkién mégis, a hibahataron belil,
euklideszinek mutatkozik!? Ez Szalay Sandornak, chind Hopkins Egyetem
professzoranak személyes kozlése. Szalay és Gél)Ydeszamol arrél, hogy az
interneten hamarosan elkészil egy ,virtudlis obs#térium”, mely lehetvé teszi
szamitogép étt Ulve az égitestek medfigyelését. Az ennek kapcspub
adatbankban eddig elhelyezett adatok alapjan akaottre a kovetkeztetésre. &rr
részletes publikacié a 2002. évberhato.
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Mikor szerzett tudomast Bolyai Janosrol éévenek nagysagardl a hivatalos magyar
tudomany? Kilenc évvel Bolyai Janos halala utar§9iBen, bard Eo6tvos Jozsef, aki
akkor a Magyar Tudomanyos Akadémia elntke és kuitirsiszter is volt, levelet
kapott Olaszorszagbol. A levelet Baldassare Bonemmp herceg (1821-1894),
tudomanytorténész és annak mecénasa irta. Kozott@gsel, hogy Bolyai Janos és
Farkas életrajzat, valamint az Appendixet olasaungdeforditottak, kilén postaval
kuldik E6tvosnek, és hogy az Appendixben foglaltakedmai tudésok a XIX. szazad
legnagyobb matematikai alkotasanak tartjak. E6twvé&® tudta, hogy 6riljon, vagy
piruljon, irta ezt kdveten fianak.

A levél megirasdnak hatterében Houel allt, aki ezemniton prébalta elérni, hogy a
Bolyaiakkal kapcsolatos tudakozodé leveleire Maésswhelyél valaszt kapjon.
Holel meg volt débbenve a magyarok negddmsége miatt. Egyik levelében azt
irja, hogy .fajdalommal latom, hogy Magyarorszaglyemn kevésre értékeli sajat
tudoméanyos érdemeit...”

E6tvos Jozsef atérezte a Bolyaiak Ugyének fontésség partfogasdba vette azt. A
Bolyai-hagyatékot tartalmaz6 csomagot azonban aazdéia mar 1868-ban Pestre
hozatta, miutan Hunyady Jematematikus akadémikus mar bejelentést tett agBoly
Janos rive iranti kolfoldi érdelddésBl. A csomag letétetett az Akadémia
Levéltaraba. Negyedszézadig ott volt, egy bizotizddpalta az anyagban szunnyado
0j tudomanyos eredményeket felfedezni, sikertelekfihdamellett Schmidt Ferenc
ez id alatt fedezte fel a papirok kdzott Bolyai Jano23L&ovember 3-i, apjahoz irt
levelét (... semmibl egy ujj, mas vilagot teremtettem). Kdédb azonban, mar
Marosvasérhelyen, felfedezték a matematikai tadakéviratok kozott az Appendix
utan irt niivek egy részét. Ezek a kovetkkz Responsio, a lipcsei Jablonowski
Tarsasadghoz benydjtott palydzat anyaga; Kiegéskit§az Appendixhez); A
(hiperbolikus geometriaban a) tetraéder kobosi(kgbtartalmanak meghatéarozasa);
Ellentmondas-mentességi  vizsgalatok; Eszrevételdlobgcsevszkij rivével
kapcsolatban); Raumlehre.

Benks Samu kolozsvari torténészprofesszor volt az, akiafAy Gusztavnak a
segitségével a hatrahagyott Bolyai-kéziratokat seedkzte. Tizenhat év munkajaval
sorba Allitotta és dossziékban elhelyezte a tizprerer oldalnyi kéziratot. Ebben
segitségére voltak Bolyai Janagszavai”. Bolyai Janos tobb lap aljan az utols& szé
a kovetke# lap tetején megismeételte, ezekeszavaknak nevezte. BehlSamu a
kéziratokat elolvasta és 1968-ban publikalta a meatematikai jellegekrsl szolo
koényvét Bolyai Janos vallomasai cimmel. A haromege@alnyi matematikai kéziratot
Kiss Elemér marosvasarhelyi professzor olvasta gvém 1990-es években és
beszamolojat az 1999-ben megjelent konyvében ékélmn tette kozzé. A
kéziratokbamolyan jelenés matematikai eredményeket fedezett fel, melyelaalsz
idében Ujak voltak. llyen pl. az a szamelméleti tatat)yet Jeans harmincnyolc évvel
Bolyai Janos halala utan publikélt és ma tankdnyagnMindkét professzor hatalmas
és rendkivil értékes munkat végzett. Bolyai Jagag&tainak egy részét szinlapokra,
boritékok hatlapjara irta, igy nemcsak azok érteee, hanem puszta elolvasasa is
oriasi munka volt. Jelenleg folyamatban van Boljanos teljes kéziratanyaganak a
publikalasa, Benk Samu gondozasaban.

A marosvasarhelyi diyjteményen kivil van egy Bolyai-gjfemény a Magyar
Tudomanyos Akadémia Konyvtardban. Ez jedentészben Szabd Péter adoméanya
révén keletkezett. Szabd Péter apja, Szab6 Sammaehsvasarhelyi tanar volt, aki
tanulmanyozta a Bolyai-kéziratokat, ezek egy résmavitte,nala felejtdott és
haldla utan a hagyatékabal keriiti.eAz anyagot Szabo Péter atadta az Akadémianak,
de maga is sok kéziratot, leveletifiitt a Bolyaiakkal kapcsolatban. A ijjeményt
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Fraterné (1968) rendszerezte és katalogizalta, égemekerdi (2001) irt réla érdekes
cikket. A Bolyaiak felfedezésének korabbi torténét&zéndssy Barna (1977/1980)
irt 6sszefoglal6 cikket.

A Bolyaiak, kulondsen Janos ésiive tisztelete egyre ndvekedett. 1897-ben az
Appendix magyar forditasban is megjelent (Radosadynugyanebben az évben
megjelent Bedhazy (Bolyai Farkas utddja a Marosvaséarhelyi Kalléthan) konyve

»A két Bolyai” cimmel, 1897-ben Bnig Gyula és Réthy Mor szerkesztésében Gjbdl
kiadtak a Tentamen élkotetét, 1904-ben Kirschdk Jézsef, Réthy Mor és63y
Béla szerkesztésében a masodik kotetét. BolyaisJappendixe a masodik kotet
végére Kkerllt. Bolyai Janos sziletésének 100. éufopa alkalmabdl emlékilést
rendeztek Kolozsvarott. A Mathematikai és Physikapokban 1903-ban tobb cikk
jelent meg Bolyai JAnossal €s geometrigjaval kdattsan (Beke Mano, Réthy Mor,
Szabd Péter,Schlesinger Lajos tollabdl, az utébbi a kolozsvdmnepség
vezérszonoka volt). Az Akadémia 1902-ben Bolyaadiglapitott, amit 1905-ben
Poincaré, 1910-ben pedig Hilbert kapott meg. Mirttdkefontos eredményeket értek
el a geometria alapjaival és kdzeleilpa hiperbolikus geometridval kapcsolatban is.
(Poincaré ekkor szerzett tudomast arrol, hogy Boldnos magyar volt és nem
bolgar, ahogyan azt az 1905-ben megjelent La valeua science citnkdnyvében
irta.)

Bolyai Janos szlletésének 150. évforduloja alkabhdBudapesten, a Magyar
Tudomanyos Akadémian rendeztek emlékilést. AnyagdMatematikai és Fizikai
Tudomanyok Osztalyanak Koézleményeiben kozoOlték rggke Karteszi, Varga,
Szasz, Alexits, Kalmar, Hadamard). A 175. éves réldid alkalmabdl Ujbdl az
Akadémian volt szerényebb emlékilés, agadbsok (Csaszar, Bretter, Sarldoska,
Gazda, Lambrecht, Molnar) anyaga a Természet \hid@ggelent meg. Az eddigi
utols6 emlékilést a 190. évfordulora szintén az dékaia szervezte. A 200.
évfordulét nagy nemzetkozi konferenciaval Budapestenepeljik, az Akadémia, a
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, az E6tvos Lorkimlkai Tarsasag, az ELTE, a
Debreceni Egyetem, a Szegedi Egyetem, a koloz®dbe-Bolyai Egyetem, az
erdélyi Sapientia Egyetem, az MTA Matematikai Kaiatézete és az MTA SZTAKI
szervezésében.

Bolyai és Lobacsevszkij kidolgozta, és szisztensia felépitette a hiperbolikus
geometriat, mely egyben az &lsiemeuklideszi geometria volt (ha eltekintiink
korabbi, befejezetlen kisérletéRt E két nagy tudds azonban még nem bizonyitotta
be az Uj geometria ellentmondas-mentességét.

Az ellentmondas-mentességet oly médon bizonyitidgy megadunk egy modellt,
vagyis a matematikai objektumok egy 6sszességgma&shoz valé kapcsolatukkal,
oly médon, hogy ezek az axiomakat, adott esetbi@pexbolikus geometria axiomait
teljesitik. Ha ugyanis van legalabb egy realiz&ciay axiomarendszernek, akkor az
nem lehet ellentmondasos.

Elsdként az olasz Beltrami (1868) adott modellt a Hypkus geometridra. Ebben
felhasznalta Minding (1838) munkajat és a Riemasoraetria apparatusat. A modell
az un. pszeudoszféra, mely a traktrix forgasfedlilét traktrix goérbét az jellemzi,

hogy barmely pontjahoz hazott ééinek az érintési pont és a fifdeges tengely

kozotti szakasza alland6 hosszusé@yabra).



31

LN

trakirix psIeudosriEra

2. abra. A traktrix és forgasfeliilete

A traktrixot Huygens kutyagorbének nevezte, mertahsonakodé kutyat pérazon
hazzuk azy tengely mentén, akkor a kutya a traktrix mentérzago A pszeudoszféra

fellletén az ,egyenest” az jellemzi, hogy barmedy gontja kdzott a legrévidebb utat
valésitja meg.

Poincaré modelljei ennél is egysiaiek. Az egyikben a pontok a perem nélkuli
(nyilt) korlap pontjai, az egyenesek pedig azokngil{) korlapon bellli korivek,
amelyek a peremmel migegesen talalkoznak, tovadbba a kor kdzéppontjaaladid
euklideszi egyenesek. Poincaré masik modellje i i@$ik, azx tengely folotti rész.
Ebben a modellben az egyenes vagy olyan félkory emek tengelylyel két pontban,
mertdlegesen talélkozik, vagy olyan euklideszi egyenesly azx tengelyre mefleges
(3. &bra).

| .

P

3. abra. Poincaré korlap és félsik modellje ,egyersekkel”

A hiperbolikus geometrianak sok alkalmazdsa van atematikdban és mas
tudomanyokban egyardnt. A matematikdn bellil a kerpfuggvénytanban
nélkulozhetetlen eszkéz az Un. Riemann-féle fedlilet targyaldsaban.
Tovabbfejlesztett valtozatai megjelennek a diszgemetriaban, a topologiaban, a
csoportelméletben stb. Ami a fizikai alkalmazasaoKati, legfontosabb a kozvetett
alkalmazésa, megalkotasa utat nyitott a Riemarmédglmas geometriak felé, melyek
az altalanos relativitaselmélet matematikai alapjaolgaltatjak. Am kozvetleniil is
alkalmazzak a hiperbolikus geometriat a relatigtd®letben (I. pl. Ungar cikkét,
1997). Tovabbi alkalmazast talalunk a statisztikzigaban. Ujabban az interneten az
eldgazo fak képeriy vald elrendezését a hiperbolikus geometria kantagelljére
tamaszkodva alkotjdk meg (pl. Gunn, 1993).

A hiperbolikus geometria vilhga nemcsak a tudosolol és van nagy hatéssal,
hanem a rivészekre is. Kozottik d€lként Eschert kell emlitentink. Escher tobb
grafikdja, metszete foglalkozik olyan alakzatokkahelyek egy koron belll
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helyezkednek el, és egyre kisebb példanyaik a kéermpéhez kdzelednek. A perem
kozvetlen kozelébe Escher kis kdrécskéket helyetethelyek természetiiknél fogva
nem toltotték ki a korlapot. Miutdn azonban é&wvész tanulmanyozta a hires kanadai
geomeéter, H. S. MacDonald Coxeter hiperbolikus getomi 4brait, és a tuddssal
személyesen is megismerkedve annak képeivel katosoltanacsait elfogadta,
megalkotta a csodélatos ,circle limit” metszet&zeken a hiperbolikus geometria
Poincaré-féle korlap modelljének ,egyenesei” (edddizi értelemben korivei) egyre
kisebbé valva konvergalnak a peremhez (I. Esch&0,19992, 1995). A. abran
reprodukdljuk Coxeter (1998) abrajat,sazbran pedig Escher Circle Limit lll. cith
metszetét. Coxeter (1979) egy cikkben visszatée armetszetre és feltarta annak
kapcsolatat a nemeuklideszi geometriaval.

4. abra. Coxeter hiperbolikus 5 abra. Escher Circle Limit Ill.
geometriai mozaikabraja cimii metszete

Egy mésik, hiperbolikus geometriaval kapcsolatégsikotéas a berlini Conrad Pelthier
munkaja. Ennek alapjaul Reynolds (1993) cikke sAblgmelyben a szebz a
hiperbolikus geometria egy hiperboloidon megvatisimodelljét irja le. A kép
Stillwell (1996) konyvének boritdlapjan is lathato.

Végul megemlitjilk, hogy az Amerikai Egyesilt Alladerkeley (Kalifornia)
egyetemén fikodé Mathematical Research Institute (MSRI) intézetenmég egy
matematikai szobrot készittetett, melyet annak tédvallitottak fel. A szobor Felix
Klein an. kvartikus gorbéjét abrazolja és cime: gThightfold way”. A szobor
talapzatan a hiperbolikus geometria korlap modelljg¢z szines cserépmozaikot
rakattak, mégpedig a magyar Biczd Lajossal, arréélanve, hogy a hiperbolikus
geometria egyik felfedépe magyar ember volt. A szoborrél egész konyvedkirt
Lévy (2001) szerkesztésében.

Az axiomatikus gondolkodasrol

A matematika torténetében a nemeuklideszi geomeleith az el§ olyan
ellentmondasmentes, zart, logikai rendszer, mehcsnikozvetlen kapcsolatban a
valésaggal. Megalkotasa a fizikai valésagbol indkilt &m 6nall6 matematikai
elméletté valt. Ezzel nem az kdvetkezett be, hdiglmazhatatlanna valt volna,
hanem éppen ellenkéeg, lehetvé vAalt, hogy matematikusok, fizikusok,
szamitastechnikusok és méasok felhaszndljdk, alkaiéka a problémak nagy
sokasagara.

A nemeuklideszi geometria nem az egyetlen onalltematikai elmelet, mely Bolyai
idejében keletkezett. A XIX. szazad kézepén Anglidlés Irorszadgban megsziletett
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az absztrakt algebra, vagy ahogyan abban &@zeid nevezték, szimbolikus algebra.
Méar a szazad elején a matematikusok szabadon weégediveleteket valés és
komplex szamokkal, anélkil hogy akarmelyik, kivélftken pedig a komplex szamok,
rendelkezett volna mai értelemben vett egzakt matikei megalapozassal. Ez
szlkségessé tette, hogy dwvmleti szabalyok (asszociativitds, kommutativitéls.)s
vilagos, attekinthétrendszerbe legyenek foglalva. Egyiilep az is felvetdott, hogy

a miveleteket kiterjesszék, pl. lehetséges legyen empitip valés szamnak valés
hatvanyra emelése. Szimbdélumokkal szamoltak, &gatdbalyok betartasdval. Az is
felvetbddtt, hogy ezeket a szabalyokat elvontan tekintsék, csupan szamokra
vonatkoztassak.

A szimbolumok szerepét a matematikai gondolkodasbem Kant is targyalta
miiveiben. Lambert az euklideszi XI. axiomat a todibiisztan szimbolikusan akarta
levezetni (1786, § 11).

George Peacock (1791-1858) Cambridge matematikéstbb az Ely katedralis
dékanja volt az etsAnglidban, aki a matematikai manipulaciok megataisanak a
szilkségességeét felvetette. Nem szoritkozott abidgee a problémat kiterjesztette a
differencialszamitasra is. Az algebranal maradvandan Gregory (1813-1844) a
kovetked jelents személyiség a szimbolikus algebra |étrehozasabidspontjat
egy 1840-Bl szarmazo rivében az alabbi modon jellemzi: ,A szimbolikus &lge
annak fényében tekintem, hogy az &veletek kombin4ciéinak a tudomanya, nem
annak természete altal, hogy azok mik és mit eregierhek, hanem azok altal a
torvények &ltal, amiknek engedelmeskednek”. Az aigetehat eltvolitottak attdl,
amire korabban hasznalték, a pozitiv valés szamaolkdté miveletek6l, pontosabban
sz0lva, kiterjesztették a hatokorét.

A kovetked fontos Iépést De Morgan (1806—-1871) tette niegolt az el$, aki az Uj
algebranak a logikaban vald alkalmazasat felvetelile szarmaznak azok a
szimbolikus logikai operaciok, amelyeket De Morgan«nyeknek nevezink.

Az ir szd&rmazasu Hamilton (1805-1865) algebrai thwmsu eredményei korll a
komplex szamok egzakt megalapozasat és a kvatefogatmanak a megalkotdsat,
elméletének a kiépitését kell megemlitenink. (Atdwadkrol sz6l6 mivét megkuldte
Gaussnak és hasonl6 valaszt kapott, mint BolyaasJaa Appendixre.)

George Boole (1815-1864) munkassaga ésetban 1854-ben kdzreadott The Laws
of Thought cini kdnyve a kovetkeéy melyet a felsoroldsban megemlitink. A
nevéhez iz6dé algebrat szinte mindenki ismeri, alkalmazasa aematikaban, a
logikaban, az aramkorok elméletében stb. igersjbkirt.

Arthur Cayley (1821-1895) és James Joseph Sylvé$8¥4—-1897) ebsorban a
matrixelmélet és a csoportelmélet megalkotasavtll nészt a brit algebrai iskola
tevékenységében.

Absztrakt geometria, absztrakt algebra stb., a mati€a tehat most mar nem szol
semmi konkrétumrdl, csak elvont struktarakrol? Evalt volna a matematika sulyos
problémak megoldasa utan? Csak absztrakt matenvatikés a valésaghoz nincs mar
semmi kbze? Nem éfrvan sz6. A matematika médszere azonban abbahagy a
valésagos objektumokat matematikai objektumokkjditesitjuk, modellt alkotunk,
€s azon belll oldjuk meg a matematikai problémakatalésaghoz azonban vissza
kell térnlink. Eredményeinket alkalmaznunk kell,&rinkdbb, mert az Uj gondolatok,
modellek, strukturak keletkezésének ez adelfforrasa. Persze vannak félresiklasok,
ezek korul nagy vita folyik. Erdekes vitacikk pé&dd@hom (1971) munkaja, melyben
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a valdsagtol elszakadt matematikai alkotdsokat éélssigosan absztrakt oktatasi
maodot birdlja.

A XIX. szazad kbzepén nem csak a matematikabéeoditt fel az axiomatikus
modszer alkalmazdsa. Az axiomatizalasi &z mas nbddgokra is atterjedt. Az
axiomatizalas a fizikaban persze nem szamitotoigghak, most azonban, megtep
mdbdon, a mérnokok is egzakt alapokra akartak helyegy-egy niszaki tudomanyt
azok axiomatizalasa révén. Ennek az iranyzatnakjélés képvisdlie a német
Ferdinand Redtenbacher (1809-1863) és a svajcizHRauleaux (1829-1905). A
valtozokat és a lehetséges mozgasokat rendszeremékataroztak egymashoz valé
viszonyukat és a mechanizmusokkal kapcsolatbalekéteis bizonyitottak. Ennek az
elméletnek a gyakorlati hasznat abban agbéth ugyan megkéégeleztek, am
alkotoikat segitette j mechanizmusok konstruk&idia(l. S. Brentjes, 1882).

Az axiomatikus gondolkodasnak vannak korlatai iz. égyiket ezek kozul Godel
(1931) fogalmazta meg hires tételében. Godel bepimmtta, hogy minden, elég
altalanos feltételeknek eleget éemxiomarendszeren belil megfogalmazhatd olyan
probléma, mely sem igefén, sem tagaddlag nem valaszolhaté meg. Erre Eiddei

V. posztulatumanak probléméja a legklasszikusaldepé

Mas természétkorlatot jelent az, hogy a matematikusok hajlarkdstiek arra, hogy
csak axiomarendszerek kinalta problémakkal fogladinak és megfeledkezzenek az
elméleteknek a valdsaggal val6é kapcsolatardl. Eyelekes gondolatokat olvashatunk
erdl Von Mises (1957) konyvében. E kérdéskor kifejtésgégy masik cikkben tériink
majd vissza.

Az axiomatikus gondolkodas és feladatmegoldas antdahyt alkalmazok mindennapi
kenyerévé valt. Amikor egy probléma megoldasdhozzéimgunk, 0sszedjtjik
valtozéinkat, allandodinkat, meghatarozzuk ezek kalatat, €s ha matematikai jelieg
problémardél van sz6, akkor egy eljarast, algoritnsisnegalkotunk, vagy egys#en
csak felhasznélunk. A feladatok megolddsa azonlk@n ember-gép rendszerrel
torténik, a gép ma elektronikus, digitélis szaméyget jelent. A legegyszésb gép,
melyet 6sidok 6ta felhasznalnak, a ké@2s a vonalz6. Ezek tulajdonképpen analog
gépek. Amikor egy geométemalamilyen geometriai objektumot megszerkeszt, akko
azt az ember-gép rendszert hasznalja fel, amelgbgép a kor& és a vonalzo. Az
abakusz, majd kébb Pascal, Leibniz, Babbage, Zuse szamitégépgiofte, 1981)
egyre bonyolultabb feladatok megoldasat tettékttelieegyre hatékonyabban. Ma
mar az 1946-ban megsziletett ENIAC (Electronic Nica¢ Integrator and
Computer) el§ elektronikus szamitogép nagy teljesitménytodait hasznaljuk
feladataink megoldaséra.

A modern feladatmegoldasnak ez a technikdja ma amadpatékonyan tikddik.
Ebben, mint emlitettik, alapwen fontos momentum az axiomatikus gondolkodas,
ugyanis minden egyes feladatot egy-egy axiomaremdszirunk le. Az axiomatikus
gondolkodas széles Koelterjedése egyike azoknak, amiket Bolyai Janasdalima
eredményezett.

Bolyai Janos munkassaga tehat nem csupan a geébaetyia matematika egészében,
a filozéfiaban és a kultartérténetben hozott tjanem utat nyitott a feladatmegoldas
Uj szemléletmddja szaméara is.
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