TANACS JANOS

AMI HIANYZIK BOLYAI JANOS
APPENDIXEBOL - ES AMI NEM

A BOLYAI-FELE ,,PARALLELA” TERMINUS

FILOLOGIAI ES SZEMANTIKAI REKONSTRUKCIOJA

TEMAVEZETO: MARGITAY TIHAMER HABILITALT DOKTOR

BME GTK FILOZOFIA ES TUDOMANYTORTENET TANSZEK,

BUDAPEST, 2004



Nyilatkozat

Alulirott, Tanacs Janos kijelentem, hogy ezt a doktori értekezés magam készitettem ¢és abban
csak a megadott forrdsokat hasznaltam fel. Minden olyan részt, amelyet sz6 szerint, vagy
azonos tartalomban, de atfogalmazva mas forrasbol atvettem, egyértelmiien, a forrés

megadasaval megjeldltem.

Budapest, 2004. oktober 14.

Tanacs Janos

alairas

Az értekezés birdlatai és a védésrol késziilt jegyzokonyv a késdbbiekben a Dékani Hivatalban

elérhet6k.



Tartalomjegyzék

ABRAK ES TABLAZATOK JEGYZEKE 5
KOSZONETNYILVANITAS 6
BEVEZETES 8

FELFEDEZHETO-E EKVIDISZTANS-ELMELETI ALAPON A NEM-EUKLIDESZI

GEOMETRIA? 12
Horror aequidistantiae — avagy a ,,parhuzamosok problémajanak” torténetétdl a nem-cuklideszi
geometria torténetirasaig 13

2.1 A ,,parhuzamosok problémaja” 13
2.1.1 A ,,parhuzamosok problémaja” az Elemekben 15
2.1.2 A probléma fogalmi oldala az Elemek Elsé kényvében 17
2.1.3 A megoldasi torekvéseket kisértd fogalmi hiba 20
2.1.4 A parhuzamosok ekvidisztans-elmélete 28

2.2 A nem-euklideszi geometria ekvidisztans-alapu felfedezhetetlensége

szemantikai tézise 30

A BOLYAI JANOS-FELE ,PARHUZAMOS” STANDARD NEZETENEK

REKONSTRUKCIOJA ES CAFOLATA 37
A Bolyai Janos-féle ,,parhuzamos” Standard Nézetének rekonstrukcioja 38
3.1 A Standard Nézet: egy felfogas rekonstrualasanak nehézségei 38

3.2 A Standard Nézet magéért beszél 40

3.3 Egy a Bolyai-féle parhuzamossag, de ezer a ruhaja? 48

3.4 A Standard Nézet nemzetkozi vetiilete 61

3.4 A Standard Nézet nemzetkozi vetiilete 61

3.5 A Standard Nézet 6sszegzése 66

A Standard Nézet cafolata — az elveszett ,,paralella” 68
4.1 Elokésziiletek — a ,,parhuzamos” sz6 nyomonkovetése 68

4.2 A ,parallela” terminus rovid matematikatorténeti etimologiaja 71

4.3 A ,parallela” hasznalata a Bolyaiaknal az Appendix megjelenése elott 80

4.4 Az Appendix els6 paragrafusanak ,,parallela”-jara varva 81

4.5 Az Appendix 0j ruhai 82



Lehetséges ellenérvek és megmentési kisérletek — kontrakra rekontrak

5.1 Els6 kisérlet: a hdromvonalas jel, mint a Bolyai-féle ,,parallela” jele

5.2 Masodik kisérlet: a haromvonalas jel, mint az aszimptoéta vagy aszimptotikus
egyenes jele

5.3 Harmadik kisérlet: a haromvonalas jel, mint az aszimptotikus paralléla jele

5.4 Negyedik kisérlet: az els6 nem metsz6 egyenes, mint a Szasz Karoly-féle
elpattano egyenes vagy legkozelebbi parallela

5.5 Otodik kisérlet: az Appendix fiiggelék-jellege

5.6 Hatodik kisérlet: az ,aszimptotara” utald labjegyzet-hivatkozas az

Appendixben

A MEGTALALT ,PARALLELA”
A Bolyai-féle ,,parallela” az Appendixben
6.1 Bolyai Janos ,kijelelési szigortisaga”
6.2 Az Appendix felemas nyelvi szigortisiga: a nem-euklideszi geometria 1j
fogalmai és jelolései
6.3 A kétvonalas jel, mint a Bolyai-féle ,,parallela” jele
6.3.1 Az Appendix jelmagyarazata
6.3.2 A parhuzamossag kétvonalas jelének tradicionalis hasznalata
6.3.3 A kétvonalas jel és a ,,parallela” a Bolyai Farkas-féle Tentamen
jelmagyarazataban
6.3.4 A ,parallela” megkeriil
6.4 A Bolyai-féle ,,parallela” értelme

OSSZEGZES

FORRAS- ES IRODALOMJEGYZEK

FUGGELEK

87
87

91
93

96
101

106

113
114
117

120

127

127

128

130

132
138

140

146

160



Abrik és tablazatok jegyzéke

1. tablazat. A ,,parhuzamosok problémajanak” néhany jellemz6 megoldasi kisérlete..............c.oo........ 26
2.tablazat, KEPVISEIOK €8 ICITASOK ....veivuieiieiiieiieieeiteitest et e et ere et e et e e reesteestaesevesebessseesseesseessaessnens 55
3. tablazat. Képviselok és allaspontvaltozatok L............ccceecvieviieriiinienieiie e 60
4. tablazat. KépviselOk és allaspontvaltozatok IL. ..........ccvevvieriieiiiiiiiiieiecceeeree e 65
5. tablazat. A ,,parhuzamosok problémaja”: szerz6k €s mUicimek ...........ccceevvievciieiniieiiiecie e 73
6. tablazat. Az Appendixben hasznalt ragozott matematikai szimbOIumok ...........cccceevvvevviercieeinnnenns 137
1.4bra. Az abszolut és a hiperbolikus geometria parhuzamossag-meghatarozasaihoz..............c........... 50
2. abra. 4 Bolyai Janos-féle Appendix els6 paragrafisa..........coceeceeeiierienienieiie e 81
3. abra. Az Appendix els6 paragrafusanak Toth Imre-féle atliltetése .........oocvvvveiiereeniieniienieeieeeee, 83
4. abra. A haromvonalas Jel TEAELE ..........cceerierieriiiiiee ettt ettt 94
5. abra. Az elpattand EZYENESEK .......c.ceiiiriiirieiii ittt ettt ettt st ettt enaee 98



Koszonetnyilvanitas

Els6ként Doczi Tamasnak, altalanos iskolai matematikatandromnak tartozom koszonettel — ez
egyben ¢kes bizonysaga annak, hogy az altalanos iskolai tanitds soran szerzett élmények
meghataroz6 szerepet jatszanak az érdeklodés késobbi alakulasa szempontjabol. Kramli
Gyorgynek, kozépiskolai tandromnak pedig azért vagyok halds, mert els6ként mutatta meg
szdamomra, hogy a miiveltség ¢s a vilagra vonatkoz6 ismeretek nem igazodnak sem
diszciplinakhoz, sem végzettséghez, még ha a kelld6 mélység elérése érdekében olykor nincs is
jobb eszkoz keziinkben, mint a valamilyen modon valo tagolas.

Koszonettel tartozom tovabba az ELTE TTK Tudomanyfilozéfia és Tudomanytorténet Tanszek
munkatarsainak — Kampis Gyorgynek, Rédei Miklosnak, Ropolyi Laszlonak, Szegedi Péternek —,
illetve a History and Philosophy of Science Colloquium szervezdjének, E. Szabo Laszlonak az
érdeklédéstikben kifejez6dé tudomanyos tdmogatasért és biztatasért. Nem csekély halaval
tartozom Nyiri Kristéfnak és a MTA Filozofiai Kutatéintézetének a fiatal kutatdi 6sztondij altal
megteremtett — a tovabbiakat alapveten befolyasold — lehetdségért. Bar csupan egy évig lehettem
tagja a Kutatointézet Tudomanytorténet €s Tudomanyfilozofia Csoportjanak, mégis sokat
koszonhetek az itt toltott idonek. A csoportban toltott periddus legjobban talan azzal a mindvégig
nem muldé megilletddottséggel jellemezhetem, hogy egyiitt dolgozhattam ¢és tanulhattam Laki
Janostol, Benedek Andrastol és Székely Laszlotol. Székely Laszlonak ezen tul azért pedig abban
is addsa vagyok, mert altala ismerkedtem meg a természettudomany, a modern fizika jelentOs
eredményeinek tudomanyfilozofiai és —torténeti szemléletii targyalas- és feldolgozasmodjaval.
Pall6 Gabornak a Recepcio és kreativitas projektbe torténd beszervezésért, Békés Veranak pedig a
filologia felé terelgetésért is koszonettel tartozom.

Az értekezéshez vezetd kutatdsi folyamat kiilonb6z6 periddusaiban az OTKA, az OKTK, az
NKFP, valamint a Bolyai Kutatasi Osztondijbizottsig tdmogatott. Az MTA Rényi Alfréd
Matematikai Kutatointézete Konyvtaranak — kiilon is Karacsony Agnesnek —, az MTA Filozofiai
Kutatointézete Konyvtaranak, az MTAK Konyv- és Folyoiratgytijteményének, az MTAK Bolyai-
gyljteményének és az MTAK Mikrofilmtaranak, a BME-OMIKK Ko6zponti Konyvtaranak —
kiilon is Biacs Péternének és Nagy Gézanénak — és a BME-OMIKK Tarsadalomtudoményi

Olvas6janak — kiilon is Melis Sandornénak ¢és Sarkozi Jozsefnénak és —, valamint a szegedi
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Somogyi Kényvtarnak és mindezen konyvtarak konyvtarosainak nem sztin6 segitokészségiikért és
tiirelmiikért vagyok halas.

Halaval tartozom szamos didkomnak, mindenek el6tt a PPKE Prohaszka Miihely
Szakkollégiumanak, hogy a tanitds lehetdségének megteremtésén keresztiil lehetové tették
szamomra az itt eléadott gondolatok megalapozasat és tisztazasat.

A latin nyelvi alapokbol torténd felzarkoztatasért és a nyelvi konzultaciokért Szabd Marinak
tartozom koszonettel; Bernath Istvannak pedig azért, hogy rairanyitotta a figyelmemet a forrasok
fizikai és nyelvi hozzaférhetésége jelentoségének. Ez utdbbi ugyanis eredeti kutatisi tervem
jelentds, de gyiimolcs6z6 megvaltoztatasdhoz vezetett. Steiger Kornél, Maté Andras és Forrai
Gabor figyelmével tiintetett ki, és ez nem kevés biztatast jelentett szamomra.

To6th Imrének és Vekerdi Laszlonak az itt kifejtett gondolatok és eredmények el6zményeirdl adott
pozitiv értékelései, valamint tudomanyos tdmogatasuk elvitathatatlan szerepet jatszott az
értekezéshez vezetdé kutatdsi folyamatban, a tudomdanyos kritikaval szembeni attitiidjeik
egyszersmind, legjobb igyekezetem szerint, mértékiil is szolgalnak szamomra.

A BME Filozofia és Tudomanytorténet Tanszékén kollégdimnak ¢és munkatarsaimnak —
Kerékgyarté Bélanak, Martin Endrének, Palotai Janosnak, Szabd Imrének és Varnai Andrasnak —
a szellemi atmoszféraért és azért az értékrendért tartozom kdszonettel, amely mindvégig hattériil
¢s kiindulasi alapul szolgalt szamomra. Kiilon szeretném kiemelni Zentai Istvant, akinek a fizika
és a kozmologiai filozofiai kérdéseirdl sz6ldo kurzusai csalogattak e tanszék szellemi
vonzaskdrzetébe. Kovesi Zsuzsa és Molnar Miklosné szamos esetben vett le rolam terhet, ily
moédon jarulva hozza a kutatasom elérehaladasahoz.

Az értekezés korabbi valtozatdhoz flizott alapos megjegyzéseikért Margitay Tihamért, Lang
Benedeket, Zemplén Gabort és Binzberger Viktort illeti kdszonet.

Doktorandusz-tarsaim, Demeter Tamas és Faragd Péter kezdettdl fogva tdmogattak és nem egy
esetben motivaltak.

Kutrovatz Gabort, Lang Benedeket és Zemplén Gabort mar eddig is tobb helyiitt meg kellett volna
emlitenem, am hadd alljon csak itt nevilk kiilon, csupan azt kiemelve, hogy az altaluk
megteremtett kozeg és kozosség nélkiil, egyediil, aligha késziilt volna el e mii.

Fehér Martat és Margitay Tihamért sokkal inkabb mestereimként, mint a személyteleniil hangz6
téma- ¢és programvezetdimként szeretném megemliteni. Szeretném megkdszonni kritikai és
tamogaté segitségiik, biztatasuk €s bizalmuk szamomra idealis keverékét.

Mivel, Rilkével szolva, minden kutatds csak azutan lehetséges, hogy az ¢élet elobb metafizikai
értelemben lehetségessé valt, ezért csalddomnak és barataimnak is kdszonettel tartozom. Végiil

pedig koszonet illeti Paradi Nellit, tiirelméért, segitségéért és mindenért.



Elso fejezet

Bevezetes

,.Es valoban, a nélkiil, hogy el nem drulnék gyengénket és gyenge
jellemiiecknek nem mutatkoznank, [a Gauss-féle indokokat — T.J.]
sohasem hozhatjuk fel annak megokoldsara, hogy, az ilyen még
homalyos targyakra vonatkozo bevalt sajat munkainkat miért
tartjuk vissza.”

»Mi mas egyébrél van sz6 a tudomédnyokban, mint épen arrol,
hogy a homalyos dolgokat tisztizzuk, és azt a mi hianyzik,
eloteremtsiik? Ha GAUSS nem volna errdl ép tigy meggy6zodve és
athatva, mint az alulirott, és e kérdésre valo valasza kétkedobb
volna, akkor hasonlé okbol még szamosat kellett volna elrejtenie
tobbi kivaldé munkai koziil. Hisz maga is ugy nyilatkozott egyik
munkajardl (a Disquisitiones arithmeticaer6l), hogy azt egész
Eurdpaban akkor csak hat matematikus értette meg.”'

Bolyai Janos

Az értekezés 1ényegében egyetlen kifejezés jelentésének filologiai, torténeti és szemantikai
eszkozoket felhasznalo rekonstrualasara tesz kisérletet. Ez a terminus nem mas, mint a Bolyai
Janos-féle ,,parhuzamos”. A vizsgalodas azt igyekszik majd kideriteni, hogy mit jelenthetett
Bolyai Janos szdmara a ,,parhuzamos” kifejezés — vagy pontosabban az a terminus, amely a
»parhuzamos” torténeti elddjeként azonosithatd, és amely helyett mi is hasznaljuk. Ezzel
Osszefiiggésben a tudomanyos kivancsisag két dologra iranyul. Egyrészt, hogy Bolyai vajon
hol, masrészt hogy milyen <értelemben hasznédlja {6 miivében, az Appendixben a
parhuzamosnak megfeleld kifejezést?

A, parhuzamos” fogalma értelemszerlien koOzponti szerepet jatszott abban a
problémahalmazban, amely a ,,parhuzamosok problémaja” néven hiresiilt el, ¢s amely végiil a
Bolyai-Lobacsevszkij-féle nem-euklideszi geometria cimke alatt Osszefoglalt matematikai
elmélet felfedezésével negativ megoldast nyert. A ,,parhuzamos” terminus azonban nem
csupan a ,,parhuzamosok problémaja” torténeti folyamatanak kitiintetett terminusa, hanem az

elézményekben jatszott szerepébdl fakaddan az ujonnan felfedezett és megalkotott nem-

' Bolyai Janosnak a Janos féherceghez irott folyamodvanya 1832. méjus 3-i keltezésii fogalmazvanyabol
(Stackel 1914: 231).



euklideszi geometrianak is. Ez a Bolyai-féle ,,parhuzamos” elétérbe allitasat, pontos helyének
¢s jelentésének rekonstrudldsat onmagaban is indokolja. E szerep kozponti jellegének
rogzitésével elvileg lehetségessé valna, hogy figyelmiinket kozvetleniil, lényegében az
elézmények taglalasa nélkiil is a Bolyai-féle ,,parhuzamos” rekonstrukcidjara 6sszpontositsuk,
meghagyva ezzel a teret azon munkak szdmara, amelyek az elézményeket a maguk indokolt
részletességében ¢€s alapossagaban targyaljak. Jelen esetben nem a dolgozat torténeti
jellegébdl fakad, hogy mégsem eszerint célszerli eljarnunk, hanem abbol, hogy az elézmények
altal kirajzolodd kép a matematikatorténet-irast jelentds mértékben befolyasolni latszik a
nem-euklideszi geometria fogalmi-terminoldgiai rendszereinek megfigyelésekor, szemiigyre
vételezésekor €s értékelésekor. Ahhoz, hogy kivehetévé valjon, hogyan és miért gyakorol
hatast a nem-euklideszi geometria torténetirasara a ,,parhuzamosok probléméjanak™ torténete
altal sugallt kép, elsd 1épésben a probléma lényegét ¢és a kérdés fogalmi vetiiletét kell majd
attekintenilink. Ez egyfeldl lehetévé teszi annak a szemantikai tézisnek a megfogalmazasat,
amelynek az értekezés eredményei tételesen ellentmondani latszanak. A ,,parhuzamosok
problémdjanak™ torténete altal sugalmazott szemantikai felfedezhetetlenségi tézis — a nem-
euklideszi geometria felfedezhetetlensége a ,,parhuzamos” terminus ,.ekvidisztdns”
értelmének a ,,nem metszd” jelentéssel szembeni elényben részesitése esetén — jeloli ki azt a
hatteret, amely az értekezés eredményeit még plasztikusabba teszi. Ez, masfeldl, szoros
Osszefiiggésben van az értekezés onmagan tulmutato tétjével.

Az a kérdés ugyanis, hogy Bolyai mit is értett a ,parhuzamoson”, illetve a neki
megfeleltethetd elddkifejezésen, perdontd azzal kapcsolatban, hogy a Bolyai- és a
Lobacsevszkij-féle geometria fogalmi-terminologiai rendszereit mennyiben tekinthetjiik
egyezének vagy mennyiben kell kiilonbozének tartanunk. A kifejlett, fogalmilag ¢és
terminologiailag kidolgozott, majd kozzétett Bolyai- ¢és Lobacsevszkij-féle geometria
egyezése vagy kiilonbozdsége vizvalasztd az olyan kérdések szempontjabdl, hogy 1ényegében
egyez0 vagy inkabb alternativ fogalmi rendszerekrdl kell-e beszélnlink? Fel kell-e vetniink a
tudomanyos elméletek kozotti valasztas problémajaval parallel médon a matematikai fogalmi-
terminolodgiai rendszerek kozotti valasztds problémajat? Kell-e kutatnunk azutan, hogy hol,
mikor és hogyan, milyen szempontok szerint tortént a széba jovo alternativ fogalmi-
terminologiai rendszerek kozotti valasztas? Vagy netalan e kérdések azért nem meriilnek fel,
mert a két felfedezd fogalmi rendszerének egymadssal, illetve a nem-euklideszi geometria
modern eldaddsmodjaval vald egyezésébdl fakaddan nem vethetdk fel épkézlab modon?

Masfeldl a Bolyai- és a Lobacsevszkij-féle geometria fogalmi rendszereinek egyezése vagy



kiilonbozbésége a maguk tényleges megformaltsagaiban kulcsfontossagli abbol a szempontbol
i1s, hogy milyen szemantikai felfogast allithatunk a fogalmi rendszerek megalkotdsanak
folyamata mogé? A folyamat, amelyrdl itt sz6 van, a torténeti (tehadt nem a modern logikai-
matematikai) értelemben vett euklideszi geometria fogalmi rendszerébdl a Bolyai-féle, illetve
a Lobacsevszkij-féle nem-euklideszi fogalmi rendszerbe vald atmenet. Az, hogy milyen vagy
melyik szemantikai elmélet képes helyesen leirni ezt a folyamatot, nyilvanvalé médon fligg
attol, hogy hogyan fest az, amit le kell irnia. Magétol értetddd mddon mas szemantikai
elmélet passzol ahhoz a folyamathoz, amelynek végeredményeként az egymastol fliggetleniil
dolgozo felfedezok egyezd fogalmi-terminoldgiai rendszert alakitottak ki, és nyilvan
masmilyen elmélet illik hozz4, ha a fogalmi rendszerek, mint kimenetelek lényegesen
kiilonboznek. A torténeti értelemben vett euklideszi geometria fogalmi rendszerébdl a Bolyai-
féle, illetve a Lobacsevszkij-féle nem-euklideszi fogalmi rendszerbe val6 dtmenet a fogalmi
kiterjesztés, fogalmi altalanositds, jelentésvaltozas terminusaiban is megfogalmazhato. A
kérdés igy fogalmazva az, hogy szamolnunk kell-e vele, hogy a matematikai fogalmi
kiterjesztés lényegesen eltéré fogalmi-terminoldgiai rendszerekre vezet? Vajon az
individualisan és egymastol fliggetleniil megvalositott fogalmi altalanositds — ha szeretnénk
neki értelmet adni azon az dnmagédban semmitmondé értelmen til, amely miatt mindenféle
valtozast belesdporhetiink a ,,fogalmi altalanositas™ kategoridjaba —, kozosségileg dsszetartd
folyamat-e jol egyezd végeredményekkel, vagy inkabb széttarté és Iényegesen kiillonb6zo
fogalmi rendszerekhez vezet6-e? Vajon a matematikai fogalmak jelentéseinek megvaltozasa
milyen mértékli és milyen jellegli egy ilyen folyamatban? Vagy olyan mértékii-e, amely
komoly fogalmi-terminoldgiai kiilonbségeket ¢és esetleg kommunikaciés nehézségeket
eredményezhet, vagy netaldn olyan csekély mértékii, hogy fel sem kell vetniink a
kommunikécido nehézségének kérdését? Leirhatd-e ez az atmenet az érintett terminusok
jelentéseinek megvaltozasa nélkiil? Ha pedig nem, akkor milyen szemantikai mechanizmust
allithatunk az egész mogé, amely éppen ilyen mértéki és jellegii jelentésvaltozast enged meg?
Az ilyen jellegli kérdések Thomas Kuhn nagyhatdsu miive, 4 tudomanyos forradalmak
szerkezete 4ltal kivaltott vitak ota allnak a tudomanyfilozofiai vizsgalodasok homlokterében.’
Az értekezés nyilvan nem vallalkozhat az iménti kérdésekhez kapcsolodd bdséges irodalom

attekintésére, mindazonaltal fontos jeleznem, hogy e kérdések képezik az értekezés tézisei €s

? A jelentésvaltozas (meaning variance) és kapcsolt problémainak attekintését, valamint jelentéselméleti hatterét
lasd Fehér (1983). A matematikafilozofiaban és —torténetben a Kuhn altal motivalt vitakat Gillies (1992) kétete
foglalja 6ssze. Az irasok a Dauben-Crowe vita koré szervezddnek. E vitat Crowe azon tézise robbantotta ki,
hogy ,,a matematikdban soha nincsenek forrdalmak” (Crowe 1992: 19).
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eredményei szamdara azt a tagabb kontextust, amelybdl jelentdségiik, relevanciajuk
megitélhetd. A disszertacid a jelen korilmények kozott csak arra vallalkozhat, hogy a
dilemmak alapjat képezd tovabbi kérdések Bolyaira vonatkozé felét megvialaszolja,
nevezetesen, hogy mit is értett Bolyai a ,,parhuzamos”-on, vagy mi tekinthetd a ,,parhuzamos”
Bolyai-féle értelmezésének, és hogy hogyan is fest ténylegesen a Bolyai-féle fogalmi-

terminoldgiai rendszer.
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Els6 rész

Felfedezheto-e ekvidisztans-elméleti

alapon a nem-euklideszi geometria?
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Masodik fejezet

Horror aequidistantiae — avagy a

r e rs

sparhuzamosok problémajanak” torténetetol a

nem-euklideszi geometria torténetirasaig

2.1 A ,,parhuzamosok problémaja”

A matematikatorténet-irds berkein beliil a ,,parhuzamosok problémajanak”, mint torténeti
jelenségnek létezik egy standard és egy nem standard felfogésa. A hagyomanyostdl eltérd
allaspont szerint az euklideszi Elemeket, azon beliil pedig az Elsé konyvet sokkal inkabb a
»parhuzamosok probléméjanak” megoldasaként, mintsem a probléma gyokereként kell
értékelniink. Toth Imre amellett érvel, hogy a ,,pdrhuzamosok problémaja” torténetileg nem az
Elemek 6todik (parhuzamossagi) posztulatuma® kapcsdn és utdn kibontakozott polémiaval
vette kezdetét, hanem az Elsé kényv felépitését figyelembe véve magat az Elemeket kell a
kérdés adott koriilmények kozott 1étrejott sajatos, korabeli megoldasaként latnunk (Toth 1965,
1967, 2000b, 2002: 9-11, 17-23, 32-6). Eszerint az 5. posztuldtumnak az Elemekben betoltott
szerepe, az Elsé konyvnek az 6todik (parhuzamossagi) posztuldtum szempontjdbdl sajatos
felépitése, valamint a corpus aristotelicumban lappangd, Toth altal filologiailag feltart
szovegek, ¢és e szovegek kontextusdnak értelmezése egyiittesen a parhuzamosokkal
kapcsolatos probléma vildgos felismerését, a megoldasi kisérletek iranyat ¢és az elért
eredményeket mutatjak.

Ugy tiinik azonban, hogy az Euklidészt kovetd torténeti hagyomanyban nincsenek jelen azok
az anti-euklideszi (kontra-euklideszi) eredmények, amelyek miatt Toth érvelése szerint az
Elemeket a probléma megoldasaként lathatndnk. A parhuzamossagot problematizaléd
Euklidész-kommentarok tehdt nem pertjrafelvételt jelentenek — a kérdést felvetd és

megoldasat kezdeményezd szerzOk szdmara az Elemek sokkal inkabb kiindulopont, mint

> Az 5. posztulatumot — annak ellenére, hogy a ,,parhuzamos” kifejezés a posztulitum szovegében fel sem
bukkan — szokas ,,parhuzamossagi posztulatumnak” illetve ,,parhuzamossagi axiomanak” is nevezni az Elemek, a
kommentarok, illetve a modern logikai-matematikai értelemben vett euklideszi geometria felépitésében jatszott
szerepe alapjan.
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allomés vagy a probléma megoldasa. A torténeti hagyomany szamara a ,,parhuzamosok
problémdja” ily médon az Elemekkel tabula rasa jon létre.

A torténetirds hagyomdnyos értelmezése szerint a ,,pdrhuzamosok probléméja” az Elemek
Elsé  konyvének szerkezetében rejlik, azonban csak FEuklidészt kovetden keriilt
problematizalasra, azaz a nehézségek tobbé-kevésbé vildgos ¢és  egyértelmi
megfogalmazasara. A probléma forrasa tehat Euklidész mive, torténete pedig a benne rejlé
problémat els6ként megfogalmazd kommentarokkal veszi kezdetét. Az Elemeket kovetd elsod
kommentéarokat a probléma megfogalmazasaiként és a megoldasara iranyuld kisérletek
kezdeményezdiként, a késObbieket pedig a problémat fenntartdé hagyomanyként
jellemezhetjiik (Toth 1998). Az értekezés szdmara a hagyomanyos értelmezés nyujtotta
perspektivat érdemes valasztanunk két, egymassal Osszefiiggd okbol is. Az egyik ok, hogy
alapjaban véve ez felel meg mind a probléma megolddsaval sikerteleniil kisérletezd, mind a
nem-euklideszi geometriat felfedezd geométerek nézdpontjanak. Szamukra (azaz a torténeti
emlékezet szamara) lényegében véve nem mutatkozott kdzvetleniil hozzaférhetd kapcsolat az
euklideszi Elemek 1étrejottét megeldzd iddszakkal — és igy a Toth altal rekonstrudlt anti-
euklideszi ismeretanyaggal sem. Ok ugyanis vallalkozasukat a hagyoményos torténetirasi
értelmezésnek megfelelden indokoltak: a ,,parhuzamosok problémaja” az Elemeket kdvetden
felmertilt kérdéseket és nehézségeket, azaz a hagyomanyos torténetirasi értelemben vett
,parhuzamosok problémajat” jelentette.! Az ezzel Osszefiiggd masik ok, hogy a
»parhuzamosok probléméja” torténetirasanak és a vele 0sszefliggd nem-euklideszi geometria
torténetirdsanak a folyamatrol alkotott képét éppen az a szoveghagyomany hatarozza meg,
amelyben nincs utalas a pre-euklideszi fejleményekre. Mivel a kovetkezokben azt kivanom
vazolni, hogy ,,parhuzamosok problémdjanak™ torténeti folyamatarol alkotott kép hogyan
befolyasolja a nem-euklideszi geometria torténetéhez vald viszonyulast, ezért elegendd arra
Osszpontositanunk, hogy a poszt-euklideszi fejlemények hogyan tevédnek at a torténetiras

sikjara.

* ,Maguk a nem-euklideszi geometria megalapitoi tokéletesen indokoltnak lattik vallalkozasukat a
parhuzamosok nyilt, még megoldatlan, de megoldasra var6 problémdjanak jelenlétével motivalni. Ez a
szubjektiv biografia pszichologiai sikjan kétségbevonhatatlanul helyes motivacido azonban az irodalomban a
torténeti folyamat objektiv, sziikséges €s elégséges magyarazatanak rangjara emelkedett.” (T6th 2000c: 144-5).
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2.1.1 A ,,parhuzamosok problémaja” az Elemekben

A ,,parhuzamosok problémajanak” hagyomanyos torténeti értelmezése szerint Euklidész
Elemek cimii miivének FElsé kényve magaban hordja a ,,parhuzamosok probléméjanak”
magvat. A konyv felépitése azonban nemcsak a parhuzamossag kapcséan felvethetd kérdéseket
vetiti elére, hanem (kiilondsen modern szempontbol) a dolog 1ényegével kapcsolatos
kifinomult bandsmddot mutat, és igen mély, bar némiképp rejtett belatasokat tartalmaz. A
»parhuzamosok probléméjanak” kezelése az Elemekben akkor is mércét jelent, még a
hagyomanyos torténeti magyarazatokban is, ha a pre-euklideszi eldzményeknek nincs tovabbi
kozvetlen kihatasuk a késébbiekre (Kérteszi 1973: 14; Kulczycki 1961: 36; Torretti 1978: 42-
4, 379-80). A probléma a kovetkezOképpen vazolhato fel. Az Elsé kényv — a Heiberg-féle
standard kiadast alapul véve — huszonhdrom definiciobol, 6t posztulatumbol, kilenc
axiomabol, negyvennyolc tételbdl ¢és a tételek bizonyitdsdbol all. A parhuzamossag
szempontjabol kiemelt szerepe van a huszonharmadik definicionak (a parhuzamosok
definicidja), az 6todik posztulatumnak (parhuzamossagi posztulatum, tovabbiakban: OP) és a
huszonhetedik tétellel kezd6do szakasznak.

A 23. definici6 megadja a parhuzamos egyenesek, a ,,parhuzamossag” jelentését. A definicid
a kovetkezoképpen hangzik:

Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban vannak és mindkét oldalt

végteleniil meghosszabbitva egyiken sem talalkoznak. (Euklidész 1983: 46).

Euklidész tehat a parhuzamos egyeneseket egymast nem metszd (egymassal nem talalkozo)
sikbeli egyenesekként definialja, azaz, elliptikusan fogalmazva, a parhuzamossdgot nem
metszésként értelmezi.
Az 5. posztulatum a kovetkezoképpen hangzik:
Es hogy ha két egyenest igy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon keletkez6 belsd szogek
(0sszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes végteleniill meghosszabbitva

talalkozz€k azon az oldalon, amerre az (0sszegben) két derékszognél kisebb szogek vannak.

(Euklidész 1983: 47).

Euklidész meglehetdsen koriiltekintéen jar el az OP-vel kapcsolatban: a kovetelmény
tartalmat mindaddig nem hasznalja ki, amig arra a tételek bizonyitdsdhoz nincs valdban
sziiksége. A miiben a parhuzamos egyenesekkel a I 27— 31 tételszakasz foglalkozik, koziiliikk
azonban csak azoknak a bizonyitaséhoz hasznalja fel az OP-t, amelyek a posztuldtum igénybe

vétele nélkiil nem bizonyithatok. Igy kizarolag az I 29 és I 30 tételek levezetésekor
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tamaszkodik az OP-re, mig az I 27-28 és az I 31 tételek bizonyitasakor nem. Az I 30 tétel
bizonyitasakor természetesen mar nem kdzvetleniil az OP-re alapoz, hanem az ezt felhasznalo
1 29 tételre. Figyelemre mélto tehat, hogy Euklidész az / 29 utin sem tart igényt minden
esetben az OP-re vagy az OP-t tartalmilag egyszer mar kihasznalo I 29 tételre. igy az I 31
tétel a parhuzamossag tekintetében az 6t megeldzok koziil csupan az 7 27 tételre tamaszkodik.
Az 5. posztulatumot nem nélkiilozé elsd tétel tehat az Elemek Elsé konyvének 29. tétele,
mikdzben mar az Elemek I 27 és az Elemek I 28 is a parhuzamos egyenesekrdl szol. Mivel az
OP implikélja az I 29-et megelé6zé mindkét korabbi, szintén a parhuzamos egyenesekre
vonatkozo tételt, ezért Euklidész az OP segitségével minden tovabbi nélkiil levezethetné az
utdbbiakat is. Az is vildgos, hogy az OP segitségével a kdnyv némely korabbi tétele is
egyszeriibben, rovidebb uton bizonyithatoévd valna. Euklidész koriiltekintd eljarasa —
nevezetesen, hogy az [ 27-28 tételeket anélkiil bizonyitja be, hogy az 5. posztuldtumot akar
névleg, akar tartalmilag kihaszndlnd —, azt mutatja, hogy vannak az 5. posztulatum nélkiil
bizonyithatdo (modern szoéhasznélattal élve: az OP-t8l fiiggetlen) geometriai tételek és
tulajdonsagok. Sét: vannak a parhuzamos egyenesekre vonatkozo és az OP felhasznalasa
nélkiil (azaz OP-tél fiiggetleniil) bebizonyithat6 tételek.

Az I 27-28 mindenképpen, de valdjaban az I 27 tétel mar 6nmagaban is ugy értékelhetd, hogy
megmutatja: vannak parhuzamos (azaz: itt még csak nem metszd) egyenesek; az I 31 tétel
értelmében pedig ezek meg is szerkeszthetOk. Az [ 27 tétel tehat a parhuzamos (nem metszo)
egyenesekre egzisztencia-bizonyitast ad, mig az / 3/ a parhuzamos (nem metszd) egyenesek
konstruktiv ~ bizonyitdsdnak tekinthet6. A parhuzamos (nem metszd) egyenesek
egzisztenciajanak bizonyitdsidhoz és megszerkeszthetdségéhez tehat az OP (vagy valamely
kdvetkezménye) nem sziikséges, a mii 1 27-28 tétellel zaruld és OP-t8l teljesen fiiggetlen
szakasza pedig elégséges. Ily modon a 23. definicidra vonatkoztatva igazoléast nyer, hogy a
meghatdrozas altal posztuldlt nem metszé sikbeli egyenesek léteznek, kdvetkezésképp a
fogalom terjedelme nem iires.

A parhuzamossagi posztuldtum, illetve a segitségével bizonyitott 7 29 tétel funkcidja igy a
kovetkezd mdodon nyer értelmet: nélkiiliik nem lehet megmutatni a pArhuzamos egyenesek két
fontos (és ezaltal csak a modern logikai-matematikai értelemben vett euklideszi geometriara)
jellemzo tulajdonsdgat: az unicitast és az ekvidisztanciat. Bar az / 3/ megmutatja, hogyan
lehet megszerkeszteni legalabb egy parhuzamos (nem metszd) egyenest, de nem mutatja meg,
hogy egy és csak egy ilyet lehet. Az I 27 tétel megmutatja (vagy segitségével megmutathato),

hogy van legalabb egy parhuzamos (nem metszd) egyenes, de nem mutathatdé meg, hogy egy
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¢és csak egy ilyen létezik. Hasonloan: az I 27-28 és az I 31 tételek segitségével nem lehet
megmutatni, hogy a nem metsz6 egyenesek egymastol egyenld tavolsagra is helyezkednek el,
azaz Oket mindkét iranyban végteleniil meghosszabbitva tdvolsaguk mindvégig éllando
marad.

Modern szempontbol, anakronizmus nélkiil is, figyelemre méltdo, hogy az [ 27-28
parhuzamossagi tételek, s6t az 6sszes megeldzo tétel az tigynevezett abszolut geometria (a
Bolyai-féle abszolit vagy mas szohaszndlat szerint neutrdlis geometria) tételeinek korébe
tartozna, mig az [ 29-30 tételek a modern logikai-matematikai értelemben vett euklideszi
geometria tételének szamitandnak. Ezt kovetden az I 3/ szintén abszolut geometria tétel
lenne, az I 32 ¢és ettdl kezdve mind a (modern logikai-matematikai értelemben vett) euklideszi
geometria tétele. Az Elso konyv szerkezete tehat er6sen korrelal az abszolut és az euklideszi
geometriat megkiilonbozteté modern felosztassal.” A tokéletes egybeesést csak egyetlen tétel,
az [ 31 zavarja meg. Ez a koriiltekintd eljards a fogalmi oldalra is lefordithatd ¢és a
parhuzamossag  fogalmaval, a ,parhuzamos” jelentéseivel  Osszefiiggésben is

megfogalmazhat6.

2.1.2 A probléma fogalmi oldala az Elemek Elsé konyvében

Ahhoz, hogy a ,parhuzamosok problémajanak” fogalmi oldalan megjelend dilemmat
vildgosan lassuk, valamint hogy Euklidésznek (a késébbiek fényében méginkabb) kifinomult
eljarasat ebbdl az aspektusbol is értékelhessiik, vegylik ismételten szemiigyre a mi
parhuzamos egyenesekre vonatkozo szakaszat. Mivel az Elemek I 29 tekinthet6 az els6 olyan
tételnek, amely a modern értelemben vett euklideszi geometridnak is tétele volna, a
megeldzok pedig az abszolit geometria tételei lennének, ezért az 1 28—29 tételek kozott vonul
at az abszolut és a (parhuzamossagi axidmara épitett, modern értelemben vett) euklideszi
geometriat elvalasztd hatarvonal (Téth 1967: 12). Az euklideszi parhuzamossagi axiomat
felhasznald geometriaban a ,,parhuzamos egyenesek” nem csupan ,,nem metszé egyenesek”,
hanem egymastol egyenld tavolsagra elhelyezkedd egyenesek, azaz roviden: ,.ekvidisztans
egyenesek”. Minden parhuzamos egyenes egyben ekvidisztans egyenes, és forditva: minden
ekvidisztans egyenes egyben parhuzamos egyenes is. Az euklideszi parhuzamossagi axiomara

épitett (azaz a modern logikai-matematikai értelemben vett) euklideszi geometriaban a

> Az OP Elemekben betoltott szerepének, illetve Euklidész eljardsanak iménti bemutatisakor Toth
rekonstrukcidjat kovettem (Toth 1953: 265-9; u6.1967: 11-2; u6. 2000b: 48-54).
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»parhuzamos” ¢és az ,ekvidisztans” kifejezések felcserélhetok egyme’tssal6 abban az
értelemben, hogy minden, amit el lehet mondani a parhuzamos egyenesekrdl, el lehet
mondani az ekvidisztans egyenesekrdl is, és forditva. Azaz minden, amit be lehet bizonyitani
a parhuzamos egyenesekre vonatkozolag, be lehet bizonyitani az ekvidisztdns egyenesekre
vonatkozolag is, ¢s forditva. A ,parhuzamos” és az ,ekvidisztans” kifejezések
felcserélhetdsége azonban csak a modern logikai-matematikai értelemben vett euklideszi
geometria sajatossaga, amely az abszolit geometriaban nem all fenn.

Mivel a 23. euklideszi definicié a parhuzamosokat, mint egy sikban elhelyezkedd, egymast
nem metszé (egészen pontosan: egymassal nem talalkozd) egyeneseket értelmezte, minden
parhuzamos egyenes egyben nem metszd egyenes, ¢és forditva: minden nem metsz6 egyenes
egyben parhuzamos egyenes is. Ebbdl fakad, hogy a ,,parhuzamos” kifejezés helyére a ,,nem
metsz0” kifejezések nem csak az Elemek szigoruan (modern értelemben vett) euklideszi
részében, hanem mar a mi abszolit geometria ald besorolhatd szakaszaban is
behelyettesitheték, végeredményben pedig egymassal mindeniitt felcserélhetok.’

Az eddig mondottak kdvetkezménye, hogy az OP-re kozvetleniil vagy kdzvetve épitd tételek
¢s bizonyitdsok megengedik, és csak ezek engedik meg a ,,parhuzamos” és az ,.ekvidisztans”

kolcsonds helyettesithetdségét. Ugyannakkor a ,parhuzamos” és a ,nem metszd”

% A modern matematikai eredményekre alapozott megkiilonboztetést itt csak annyiban hasznalom ki,
amennyiben segit vilagossa tenni a ,parhuzamos” kifejezés hatdrvonal elotti és utani alkalmazasanak
sajatossagait.

7 Felcserélhetéségen az igazsagérték megvaltozasa nélkiili (salva veritate) felcserélhetéséget értek, és az ily
modon felcserélhetd kifejezéseket szinonimnak tekintem (Quine 1999). A ,parhuzamos”, a ,,nem metsz6” és az
»ekvidisztans” kifejezések felcserélhetGségének/ behelyettesithetdségének kérdései vizsgalhatok az abszolut és a
nem-euklideszi (hiperbolikus), valamint az euklideszi és a nem-euklideszi (hiperbolikus) geometridk kozotti
viszonylatban is. Ezek a kérdések szorosan Osszefiiggenek a ,,parhuzamos” adott geometridban valod
definialhatosaganak kérdésével, valamint az ebbdl a geometriabol barmely masikba valdé atmenet soran eléalld
problémakkal. Megmutathat6, hogy a ,parhuzamos” barmely adott geometidban vald definicidja a masik
kettoben vagy tllhatarozottsagot, vagy aluldeterminaltsagot eredményez, azaz vagy ellentmondashoz vezet, vagy
nem egyértelmt. Ha példaul a ,,parhuzamos”-t az abszolut geometriaban ,,nem metsz6”-ként hatarozzuk meg,
akkor ez a hiperbolikus geometridban még az egyenesek iranyitasat figyelembe véve sem egyetlen egyenest
hataroz meg. A hiperbolikus geometria szokasos targyalasaiban a nem metsz6 egyenesek koziil a metsz6 és nem
metsz6 egyeneseket elvalasztd, tigynevezett hatirhelyzetli nem metsz0 egyeneseket szokas parhuzamosnak
tekinteni. A parhuzamossag abszollt geometriai definicioja példaul a hiperbolikus geometriaban nem valasztja ki
azt (még az iranyitast figyelembe véve sem), amelyet a hiperbolikus geometria szokdsos targyalasaban
parhuzamosnak tekintenek. Ehhez hasonlé problémékkal a kiilonbozé axiomatikus targyalasoknak mindig
szembe kell nézniiik. Igy példaul az elemi (azaz halmazelméleti eszkozoket meg nem engedd felépitésii)
euklideszi és nem-cuklideszi (hiperbolikus) geometria alap- (vagy primitiv) fogalmainak definidlhatosagat
vizsgald tanulmany is szembesiil vele (Royden 1959). Az elemi euklideszi geometridban definialt n-fogalom
(azaz ott a parhuzamossag, parallelizmus) (Royden 1959: 87) az elemi hiperbolikus geometriaban elégtelenné
valik, mert itt a n-fogalom ,,sokkal inkdbb a nem-metszést, mint a parhuzamossagot (parallelizmust) jelenti”
(Royden 1959: 89). Ezért a parhuzamossag fogalmara 1j jeldlét kell bevezetni (n”), €s 0j meghatarozast kell adni
(Royden 1959: 90). Az elemi euklideszi geometridval kapcsolatban lasd Tarski (1959).
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felcserélhetdsége a mil egész kontextusan beliil fennall — fiiggetleniil attol, hogy melyik
parhuzamosokra vonatkozdé tételrdl, illetve milyen bizonyitasi kontextusrol van szo.

A ,,parhuzamos” és az ,,ekvidisztans” felcserélhetdsége a parhuzamos egyenesekre vonatkozd
tételek koziil az 1 27-28, és az I 31 tételek esetében nem all fenn: itt a ,,parhuzamos” kifejezés
»ekvidisztansra” cserélése hibahoz vezetne, legaldbbis abban a minimalis értelemben
biztosan, hogy a bizonyitds nem bizonyitana (hanem eldfeltételezné) a bizonyitandot. Mindez
azzal a kovetkezménnyel jar, hogy a parhuzamos/nem-metszd és a parhuzamos/ekvidisztans
kifejezés-parok felcserélhetdsége kozotti kiillonbségnek az [ 27-28, valamint az I 31 tételek
esetében van igazan jelent6sége. Ezek azok a helyek, ahol a ,nem metsz6” ¢és az
»ekvidisztans” kozotti kiilonbségnek valdéban funkcidja van. Ugyanez a ,,parhuzamos”
kijezéssel megfogalmazva: az Elemek I 27-28, valamint az I 31 azok a passzusok a miiben,
ahol a ,,parhuzamos” terminus ,,nem metsz0” €s ,,ekvidisztans” jelentése kozotti kiilonbség
valdban fontos szerephez jut. Euklidész természetesen mindvégig ,,pdrhuzamos egyenesekrdl”
beszél, és nem ,,nem metsz6 egyenesekrdl” vagy ,.ekvidisztans egyenesekrél”. Am az, hogy
az altala adott definicionak megfeleléen valoban csak a ,,nem metsz0” értelemben hasznélja a
»parhuzamos” kifejezést, és hogy tartalmilag sem haszndlja ki az ,,ekvidisztans” értelmet és
nem is timaszkodik ra, csak az I 27-28 tételparban és az I 31-ben deriil ki.®

Ez két dologra is ravilagit. Egyrészt, hogy a parhuzamossagnak a 23. definicioban megadott
jelentése nem a teljes, hanem csak részjelentés. Masrészt Euklidész eldadasmoddja, bar
kozvetett modon, de szem eldtt tartja a ,parhuzamos” kifejezés ,nem metsz6” és
»ekvidisztans” értelme kozti kiillonbséget. Euklidész szdmara tehat a ,,parhuzamos” minimalis

»hem metsz6” jelentése elkiiloniil a ,,parhuzamos” masik jelentésétdl (vagy részjelentésétol),

¥ A, parhuzamosok problémaja” fogalmi oldaldnak megfogalmazasakor Toth rekonstrukcidit tartom szem el6tt
(Toth 1953: 265-9; ud. 1967: 11-2; ud. 2000b: 48-54). Téth mindazonaltal a ,,parhuzamosok problémajanak”
modern ismereteket felhasznald bemutatasakor nem annyira a fogalom-, hanem a propozicio- és modszertan-
kozpontu jellemzést részesiti elonyben (kiilondsen Toth 1967). Ilyen megkozelitésben a ,,parhuzamosok
problémaja” az OP mint allitis axiomatikai statuszanak (tétel vagy axioma) (Toth 1967: 1; ué. 2002c: 139),
illetve az allitds levezethetdségének kérdése (Toth 2002c: 139-42). A ,parhuzamosok probléméja” fogalmi
oldalanak altalam adott rekonstrukcidjahoz a legjobb kiindulopont Toéth (2000b: 48-54), valamint a nem-
euklideszi geometria axiomarendszerének fogalomszimplexumkeént torténd bemutatasa (Toth 2000c: 165-72). Az
altalam adott rekonstrukcid, amely a ,,nem metsz8”, ,.ekvidisztans” és ,parhuzamos” felcserélhetGségét tartja
szem el6tt, anakronisztikusnak tinhet, kiilondsen a ,,nem metszik™ igei alak ,,nem metsz6” melléknévi igenévre
cserélése miatt. Ez abbol a problémabdl fakad, hogy a rekonstrukcionak hozzavetéleg két évezred megoldasi
kisérleteire vonatkaztatva egyszerre kell tobbé-kevésbé adekvatnak lennie. Mindazonaltal az ilyen jellegii
atfogalmazasok szokasosak az irodalomban. Sommerville példaul a ,parallel” terminus ,non-intersecting”
értelmérdl beszél (Sommerville 1958: 10-1), Heath ,non-secant”-rol (Heath 1956: 192), Toth pedig
rekonstrukcidjakor a ,koortogonalitas”, illetve a ,koortogonalis egyenespar”, ,koortogonalisok teorémaja”
kifejezésekkel dolgozik (Toth 2002b: 49-54).

19



az ,ckvidisztanstol” (Sommerville 1958: 10-1).” Ugy tiinik, ez teszi lehetévé szamara, hogy
elkeriilje azt a késobb tipikussa valdé hibat, ami abbol szarmazik, amikor valaki a
»parhuzamos”-t az ,,ekvidisztans” értelemben hasznalja ott, ahol nem volna szabad. Euklidész
tehat nem esik abba a hibdba, hogy hallgatdlagosan és kozvetve a ,,parhuzamos” olyan
jelentésére tamaszkodjon mér az OP felhasznalasa elétt is, amely valdjaban csak az OP
segitségével bizonyithato, azaz elkeriili, hogy a ,,parhuzamos” fogalmaba rejtve hasznalja ki
az OP tartalmat.

Az Elemek Elsé konyve e nagyon fontos ¢és meglehetésen finom megkiilonboztetésének
segitségével megfogalmazhatjuk egyrészt a ,,parhuzamosok probléméjanak” fogalmi
vetiiletét, valamint azt a fogalmi hibat, amely Elemeket kovetd megoldasi kisérleteket
visszatéréen kisértette. A ,,parhuzamosok problémdja” mint torténeti folyamat a
»parhuzamos” terminussal asszocidlhatd két jelentés (a ,,nem metszd” és az ,.ekvidisztans”
terminusok jelentése) egymashoz vald viszonya tisztdzdsanak torténeteként foghato fel. A
megoldasi kisérleteket kisérté fogalmi hiba pedig abban all, hogy a ,,parhuzamos” kifejezés
»hem metsz0” és ,,ekvidisztans™ jelentései kozotti fogalmi hézagot rovidre zartak: ekkor az
OP tartalma a »parhuzamos” kifejezés ,,ekvidisztans” értelemben vald hasznalataban jutott
szerephez, amely a ,parhuzamosok problémdjanak” hibéds, a kisérletez szamara
latszatmegoldashoz vezetett. A kdvetkezokben tehat a fogalmi hibaban vétkesnek mindsitiink
minden olyan probalkozast, amely a kisérlet adott pontjan a ,parhuzamos” kifejezés
»ekvidisztans” értelemben vald hasznalata kovetkeztében (barmilyen kdzvetett mddon is) a

probléma latszolagos megoldasat eredményezte.

2.1.3 A megoldasi torekvéseket kisérté fogalmi hiba

A kovetkezOkbentekintsiik at roviden elobb a probléma megoldasi térekvéseinek szokasos
csoportositasat, majd jellemzo6i hibaikat, de eldtérbe helyezve a fogalmi hibaval valo
kapcsolatukat.

A ,,parhuzamosok problémdjanak” megolddsara iranyuld kisérletek kovetkezd kategoridit

szokés megkiilonboztetni.

? A Theon-féle Elemek egyik, nem azonositott, de a sziciliai iskoldba tartozo forditotél szarmazé 12. szazadi latin

s

ragozott alak szerepel (Bushard 1987: 15, 28), addig a 27. tételben és ett6l kezdve folyamatosan az ,,equidistans”
(Bushard 1987: 28-44). Ezzel szemben az Elemek II 1-ben, ahol mar jogosan lehetne az ,,equidistans” terminust
hasznalni, varatlanul a ,,parallilos” kifejezés jelenik meg (Bushard 1987: 55).
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Moébdszertani kisérletek:

(a) Direkt bizonyitasi kisérletek: az OP-nek a maradék axiomarendszerbdl torténd kozvetlen
levezetésére iranyuld probalkozasok. A maradék axidmarendszer az axidmaknak és
posztulatumoknak az 6todik posztulatum (vagy barmely vele ekvivalens axioma) nélkiil
alkotott rendszerét jelenti.

(b) Indirekt bizonyitasi kisérletek: az OP tagadasabol kiindulé és ellentmondas kimutatdsat
célzo kisérletek.

(c) Helyettesitési vagy szimplifikaciés kisérletek: az OP olyan Agp axiomaval torténd
helyettesitésének kisérletei, ahol a helyettesité axioma logikailag egyenértékii OP-vel,
azaz Agp -bol az OP kozvetleniil levezethetd, de A¢gp az OP-nél egyszeriibb, kénnyebben

belathato, ,,evidensebb” axioma.

Fogalmi megoldasi kisérletek:

(d) A parhuzamossag ujradefinialasanak kisérletei: a parhuzamosok 23. euklideszi

meghatarozasanak 0j definicioval torténd helyettesitésére épitd kisérletek.

A matematikatorténet a megoldasi kisérletek egyes tipusait kiilonbozoképpen értékeli:
egyeseket tobbre tart, mint masokat. A nem-euklideszi geometridhoz vezetd felfedezés
folyamatédban jatszott szerep alapjan pozitiv értékelést kapnak ¢és kiemelt figyelemben
részesiilnek az indirekt bizonyitasi kisérletek (Bonola 1955: 43-5; David 1979: 158-9, 181;
Eves 1997: 54-60; Gray és Fauvel 1987: 508-9; Gray 1979a: 238, 248; Greenberg 1980: 125-
7; Heath 1956: 211; Houzel 1992: 4; Karteszi 1973: 15-6; Karteszi és Szénassy 1987: 15-8;
Kiss 1999: 26-7; Kline 1980: 80-1; Martin 1975: 302-5; Sain 1985: 24-5; u6. 1986: 610-2;
Sommerville 1958: 11-3, 22; Stackel 1900: 242-4, ud. 1914: 74, 235; Stillwell 1989: 256;
Széndssy 1992: 161; Torretti 1978: 45-52; Téth 1967: 4-6; ud. 2000d; Weszely 2002: 55-6,
70; Zheng 1992: 173-4, 180-2), mig a direkt bizonyitasi kisérletekkel szemben semlegesek
(Kiss 1999: 26), vagy negativ elbirdlasban részesitik oket (Karteszi 1973: 18-20; Szénassy
1992: 161; Toéth 1967: 3-4), vagy egyszerlien csak nem tartjak fontosnak ismertetni dket. Az
euklideszi péarhuzamossagi posztuldtum egyszerlsitési-helyettesitési probalkozasainak
megitélése a direkt bizonyitasokéhoz hasonld: k6zombos (Kline 1980: 79; Karteszi 1973: 14;
Kulczycki 1961: 40), vagy negativ (Kiss 1999: 26). A ,parhuzamosok problémajanak”
ujradefinialési, tagabban pedig fogalminak nevezhetd megoldasi torekvései (Heath 1956: 192)

gyakorta nem is képeznek kiilon kategoridt, hanem a direkt bizonyitasok keretében keriilnek
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targyaldsra — egyszertien hibaik, valamint a direkt bizonyitas soran elkdvetett tipikus hibak
hasonlosaga miatt (Kulczycki 1961: 34, 40; Toth 1967: 2-3). Az 6sszes megoldasi torekvést,
tipustol fliggetleniil, csak Sommerville és Torretti értékeli pozitivan (Sommerville 1958: 4;
Torretti 1978: 43).

Osszességében gy tinik, hogy az indirekt probalkozasokkal szembeallitva a tobbi a nem-
euklideszi geometria felfedezése szempontjabol legalabbis medddnek tlinik, és ezért gyakorta
a behatobb kutatast és elemzést kivané problémak koérén is kiviilre keriil.'® Ezenkiviil, amint
az elébb fogalmi kisérletek értékelése soran mar felvillant, a bizonyitasi és a fogalmi
megoldasi kisérletek értékelése egy masik ponton is Osszetaldlkozik: a direkt bizonyitasok és
az Ujradefinialasi kisérletek a ,,parhuzamosok problémdja” szempontjabol nem csupan
terméketlennek tlinnek, hanem az indirekt kisérletekkel Osszevetve valahogy ,,sulyosabban
hibasnak™ is latszanak. R4adasul a masszivan hibas direkt bizonyitasok tipikus hibaja és a

parhuzamossag ujradefinialasa soran elkdvetett hiba igen szoros hasonldsdgot mutat.

A ,,parhuzamos” ujradefinialasanak kisérletei
A pérhuzamosoknak az euklidészi 23. definicidhoz képest 1) modon toérténd meghatarozasait
Heath (1956: 192) az aldbbi harom kategoriaba sorolja.
Parhuzamos egyenesek azok,
(1) amelyeknek nincs kdzds pontjuk,
(2) amelyeknek azonos vagy hasonl6 irdnyuk vagy irdnyaik vannak,
(3) amelyek kozott a tavolsag allando.
Az els6 csoportba tartoznak mindazok a meghatarozasok, amelyek a kozos pont hidnyat
fejezik ki. Ennek az altalanos felfogasnak hdrom tovabbi valtozata van: a k6z0s ponttal nem
rendelkezd parhuzamos egyenesek:

(1a) nem metszik egymast,

(1b) a végtelenben taldlkoznak,

(1c) a végtelenben van a kozos pontjuk.
A (2) csoportba tartoznak azok a definiciok is, amelyek transzverzalisokkal operdlnak, vagyis
amelyek szerint a parhuzamosok egyenlé (nagysagi) szoget alkotnak egy transzverzalissal. Es

végiil Heath szerint a (3) csoportba kell sorolni azokat a kisérleteket is, amelyek ugy

1" Ez j6l megfigyelheté az indirekt modszer Bolyai Janossal kapcsolatos tilértékelésében, és a tobbi eredendé
figyelmen kiviil hagyasaban. Igy nem meriilt fel tanulméanyozasra érdemes kérdésként, hogy Bolyai kisérlezetett-
e a probléma direkt modszerre alapozott megoldasaval, és hogy a direkt bizonyitasnak lehetnek-e, voltak-e olyan
eredményei, amelyek a Bolyai-féle geometria felfedezésében is szerephez jutottak, majd beépiiltek. E kérdések
tisztazasara tettem kisérletet Tanacs (2002b)-ben.
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értelmezik a parhuzamos egyenest, hogy mindazon pontok mértani helye, amelyek az egyenes
vonaltdl egyenld tavolsagra helyezkednek el.

A parhuzamosok végtelenben taldlkozd vagy végtelenben fekvd kozds ponttal rendelkezd
egyenesekként torténd meghatarozasa példaul Keplerhez, illetve Desargueshoz kothetd (Heath
1956: 193), mig az irdnyelméleti meghatarozas legjelesebb képviseldje Leibniz (Heath 1956:
194). Heath kategorizacidja azonban figyelmen kiviil hagyja, hogy egyesek nem a
»parhuzamosok problémajan” valé munkdlkodds miatt, hanem egészen mas okbdl adtak a
parhuzamossagra Gj meghatarozast.'' Igy ,parhuzamosok probléméjanak” jellemzd
ujradefinialasi kisérletei dontéen a harmadik csoportba, azaz a parhuzamossagot
ekvidisztanciaként Ujraértelmezdé probalkozasok csoportjaba tartoznak. A ,,parhuzamosok
problémdjanak™ torténeti folyamataban ezek a kisérletek jatszottak tényleges szerepet, igy a
torténeti folyamatrdl alkotott és a nem-euklideszi geometridhoz vald viszonyulast
meghatarozo képet is csak e torekvések alakitjak.

A ,parhuzamosok problémdja” szempontjabdl relevans ujradefinialasi prébalkozasok
lényegében abbol indulnak ki, hogy a ,parhuzamos” fogalma nyilvanvalo, ezért
megengedhetd, hogy jelentését ennek megfelelden hatdrozzak meg. A ,,parhuzamos egyenes”
ily modon bevezetett fogalma képezte azutan a kiinduldsi alapot az OP tdbbnyire direkt
jellegii bizonyitasanak, azaz annak, hogy az OP-t kozvetleniil kiséreljék meg levezetni a
maradék axiomarendszer 0j definiciéval kapott bovitésébol.

A ,,parhuzamos” 1j definicidi, minthogy a meghatarozasba belefogalmaztdk a nem metszd
egyenesek bizonyitandd tulajdonsagat is, a ,,nem metsz0” és az ,.ekvidisztans” kozott
kifesziilo fogalmi hézagot rovidre zartak. Egyrészt tehat az Gjradefinialast kovetd bizonyitasi
eljards tipusa, masrészt az ebben a Iépésben elkdvetett hiba hasonitja Oket a direkt
bizonyitasokhoz, amelyek visszatéréen a petitio principii mddszertani hibajat kovették el. A
kiilonbég csupan az, hogy a hiba nem a bizonyitasi eljaras valamely 1épésében jott létre,
hanem mar lényegében a tényleges bizonyitasi eljards megkezdése elott eldallt. A régi
definicié ujra cserélése és a fogalmi hézag ebbdl kovetkezd Onkéntelen atlépése azonnali
logikai-modszertani hibat indukalt: a fogalmi hiba mar a bizonyitds nulladik 1épésében
logikai-modszertani hibavéa transzformalddott. A hibat a direkt bizonyitdsok fogalmi vagy

mas alapon elkovetett korbenforgési hibajaval dsszevetve sulyosbitja, hogy az uj definicioban

" Desargues példaul tipikusan olyannak szamit, aki nem a ,,parhuzamosok problémajan”, hanem a projektiv
geometriahoz kapcsolddo kérdéseken dolgozva adott a parhuzamossagra 01j meghatartozast. Leibniz az Engel
altal Osszeallitott bibliografidban sem szerepel (Stackel és Engel 1895: 293-313). A ,,parhuzamosok
problémajahoz” vald viszonyulassal kapcsolatban a részleteteket lasd Toth (1953: 275; ué. 2000c: 178-80),
tovabba Tanacs (2004a, 2004b), valamint alabb az 5. tdblazatot.
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a fogalmi hézag rovidre zardsa kifejezetté valt. Mivel itt az OP tartalmat kihasznald
matematikai allitds nem maradt hallgatdlagos, szemben a direkt bizonyitdsok korbenforgast
eredményezd, de egyes esetekben hallgatolagos allitdsaval, ezért itt nemigen van mentség a
hibara. Ha valahol egyaltalan, akkor az Elemek Elsé kényvéhez mérve éppen a ,,pdrhuzamos”
ekvidisztancia-alapt Gjradefinialasi probalkozasaiban hozzaférhetd a kisérletezd szamara az

elkdvetett hiba.'?

A direkt bizonyitasok

A direkt bizonyitasi probalkozésok rendszeresen visszatérd logikai-modszertani hibaja a
petitio principii vétsége. A hiba abban allt, hogy kisérletezok a bizonyitasi eljaras valamely
1épése soran egy olyan hallgatolagos vagy explicit segédtételhez folyamodtak, amely legalabb
annyira vitathaté volt, mint az OP, mikdzben a parhuzamossagi posztuldtumot e segédtétel
nélkiil nem lehetett levezetni. A segédtétel tehat logikailag ekvivalens volt a bizonyitand6
tétellel, illetve maga is bizonyitasra szorult volna. A bizonyitas ily médon kdrbenforgdva valt,
amely a kitizott szandék ellenére nem bizonyitotta a bizonyitandot, legalabbis a maradék
axiomarendszerb6l nem. A megoldasra torekvok altal helyesnek és a probléma végsd
megoldasanak hitt direkt bizonyitasok valojaban korbenforgd okoskodasnak minésiilnek. "

A direkt bizonyitds soran igy vagy ugy segitségiil hivott tétel tartalmilag igen valtozatos
format Slthet. A segédtétel és az OP logikai egyenértékiisége, azaz egymasbol valé kolcsonds
levezethetdsége kordntsem nyilvanvald minden esetben: a kapcsolat olykor csak tobb 1épésen
keresztiil teremtheté meg kozottiik. Az ekvivalens tételek ,,ranézésre”, azaz tartalmilag igen
kiilonbdzdek lehetnek. Mig egyes segédtételekben az OP igen nehezen, vagy kozvetleniil

egyaltalan nem ismerhet6 fel, addig mas esetekben a segédtétel kozelebbi rokonsagot mutat az

12 Toth tézisének, a ,,parhuzamosok problémaja” nem hagyomanyos torténetirasi felfogasanak elfogadasa nélkiil
is szokas a késébbi probalkozasokat Euklidészhez mérni, és az Elemek Elsé konyvének szerkezete alapjan
(le)értékelni (Karteszi 1973: 14; Kulczycki 1961: 36).

1 Toth Imre ezt a torténeti sémat a kovetkezoképpen sszegzi: ,,A parhuzamosok problémajanak megoldésara
iranyul6 kisérletek torténete tulajdonképpen egy eredendd bilin allandé felderitésében és megismétlésében all:
mindegyik szerz6 az el6z6 szerzok kisérleteinek a kritikajabodl, hibainak gyakran rendkiviil elmés kimutatasabol
indul ki és munk4jat egy — a megbiralt elddénél altalaban raffinaltabb —, megoldasi kisérlet bemutatasaval fejezi
be, amely azonban ismét a karhoztatott eldd alapvetd hibajat ismétli. Ez a hiba — mint Proklosznal is mindig egy
petitio principii — egy logikai révidzarlat, amelyben a bizonyitand6 tétel, implicit formaban mar a feltevésekben
benne foglaltatik. Mindezek a kisérletek direkt iton igyekeztek a problémat megoldani, azaz a parhuzamosok
euklideszi allitasat kozvetleniil igyekeztek a Bolyai-féle abszolut geometria axiomaibol levezetni, és mindig ott
vétették el a dolgot, hogy az abszolut axidmak kozé rejtett formaban gyakran szinte dntudatlanul mar felvettek
egy az euklideszi posztulatummal logikailag ekvivalens tételt.” (Kiemelések az eredetiben.) (Toth 1967: 3-4). A
direkt bizonyitasok jelenlétének és a Bolyai-geometria kialakuldsaban jatszott szerepének rekonstrukciojat,
valamint a petitio principii individualis vs. kollektiv feltarhatosagat illeten lasd Tanacs (2002b).
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OP-vel. Az elébbire Thibaut bizonyitasa lehetne a példa (Kérteszi 1973: 29-30; Sommerville
1958: 5-6), mig az utdbbira Prokloszé (Bonola 1955: 4; Gray 1979b: 39; Heath 1956: 206-8;
Rosenfeld 1988: 42; Toth 1967: 3-4; Weszely 2002: 53). Ugyanez elmondhat6 a segédtételek
¢s a parhuzamossag ujradefinidlasanak hasonlosagara is — a direkt bizonyitdsok soran
kimondva vagy kimondatlanul felhasznalt segédtétel nemegyszer kozeli rokonsagot mutat a
megoldast kozvetleniil a fogalmi oldalon keresd kisérletek parhuzamossagra bevezetett Uj
meghatarozasaval. A petitio principii hib4jdban ily mddon vétkes direkt probalkozasok
esetében, bar ezek alapvetéen nem a fogalmi oldalon keresték a kérdés nyitjat, a bizonyités
adott 1épésében felhasznalt segédtétel valdjaban nem mads, mint parhuzamossag-meghatarozas
tételszert allitdsa. A direkt bizonyitéasi eljarasok ezen csoportjat ugy lathatjuk tehat, hogy az
eljaras adott 1épésében elkovetett korbenforgdsi hibaban valojaban ugyanaz a hiba jelent meg
kozvetett modon, amelyet kordbban fogalmi hibanak neveztiink. Ez a csoport a petitio
principiiben vétkes direkt bizonyitdsokon beliil igen jelentds hanyadot tesz ki. Ezek a hibak
egyarant a fogalmi hibara vezethetdk vissza, aholis az ily mddon hibas direkt bizonyitasok
lényegében a fogalmi hiba kozvetett, alcazott megjelenéseinek szdmitanak, mig az

ujradefinialési kisérletek a fogalmi hiba legnyilvanvalobb, legkifejezettebb megnyilvanulasai.

Az indirekt bizonyitasok

Az indirekt bizonyitasok annyiban kiilonlegesek, hogy a parhuzamosok ekvidisztansként valo
felfogasabol fakadoan petitio principiiben szenvedd kisérletek jol elvalni latszanak a
heurisztikusan magasra értékelt indirekt kisérletektdl (Saccheri és Lambert). Bar az indirekt
bizonyitasok esetében sem kizart a parhuzamosok ekvidisztansként valo felfogasabol fakado
petitio principii vétsége (I. tablazat), am torténetileg tekintve €és a direkt bizonyitasokkal

Osszevetve nem is sziikségszerli.
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1. tablazat. A ,,parhuzamosok problémajanak” néhany jellemz6 megoldasi kisérlete

A SZERZO/

GEOMETER A KiSERLETET A MEGOLDASI KiSERLET JELLEMZOI AZ
NEVE LEIRO IRODALOM IRODALOM ALAPJAN
Ekvidisztans alapu (Bonola 1955: 2; Heath 1956:
Bonola 1955: 2. 190, 220; Rosenfeld 1988: 41; Toth 1967: 2;
Heath 1956: 190. Weszely 2002: 52).
Poszeidonosz Rosenfeld 1988: 41. A parhuzamossag tjradefinidlasira épit (Bonola
Toth 1967: 2. 1955: 2; Heath 1956: 190; Rosenfeld 1988: 41;
Weszely 2002: 52. Toth 1967: 2).
Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 64).
Ekvidisztans alapu (Heath 1956: 191; Weszely
Geminos Heath 1956: 191. A pa 211002: . Ag Ujradefinialasara épit (Heath
inosz . a4 parhuzamossag ujradefinialasara épit (Hea
aulczyl‘:k;;g;g ;4 > 1956: 191, 220).
eszely T Korbenforgé (Kulczycki 1961: 34-5, Rosenfeld
1988: 64).
, Heath 1936: 204-6. = | b Vidisztans alapi (Weszely 2002: 52-3),
Ptolemaiosz Rosenfeld 1988: 41. Sain Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 64)
1986: 606. B $O%)
Bonola 1955: 4. Direkt bizonyitas (Gray 1979b: 39; Téth 1967: 3-
Heath 1956: 206-8. 4).
Gray 1979b: 39. OP-vel ekvivalens segédtétel alkalmazasa
Proklosz Greenberg 1980: 119-21 (Weszely 2002: 53)
Rosenfeld 1988: 42. Korbenforgé (Greenberg 1980: 121; Rosenfeld
Toth 1967: 3-4. 1988: 42, 64; Toth 1967: 3-4; Weszely 2002:
Weszely 2002: 53. 33).
Ekvidisztans alapa (Heath 1956: 190-1; Rosenfeld
L Heath 1956: 190-1. ,1988:43)', .. s s
Simplicius A parhuzamossag tjradefinidlasara épit (Heath
Rosenfeld 1988: 43. 1956: 190-1)
Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 64).
. Ekvidisztans alapu (Rosenfeld 1988: 56-7.)
ﬁbgl Azas;llfn. . | Rosenfeld 1988: 56-7. OP-vel ekvivalens segédtétel alkalmazasa
atm AR-NAZL | weszely 2002: 53. (Weszely 2002: 53)
(Anaritius)
Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 64).
Bonol 1955 78 - 1956: 191: Rosenteld 1985. 43
Gray 1979b:39-40,44. | " " cath 1956: o ‘TS;‘:‘} et . '(B ) |
. ] parhuzamossag ujradefinialasara épit (Bonola
Aganisz Heath 1936: 191. 1955: 7-8; Gray 1979b: 44; Heath 1956: 191;
Rosenfeld 1988: 43. Rosenfeld 1988: 43).
Toth 1967: 2-3. Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 64).
AL Aba ib Ekvidisztans alapu (Rosenfeld 1988: 47-8).
Dzsauzlllzllrin (Al Rosenfeld 1988: 47-8. OP-vel ekvivalens segédtétel alkalmazasa
. Weszely 2002: 53. (Weszely 2002: 53).
Jawhari)

Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 49, 64).
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A SZERZO/

GEOMETER
NEVE

A KISERLETET
LEIiRO IRODALOM

A MEGOLDASI KiSERLET JELLEMZOI AZ
IRODALOM ALAPJAN

Hasszan ibn al
Haitham

(Alhazen)

Houzel 1992: 5.
Rosenfeld 1988: 59-60.
Sain 1985: 23.

Sain 1986: 609.

To6th 1967: 4.

Weszely 2002: 53.

Ekvidisztans alapu (Rosenfeld 1988: 59-60;
Weszely 2002: 53).

A parhuzamossag ujradefinialasara épit
(Rosenfeld 1988: 59-60).

Indirekt bizonyitas (Houzel 1992: 5; Rosenfeld
1988: 59-60; Toth 1967: 4). Sain direkt
bizonyitasként irja le (Sain 1985: 23).

Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 64).

Thabit Ibn Qurra

Rosenfeld 1988: 50.

Indirekt bizonyitas (Rosenfeld 1988: 50).
Korbenforgé (Rosenfeld 1988: 50, 64).

Naszir-Eddin at
Tuszi

Rosenfeld 1988: 74-9.
Toth 1967: 4.

OP-vel ekvivalens segédtétel alkalmazasa
(Rosenfeld 1988: 74).

Indirekt bizonyitas (Toth 1967: 4).

Naszir-Eddin at

Bonola 1955: 10.
Heath 1956: 208-10.
Gray 1979a: 238.
Gray 1979b: 43.

Ekvidisztans alapu (Gray 1979a: 238, u6. 279b: 43;
Sain 1986: 610).

Weszely 2002: 54.

Tuszinak Rosenfeld 1988: 80-4. OP-vel ekvivalens segédtétel alkalmazasa
tulajdonitott"* Sain 1985: 24, (Weszely 2002: 54).
Sain 1986: 610. Direkt bizonyitas (Sain 1985: 24).
Weszely 2002: 54.
Rosenfeld 1988: 64.
Sain 1985: 23.
Omar Khajjiam SZE 1086 €10, Indirekt bizonyitas (T6th 1967: 4).
Weszely 2002: 54.
Ekvidisztans alapu
A parhuzamossag ujradefinidlasara épit
Federigo . Bonola 1955: 12-3. HAZ t?kv?disztan,cia fogalmat eg.yszer.ﬁen
Commandino hozzéadja a a parhuzamos euklideszi
definicidhoz.” (Bonola 1955: 12-3).
Korbenforgé
Bonola 1935: 13. Ekvidisztans alapi (Bonola 1955: 13; Heath 1956
. ] vidisztans alapi (Bonola : 13; Hea :
Christoph Heath 1956: 194, 194; Weszely 2002: 54).
Schliissel Rosenfeld 1988: 93. . (o tgos A
. i A parhuzamossag ujradefinidlasara épit
(Clavius) Sommerville 1958: 5-6.

Korbenforgo

Pietro Antonio
Cataldi

Bonola 1955: 13.
Gray 1979b: 51.
Rosenfeld 1988: 95.

Ekvidisztans alapa (Bonola 1955: 13.)
Korbenforgé

'* Rosenfeld két forrast vizsgal Naszir-Eddin at Tuszi kapcsan (Rosenfeld 1988: 74-80; 80-5). Az utobbit, mint
Naszir-Eddin at Tuszinak fulajdonitott munkat kiilonbozteti meg (Rosenfeld 1988: 80-5) az elobbitdl. Ez az,
amit masok (Bonola, Heath, Gray, Sain, Weszely) Naszir-Eddin at Tuszi munkajaként emlitenek.
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A SZERZO/

GEOMETER A KISERLETET A MEGOLDASI KISERLET JELLEMZOI AZ

NEVE LEIRO IRODALOM IRODALOM ALAPJAN
Ekvidisztans alapi (Bonola 1955: 13; Rosenfeld
Bonola 1955: 13. 1988: 95).
l(;(.)iiﬂhons Heath 1956: 194. A parhuzamossag tjradefinialasara épit (Bonola
Rosenfeld 1988: 95. 1955: 13; Rosenfeld 1988: 95).
Korbenforgé

Ekvidisztans alapi (Bonola 1955: 14-5; Gray
1979b: 52-3; Rosenfeld 1988: 95).

Bonola 1955: 14-5. i o Co T
A parhuzamossag ujradefinialasara épit (Bonola

Vitale Giordano |Gray 1979b: 52-3. 1955: 13; Gray 1979b: 52-3; Rosenfeld 1988:
Rosenfeld 1988: 95. 95).

Korbenforgo

Eicvidiontine alang
Stackel1895: 157. vidisztans alapi

Christian Wolff Tanécs 2004b: 124, AParhuzam’ossag ujradefinialasara épit
Korbenforgo

Direkt bizonyitas
Kérteszi 1973 19-20. OP-vel ekvivalens segédtétel alkalmazasa

Thibaut Sommerville 1958: 5-6. Korbenforgo

Karteszi (1973: 19-20) szerint ,,tanulsagosan
rossz albizonyitas”.

2.1.4 A parhuzamosok ekvidisztans-elmélete

A ,,parhuzamosok problémdjanak™ torténete soran a fogalmi hézag kitdltésének szandéka
mindvégig nyilvanvald. Annak ellenére tehat, hogy a problémat nem kozvetleniil a fogalmi,
hanem a modszertani oldalon probaltdk megoldani, magukat a bizonyitdsi, de még a
szimplifikacios torekvéseket is az vezette, hogy a ,,parhuzamos” jelentésének ,,nem metszo”
¢és ,,ekvidisztans” jelentései kozott fogalmi hézagot kitoltsék. Amit direkt vagy indirekt Gton
kivantak volna megmutatni, vagy egy evidensebb axiéma bevezetés révén megoldani, nem
mas volt, mint hogy a parhuzamos egyenesek valdjadban ekvidisztans egyenesek.

A ,,parhuzamosok problémajanak™ torténetét végigkisérd tendencia miatt azokat a megoldési
kisérleteket, amelyek kozvetlen kapcsolatban vannak a parhuzamosok ekvidisztansként
torténd felfogasaval, 6sszefoglalé modon a ,,parhuzamosok ekvidisztins elmélete” névvel
szokas jellemezni. A parhuzamosok ekvidisztans-elmélete az antik gordg kisérletek kozott
gazdagon képviselteti magat (Heath 1956: 191), de az arab kisérleteket is altalaban véve
ekvidisztans-alapuként szokds jellemezni (Gray 1987: 508). Ez a torekvési irdny a

késSbbiekben sem halt el. Igy példaul Grisogono a 15. szizadban szdmos matematikust,
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okori, arab és (mas forrasbol ismeretlen) latin szerzot kritizal, akik ,,0gy probaltak Euklidész
parhuzamossagi posztulatumat bebizonyitani, hogy a parhuzamosok ekvidisztansként torténd
definialasaval kezdték” (Rosenfeld 1988: 93).° A modern korban a parhuzamosok
ekvidisztansként torténd értelmezésének vonaldt Clavius és Borelli képviselte. Ezen kiviil
arulkodo, hogy a Johann Heinrich Lambert és Kant kdzott zajlott levélvaltas soran Lambert a
parhuzamossagra adott Wolff-féle nominalis definicioval szemben a kovekezd kritikat
fogalmazta meg még 1766-ban is:

Wolff ugyszélvan készpénznek vette a nomindlis definiciokat és ebbe cstsztatott, masszdval

rejtett el minden nehézséget, anélkiil, hogy mindezt észrevette volna.'® (Stackel és Engel

1895:157).

A matematikatorténetileg tobbé-kevésbé feldolgozott ¢és leirt megoldasi kisérletek
Osszességében azt sugalljadk, hogy az ekvidisztans-elméleti indittatdsu probalkozasok a
»parhuzamosok problémdjat” torténetileg valoban végigkisérték, méghozza az 6sszes ebbdl
fakado negativ kovetkezménnyel egyiitt. E torekvésekben tehat meglehetésen kozvetleniil
jelentkezett a ,,parhuzamosok probléméjanak™ hétterében 4llo fogalmi probléma. Ugy tiinik
azonban, hogy a fogalmi probléma az ekvidisztdns-alapti torekvésekben olyan fogalmi
hibaként realizaloédott, amely a ,parhuzamos” jelentéseinek (,,nem metszd”, illetve
»ekvidisztans™) dsszekeveréseként jellemezhetd (Sommerville 1958: 11). E probalkozasok a
fogalmi hiba kovetkeztében a kérdésnek a kisérletezd széamara latszolagos, utdlag
helytelennek mindsitett megoldasdhoz vezettek. A direkt bizonyitasok még az ekvidisztans-
elmélettd] kiilonbozd megoldasi kisérletek esetében is korbenforgashoz vezettek (Greenberg
1980: 18; Toth 1967: 3-4), az ekvidisztans-alapi probalkozéasok vagy az ilyen alapon allo
ujradefinialasi torekvések pedig latvanyosan korbenforgdk. Bar az indirekt kisérletek nem
sziikségképpen vezettek petitio principithez, am azok, amelyek ekvidisztans-elméleti
indittatastak, ismét csak korbenforgoakka valtak.

Mindez 0sszeségében azt sugalmazza, hogy a ,,parhuzamos” és az ,,ekvidisztans” jelentésének
azonositdsa vagy valamiféle erds Osszekapcsolasa, de legalabbis a ,,nem metsz6” rovasara
torténd eldnyben részesitése jatszodik le. Ez az a fogalmi hiba, amely azutdn valahogy
torvényszerlien vezet a petitio principii hib4jdhoz. A ,parhuzamos” ,,ekvidisztdns” értelmének
elényben részesitése az elsddleges, mig a korbenforgds bizonyos értelemben ennek

kovetkezménye. Eppen azért kell tehat az ,,ekvidisztans” értelem preferalasat fogalmi hibanak

' Lambertnek Kanthoz 1766. februarjaban irott levele.
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tekinteni, mert sziikkségképpen kdrbenforgo kisérlethez, fiiggetleniil attol, hogy milyen tipusu
megoldasi kisérletr6l van szo. Ez végiil azt a dilemmat latszik kifesziteni, hogy ha a
»parhuzamos” fogalméahoz az ,.ekvidisztans” tarsul erdsebb modon, akkor sziikségképpen
vezet olyan megoldasi kisérletre, amely ekvidisztans-elméleti motivaltsagu és korbenforgo.
Ha pedig a ,,parhuzamos” fogalmahoz a ,,nem metsz6” kapcsolddik erésebb moddon, akkor
nem szikségképpen vezet olyan megoldasi kisérletre, amely ekvidisztans-elméleti
motivaltsagl és korbenforgo. Ez utobbi esetben lehet mas okbol korbenforgd (ilyenek a nem
ekvidisztans-alapon korben forgéd direkt bizonyitdsok), vagy nem korbenforgoak (ilyenek a
nem ekvidisztans-alapu és nem korbenforgo6 indirekt bizonyitasok). A torténeti séma mintha
azt sugallna, hogy a logikailag lehetséges harmadik eset, azaz ekvidisztans-alapu, de nem

korbenforgd kisérlet nincs.

2.2 A nem-euklideszi geometria ekvidisztans-alapu felfedezhetetlensége

szemantikai tézise

A nem-euklideszi geometria torténetirdsat igen erdsen meghatarozza egy tobbé-kevésbé
kimondatlan prekoncepcid, amely abban ragadhaté meg, hogy sem 4&ltalaban véve a nem-
euklideszi geometria fogalmi-terminologiai rendszerét, sem konkrétan Bolyai Janosét nem
talalhatjuk olyannak, amelyben a ,parhuzamos” ,.ekvidisztans” értelemben szerepel. Ezzel
egyrészt egy implicit eléfeltevésként, masrészt az egész mogott meghuzodo félelemként kell
szembenézniink.

Ha valoban van ilyen prekoncepcio, akkor az mivel magyardzhat6?

Nos, egyrészt a bevezetés soran utaltam ra, hogy Bolyai és Lobacsevszkij fogalmi
rendszerének abbol fakado kiilonbozdsége, hogy Bolyai a ,,parhuzamos” kifejezést mondjuk
»ekvidisztdns” értelemben haszndlja az uUjonnan felfedezett Bolyai-féle nem-euklideszi
geometriaban, Lobacsevszkij pedig nem (hanem mondjuk ,,nem metsz6” értelemben), sértené
azokat a szemantikai felfogasokat, amelyek keretében a 1ényeges eltérésre vezetd folyamat
nem, vagy nem jol értelmezhetd. Ezen kiviil egy ilyen jellegli, az egész problémakor centralis
terminusat illetd kiillonbség nemcsak a Lobacsevszkij-féle rendszertél, hanem a modern
eldadasmodtol valo kiilonbozéssel is fenyegetne. Ez, amennyiben zsindrmértékiil a modern
eléadasmodot és az aktudlis ismereteink szerint vele tobbé-kevésbé egyezd Lobacsevszkij-féle

megformalast tekintjiik, a Bolyai-féle felfedezés leértékelddésétdl valo félelmet idézhet eld.
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Ez parosulhat azzal a félelemmel is, hogy a prioritasaért folytatott matematikatorténeti
vitdkban a Bolyai felfedezése szdmara nehezen kivivott egyenrangusag most varatlanul a
tartalmi sikon keriilne veszélybe.'”

A két felfedezd fogalmi rendszere egyezésének kérdésével kapcsolatos viszonyuldsnak van
azonban egy olyan dsszetevlje, amely meglatdsom szerint a ,,parhuzamosok problémajanak”
torténetébdl szadrmaztathatd. Bar ez is a felfedezés folyamataval kapcsolatos fogalmi-
szemantikai feltételként, illetve eldfeltevésként fogalmazhatdo meg, mégis valamelyest
fiiggetlen attol az emlitett kérdéstdl, hogy milyen szemantikai mechanizmust allithatunk a
torténeti értelemben vett euklideszi geometridtol a nem-euklideszi fogalmi rendszerébe valo
atmenet mogé. Annyiban fiiggetlen, amennyiben az egész torténeti folyamat latszik
magyarazattal szolgdlni arra, hogy miért kizartak bizonyos fogalmi-terminoldgiai
kombindciok a nem-euklideszi geometria lehetséges fogalmi rendszereként. Itt tehat nem a
torténeti értelemben vett euklideszi, valamint az abszolut és a hiperbolikus geometria fogalmi
rendszereinek onmagukban vett €s a torténeti folyamattdl fliggetlenitett, statikus egymashoz
viszonyitasarol van szo, hanem a torténeti folyamatbol kovetkezd, abbol lesziir6dd vagy
leszlirhetd szemantikai tanulsdgokrol. A ,pdrhuzamosok problémajanak™ torténetével
kiegészitett adatok rdaadasul elsé latasra az olyan szemantikai elképzelések szamara nyujtanak
megalapozast, illetve tamogatast, amelyek a fogalmi kiterjesztést nem kevéssé
meghatarozottnak ¢és predesztindltnak, a 1étrejové fogalmi rendszereket pedig jelentds
mértékben megegyezdnek szeretnék latni.

Voltaképpen a ,parhuzamosok problémdjanak” torténeti folyamata kapcsan a
matematikatorténetben tobbé-kevésbé jogosan kialakult horror aequidistantiae érzésének a
nem-euklideszi geometridra torténd kiterjesztésérdl van sz6. Az az ekvidisztanciatol vald
félelem, amely a ,,parhuzamosok problémajanak™ ekvidisztancia-alapu kisérleteit figyelembe
véve indokoltnak latszik, egyuttal elégségesnek latszik annak magyardzatdhoz is, hogy
torténetileg tekintve miért nem képzelheté el a nem-euklideszi geometria olyan fogalmi
rendszere, amely a ,,parhuzamos—ekvidisztans” szemantikai viszonyt valdsitotta volna meg.
Nézziikk meg, hogy a ,,parhuzamos” ,.ekvidisztdns” értelemben vald haszndlatdbol, az e

jelentés-Osszetevonek a madsikkal szembeni preferalasabol fakadd hibabol hogyan latszik

"7 A Bolyai Janossal kapcsolatos magyar torténetirast mélyen athato rehabilitacios kiizdelmet kapcsolatban lasd
David (1979: 157-62; Kiss 1999: 32-43; Weszely 2002: 126-42). E mivek egy-egy fejezetet szentelnek a
prioritasi kérdéseknek, Bolyai eredményei minél korabbra datilasanak. E megkdzelités problémairdl, egy
Osszehasonlito-differenciald torténetirasi megkozelités szemszogébol tekintve visszatartd jellegérol lasd
altalaban Hronszky (1996), a Bolyai-kutatassal kapcsolatban specifikusan pedig Tanacs (2002c).
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kovetkezni a nem-euklideszi geometria ekvidisztans-alapon valo felfedezhetetlensége ¢€s
ebbdl kifolyolag a ,,pdrhuzamos—ekvidisztans™ kapcsolatot realizalhatatlansaga.
Mivel a ,,parhuzamosok problémdja” torténetileg a nem-euklideszi geometria felfedezéséhez

2

vezetd folyamat, ezért a ,,parhuzamosok problémdjanak” téves megoldasai, azaz azok,
amelyekrdl a probalkozok egytdl egyig azt hitték, hogy a kérdésre adott kifogastalan ¢és
végérvényes valaszok, egyben a nem-euklideszi geometria felfedezésének potencialis, mar
csirgjaban elvetélt kisérletei. Ha a ,,pdrhuzamos” és az ,,ekvidisztans” jelentésének valamifajta
azonositdsa, vagy a koztik 1év0 szemantikai kapcsolatnak a kisérlezetd szamara a
»parhuzamos—nem-metsz6” viszonynal erdsebbnek bizonyuldsa torvényszeriien vezet a
»parhuzamosok problémajanak™ illuzorikus megoldasdhoz, akkor indokolt, hogy olyan
fogalmi hibanak is tekintsiik, amely a nem-euklideszi geometriat is felfedezhetetlenné teszi. A
nem-euklideszi geometriat ugyanis nem lehet ugy felfedezni, hogy kozben wvalaki a
»parhuzamosok problémajat” valamilyen oknal fogva megoldottnak véli. Ugyanez
specifikusan: a nem-euklideszi geometriat nem lehet ugy felfedezni, hogy kozben az illetd a
»parhuzamosok problémajat” a fogalmi hiba ¢észrevétleniil maradasa kovetkeztében
megoldottnak hiszi. Valahogy ugy magyarazhatjuk, hogy ha a geométer szdmara a
»parhuzamos” fogalom ,.ekvidisztans” és ,,nem metsz6” komponensei nem kiiloniilnek el
vildgosan, vagy az ,,ekvidisztans” jelentése valamiképpen ,,uralja” a ,,nem metsz0” jelentését
(fogalmilag elonyt ¢lvez), akkor ez éppen azt teszi észrevétlenné, hogy a ,,nem metszd” €s az
»ekvidisztans” kozotti fogalmi hézag onkéntelentil is atlépésre keriilt. Ahogyan nem ismerték
fel a kisérlezetdk a petitio principiit, ugy nem ismerték fel a fogalmi hibat, hiszen éppen az
utdbbi vezetett az elébbihez.

Roviden: ha a ,,parhuzamos” ¢és az ,.ekvidisztans™ jelentésének azonositdsa vagy elényben
részesitése olyan fogalmi hiba, amely torvényszerlien vezet a ,,parhuzamosok problémdjanak”
latszatmegoldasahoz, akkor egyszersmind a nem-euklideszi geometria felfedezhetségét is
kizard szemantikai akadalynak tekintheto.

Ez megmagyarazni latszik azt is, hogy a ,parhuzamosok problémajanak” folyamatabol
hogyan kovetkezik az a szemantikai kényszer, amely miatt a ,,parhuzamos-ekvidisztans” nem-
euklideszi terminoldgiai kapcsolat megvalosuldsa kizarhatd. Azért nem lehet tehat eljutni a
nem-euklideszi geometria fogalmi-terminoldgiai rendszerének olyan megvalosuldsaig,
amelyben a ,,parhuzamos-ekvidisztans” kapcsolat realizdlodhatna, mert a ,,parhuzamos-
ekvidisztans” jelentéskomponens preferalasaval a felfedezés folyamata mar korabban elbukik,

¢s el sem jut abba a végallapotba, ahol ez a kapcsolat realizalodhatna.
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Az ily moddon rekonstrualt gondolatmenetb6l valdéban az kovetkezik tehat, hogy a
,parhuzamos” jelentéséhez vald viszonyuldsban vannak koddolva, és ez éaltal adottak,
meghatarozottak a  Bolyai-Lobacsevszkij-féle nem-euklideszi  geometria  fogalmi-
terminologiai rendszerének alapvetd korvonalai.

Az igy felépitett gondolatmenet elsé latasra jol megmagyarazza, hogy miért azt latjuk, amit
latunk akkor, amikor sem Bolyai, sem Lobacsevszkij, de még Gauss sem olyan fogalmi-
terminologiai rendszert alkotott, amelyben a ,,parhuzamos” az ,ekvidisztins” értelemben
szerepel. Egyszeriien azért nem, mert a felfedezés tdg értelemben vett el6zményeibdl, a
»parhuzamosok problémajanak™ torténeti folyamatabol kirajzolodd szemantikai feltétel szerint
kizart, hogy olyan lehessen, amint az imént vézoltuk. Ebben a rekonstrukcioban
értelemszertien a gondolatmenetnek a konkluzioja lesz, hogy a ,,pdrhuzamos” fogalmaban az
»ekvidisztdns” eldnyben részesitése olyan szemantikai gat, amely nem vezethet az ennek
megfeleld, illetve ezt leképezd nem-euklideszi fogalmi rendszerhez. A matematikatorténeti
tényeknek ez utdbbi allitassal kell megfelelésben allniuk.

A gondolatmenet tobbféleképpen kritizalhatd. Az egyik lehetdségként adodik, hogy a
gondolatmenet elsé 1épését és fo pillérét jelentd elemet tamadjuk. Ezt vdalasztva
megkisérelhetnénk megmutatni, hogy a ,parhuzamos” és az ,.ekvidisztans” jelentésének
»kemény vagy er6s Osszekapcsolasa” nem sziikségszerlien vezet a ,parhuzamosok
problémdjanak™ fogalmi hibabdl kovetkezd latszolagos megoldasahoz, azaz nem
sziikségszerlien vezet a felfedezés folyamatdnak ilyen modon valo elvetéléséhez. Mivel a
»parhuzamos” ¢és az ,ekvidisztans” jelentésének ,kemény Osszekapcsoldsa” a direkt
bizonyitasokhoz és az ujradefinialasi kisérletekhez kapcsolodva latszik kozvetleniil fogalmi
hibat eredményezni, ezért a kiutat az indirekt bizonyitéasi kisérletek iranyaban kereshetnénk.
Megprobalhatnank elvi alapon bebizonyitani, hogy az indirekt megoldési kisérletek esetében
nyitva all az at. Vagy megprobalhatnank egy olyan torténeti esetet mutatni, amely tételesen
bizonyitja, hogy az indirekt bizonyitasi kisérletek esetén a ,,parhuzamos” fogalmaban az
»ekvidisztans” jelentéskomponens elényben részesitése sem vezet a nem-euklideszi geometria
felfedezési folyamatanak elbukdsdhoz. Ahhoz azonban, hogy ez valdban bizonyitd erejii
legyen, nemcsak nagyivli (azaz sok 1épésbol allo, hosszll) €és ekvidisztans-alapt indirekt
bizonyitasi kisérletnek kellene lennie, amely végiil méas okbol kifolyolag mindsiilt hibasnak,
hanem a folyamatnak lehet0ség szerint a nem-euklideszi geometria felfedezésére kellene
kifutnia. Ez utdbbi feltételnek azonban nem sok eset felel meg, amelyek pedig megfelelnek,

azok azt nem latszanak teljesiteni, hogy a nem-euklideszi geometria fogalmi rendszerében a

33



»parhuzamos—ekvidisztans” kapcsolatot képeznék le. Ugyanakkor az indirekt bizonyitasoknak
tulajdonitott kiemelt figyelem és magas heurisztikus érték azt sugallja (Bonola 1955: 43-5;
Dévid 1979: 158-9, 181; Eves 1997: 54-60; Gray ¢és Fauvel 1987: 508-9; Gray 1979a: 238,
248; Greenberg 1980: 125-7; Heath 1956: 211; Houzel 1992: 4; Karteszi 1973: 15-6; Karteszi
és Szénassy 1987: 15-8; Kiss 1999: 26-7; Kline 1980: 80-1; Martin 1975: 302-5; Sain 1985:
24-5; ub. 1986: 610-2; Sommerville 1958: 11-3, 22; Stackel 1900: 242-4, u6. 1914: 74, 235;
Stillwell 1989: 256; Szénassy 1992: 161; Torretti 1978: 45-52; Téth 1967: 4-6; ud. 2000d;
Weszely 2002: 55-6, 70; Zheng 1992: 173-4, 180-2), hogy a nem-ecuklideszi geometria
egyaltalaban vett felfedezhetdségét mégiscsak az indirekt eljardsokhoz kothetjiik. A Saccheri
¢s Lambert altal kdvetett modszertan magasztalasa azt sugallja, hogy ha a nem-euklideszi
geometriat fel lehetett egyaltalan valahogy fedezni, akkor csak indirekt bizonyitasi eljaras
révén lehetett, illetve ha a felfedezés rekonstrudlhatdé egyaltalan valamennyire is zart
modszertani keretben, akkor csak az indirekt modszertan keretében tehetd.'® Erre Bolyai is j6
példanak latszik, hiszen felfedezd, és a matematikatorténeti beallitas szerint az indirekt eljaras
kizarolagos szerepet jatszott a ,,parhuzamosok problémajanak” megoldasara tett kisérleteiben
(Kiss 1999: 26-7; Sain 1986: 617-9; Sommerville 1958: 22-3; Stackel 1900: 242-4, ué. 1914:
74, 235; Szénassy 1992: 161; Weszely 2002: 70; Zheng 1992: 173-4, 180-2;).19 A
vélemények legfeljebb abban oszlanak meg, hogy az indirekt probalkozasok iddszaka a
Bolyai-féle nem-euklideszi geometria eredményei feldl tekintve lényegében terméketlen
(Stackel 1900: 242-4, ud. 1914: 74, 235; Sain 1986: 617-9; Szénassy 1992: 161), vagy
valamelyest gylimolcsozé (David 1979: 181; Kiss 1999: 26-7; Sommerville 1958: 22-3;
Weszely 2002: 70; Zheng 1992: 173-4, 180-2).

Bolyai tehat jelen ismereteink szerint nyilvdnvaldéan nem felel meg annak a feltételnek, hogy
fogalmi-terminoldgiai rendszere a ,,parhuzamos—ekvidisztans” kapcsolatot valositana meg.
S6t: a matematikatdrténet eddigi tényei szerint az ¢ példaja éppenhogy azt timasztja ala, hogy

ha valahogy, akkor a nem-euklideszi geometriat nem ekvidisztans-elméleti alapon €s indirekt

crcr

'8 Ugy tiinik, hogy Bolyai kovetkez6 megjegyzését a ,bebizonyitas™ kifejezés miatt direkt bizonyitasra utalonak
tekintik: ,,A 11. axidma bebizonyitasara — irja Janos — el6szor azt az utat kovettem, hogy bebizonyitsam, hogy az
egyenessel egyenkozii vonal, azaz a sikban t6le mindeniitt egyenld tavolsagra levé vonal szintén egyenes és
evégbol megvizsgaltam, hogy mik az ilyen vonal tulajdonsagai az ellenkezd esetben.” (Idézi Weszely 2002: 62).
Mig ennek az ttnak a terméketlenséget, zsakutca-jellegét hangsulyozzak (Weszely 1981: 62, ud. 2002: 62),
addig mas helyeken az indirekt eljaras szerepét Bolyainal pozitivan értékelik (Weszely 2002: 70). Masrészt
meglatasom szerint ez az indirekt eljarasra példa amiatt, hogy végeredményben ,,az ellenkezd esetre vonatkozo
vizsgalatrél” van szo.

" David az egyetlen, aki Bolyai Janosnak a koriilbeliil 1820-ig tarto elsd idészakat a direkt bizonyitas
szakaszanak tekinti (David 1979: 180).
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amely szerint nincs, és nem is lehet a ,,pArhuzamos—ekvidisztans” kapcsolatot realizalo nem-
euklideszi fogalmi rendszer — mivel az 6vé sem az.

A nyitva hagyott masik lehetdség tehat az, hogy kozvetlenill az eredeti gondolatmenet
konkluzigjat cafoljuk, és megprobaljuk megmutatni, hogy igenis van a ,,parhuzamos—
ekvidisztans” kapcsolatot realizalé nem-euklideszi fogalmi rendszer. Ekkor nem csak elvileg,
filoz6fiai alapon lathatnank igazolva, hanem torténeti tényekkel alatdmasztva is, hogy a
»parhuzamos”-hoz a torténeti értelemben vett euklideszi geometridban tarsuld két
jelentéskomponens (az ,ekvidisztans” ¢és a ,nem metsz6”) koziil barmelyikhez
ragaszkodhatunk, ha hajlandok vagyunk a madsikat feladni. Ugyanez a masik oldalrol is
megfogalmazhatd lenne: a ,,parhuzamos”, az ,,ekvidisztans” és a ,nem metszd” jelentései
egymashoz vald viszonyanak nincs olyan Kkitiintetett rendszere, amelyhez inkabb kell
ragaszkodni, vagy amely feladdsdra inkdbb hajlandonak kell lenni ahhoz, hogy a nem-

? Ha taldlniank a gondolatmenet

euklideszi geometria egyaltalan felfedezhetd legyen.
konkluziojat cafolo esetet, akkor az a tény, hogy a nem-euklideszi geometrianak 1étezik olyan
fogalmi rendszere, amely a ,,parhuzamos—ekvidisztans” fogalmi-terminoldgiai kapcsolatot
realizdlja, egyszersmind azt is jelentené, hogy a felfedezd valoban ragaszkodhat a
»parhuzamos” jelentésének barmelyik komponenséhez, ha a fogalmi ellentmondast
elkeriilend6 hajlandé a masik szemantikai kapcsolat feladasara, és valdban hajlandd is
barmelyiket feladni. Ez egyuttal azt is mutatnd, hogy hibas az a gondolatmenet, amely azért
tartja kizartnak a ,,parhuzamos—ekvidisztans” terminoldgiai kapcsolatot leképezd nem-
euklideszi fogalmi rendszert, mert a ,,parhuzamos” és az ,,ekvidisztans” jelentésének kemény
Osszekapcsoldsa sziikségszeriien vezet fogalmi hibahoz, és sziikségszeriien all a nem-
euklideszi geometria felfedezésének ttjaban.

Az értekezés a kovetkezOkben ennek a szemantikai sziikségszeriiségi tézisnek a cafoldséra tesz

kisérletet. Az értekezés soran ugyanis azt kivanom megmutatni, hogy Bolyai Janos, a

* Quine eredetileg kijelentésekre fogalmazta meg tézisét: ,Barmely kijelentést igaznak tarthatunk minden
koriilmények kozott, ha a rendszer egy masik részének megvaltoztatdsa eléggé radikalisan torténik.” (Quine
1999: 148). Egyrészt amit a ,parhuzamos”, ,ekvidisztans” és ,nem metsz6” kifejezések jelentéseinek
egymashoz valé viszonyaval (szinonimitds, jelentések kemény, erds Osszekapcsolasa) 0Osszefliggésben
elmondtam, értelemszeriien atfogalmazhat6 lenne az ,ekvidisztans”, ,nem metsz6” és ,,parhuzamos”-t
tartalmazo6 allitdsokra (mondatokra) is. Masfeldl nyilvanvald, hogy Quine-nak a jelentéssel és a szinonimitassal
kapcsotban kifejtett érvelése alapjan az iménti tézis atfogalmazhatd szinonimitasi viszonyokra is: ,,Barmely
szinonimitasi viszonyhoz ragaszkodhatunk, ha egy masik szinonitasi viszony feladasara hajlandok vagyunk.” A
,,Szinonimitas”-on Quine-nal 6sszhangban kognitiv szinonimitast értek, tovabba az ,,azonos jelentésti”, és nem a
»~fokon (hasonlo) értelmli” értelemben hasznalom. Nyilvanvalo, hogy a ,rokonértelmliség” tisztazasa
eléfeltételezi az ,,azonos jelentésti” tisztazhatosagat, illetve annak a jelentésfogalomnak a tisztazasat, amelyet a
meghatarozasban felhasznalni kivanunk. A szinonimitas ¢és folcserélhetéség nyelvészeti problémaival
kapcsolatban lasd Ruzsiczky (1985).
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nemeuklideszi (hiperbolikus) geometria felfedezéje a ,,parhuzamossag” terminushoz az
»ekvidisztancia” jelentést tarsitotta — legalabbis az ) geometria altala tortént felfedezését és

elfogadésat kovetden bizonyosan.
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Masodik rész

A Bolyai Janos-féle ,,parhuzamos”

o y o

Standard Neézetének rekonstrukcioja

és cafolata

A targyak semmifajta kezelésmodja sem emelkedik a
masik folé. A matematikai megismerés nem szigorubb,
mint a filologiai-térténeti. Csupan ’egzakt’, de ez nem

azonos a szigorusaggal.

Martin Heidegger: Mi a metafizika?

A torténelmi tény lebecsiilése mélyen és valosziniileg

crer

egyebkent ugyanezek a tudosok masfajta tényszerii

részleteket tartanak a legfobb értéknek.

[A]  tudomdnyoknak (...) valdjaban sziikségiik van
hoseikre, és igenis megorzik neviiket. A tudosok
azonban  nagyon is képesek elfelejteni  vagy

meghamisitani a hdsék miiveit.

Thomas Kuhn: A tudomanyos forradalmak szerkezete

37



Harmadik fejezet

A Bolyai Janos-féle ,,parhuzamos” Standard

Nézetének rekonstrukcioja

3.1 A Standard Nézet: egy felfogas rekonstrualasanak nehézségei

A Bolyai-féle nem-euklideszi geometria parhuzamossag-fogalméval kapcsolatban Iétezik egy
kozkeletli és mindeddig Iényegében egyeduralkodé felfogés. Erre a felfogasra 6sszefoglaloan
a ,,Standard Nézet” névvel vagy szinonimadival fogok hivatkozni. Bar a Standard Nézet a
részletek szintjén tobb mint sokszinli, kiallasaban meglehetésen egységes. Az egységes
jelleget az egymast els0 korben kolcsondsen megerdsitd — vagy legalabbis meg nem
kérddjelezd — vélemények sajatos szovedéke idézi eld. A megnyilatkozdsok mind éltalanosan,
az Appendix egészének értelmezését tekintve, mind az olyasfajta részletek kérdésében, mint
példaul a Bolyai-féle parhuzamossag értelme és miibeli helye — ugyanazt latszanak képviselni.
Az Appendix egyik legfontosabbnak itélt része a mu feliitése, azaz az elsé paragrafus. A
részleteket késébbre hagyva a Standard Nézet allaspontjat Ggy Osszegezhetjiik, hogy a mi
elsd cikkelyében annak a kifejezésnek vagy annak a fogalomnak a meghatdrozasat talaljuk,
amely a ,,parhuzamosok problémajanak™ magvat alkotta. Mar a ,,parhuzamossag” fogalmanak
a torténetben jatszott kdzponti jellege is amellett szol, hogy a kérdés negativ megoldasat és
tisztazasat jelenté mi ennek a fogalomnak a meghatarozasaval kezdddjon. Latni fogjuk, hogy
a mi elsd paragrafusaval kapcsolatban nem tulzas ehhez hasonlo, altalanosan elfogadott és
egységesen képviselt értelmezésrdl beszélni.

A Kkijelentések szovevényébdl kibomlod nézetet kozelebbrdl szemiigyre véve azonban
szovethibdkra ¢és felfeslésekre lelhetiink. A szovedék olyan, kezdetben finomnak tetszd, am a
vizsgalat elérehaladtaval egyre jelentdsebbé valo belsd szakadasokat — véleménykiilonségeket
— mutat, amelyek reményeim szerint interndlisan is el fognak vezetni az egész allaspont

kritikai feliilvizsgalatahoz.
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Hogyan lehet egy nézet egyszerre egységes, valamint komoly véleménykiilonbségeket
magaban foglal6? Hogyan lehetséges e két dolgot 0Osszeegyeztetni? Miért indokolt
»standardként” nevesiteni egy olyan vélekedésrendszert, amely egyik legfébb
jellemvonasanak a kiilonféleséget tartjuk? Hogyan remélhetjiik k6zos nevezdre hozni dket?
Az iménti kérdések egyfel6l a nézet muikodésének sajatlagos és erdsen kifogasolhatod
muikodésmod;jat érintik, masfeldl jelzik azokat a nehézséget, amelyek elé a rekonstrukcid néz.
Eldszor, ami a fellépés egységességét illeti: bizonyos, hogy a nézet az egészet alkotod egyes
allaspontokban mutatkozo kiilonbségeket mindezidaig nem tette vita targyava. Ha valoban
olyan, egymastol kiillonb6zé allaspontokrol van szo, amelyek nem vehetdk egy kalap ala vagy
nem Osszegezhetok veszteség nélkiil, akkor miért nincsenek és nem voltak jelen a porondon
az egymastol eliitd, nyilvanosan iitkoztetett nézetek? Hol zajlott le az a vita, amely tisztazta
ezeket a tényleges ¢és ténylegesen vallalt véleménykiilonbségeket? A valasz, hogy sehol, jelzi
a felfogas miikodésének egységes jellegét — egységes passzivitasat. Ha pedig az is igaz, hogy
a nézet mélyén lappang6 kiilonbségek valdban jelentdsek, akkor az inaktivitas az el6bbinél is
zavarba ejtobb tulajdonsagrol arulkodik. Arrol, hogy a nézet a maga személytelen modjan
meggatolta a heterogenitis felszinre jutdsat, az allaspontok vilagos szétvalasat. Egyfeldl
akadalyozta a nézetet alkotd egyes személyes allaspontok kozott fesziilé kiilonbségek
felszinre jutasat, masfeldl az egyes allaspontokon beliil feltdrhaté inkoherenciak felszinre
keriilését. Ha mindez igaz, akkor a nézetet az a kognitiv fékezderd is jellemzi, amely az
allaspontok kozott fesziild kiilonbségeket csakiugy, mint az egyes allaspontok belsd
fesziiltségeit kioltja, belsé problémadit pedig elsimitja vagy elleplezi. A felfogéas ekkor egy
olyan Onfenntarté vélekedésrendszerként irhatdé le, amely egyrészt a meggydzodések
homogenizatoraként, masrészt az egész mélyén lappangd inkoherencia nem feltétleniil
szandékos, de a megismerést tekintve mindenképpen hatékony elnyomdjaként funkcional.

Mindebbdl az is kovetkezik, hogy a Standard Nézetet alkotd személyes allaspontokat tekintve
nem minden esetben fogunk teljes és tényleges nézetazonossagot talalni, mas esetekben pedig
az egyes személyes allaspontok azonositasa fog gondot okozni. Az éallaspontok ilyetén modon
az értekezés keretei kozott szembesiilnek egymassal eldszor.”! Kovetkezésképp a kiilonbségek
abban a vilagosan megfogalmazott és kifejezett formaban, ahogyan eldadésra keriilnek —
csak az értekezés sajatossaganak tekinthetok és nem a bevett nézet érdemének. Hasonlo

modon nem tulajdonithatjuk a nézet érdemének, ha valamely — az egészbdl kiragadott, de

I Kevésbé kritikus és szembesité modon a nézetet mar bemutattam Tanacs (2001)-ben. Most azonban a felfogas
szerkezetének olyan sajatossagai is megfogalmazasra és bemutatasra keriilnek, amelyek tilmutatnak a korabban
ismertetett jellemzokon.
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onalloan és nyiltan nem képviselt — részlete egybeesni latszik az altalam késdbbiekben
propagalt tézissel. Az altalam képviselt tan és a Standard Nézet kozott mutatkozo barmely
(akarcsak részleges) megegyezés nem annyira a valosag, bar talan nem is a véletlen, hanem az
elfogadott nézet sok mindent feldleld heterogenitasdnak és inkoherenciajanak miive.

Az alabb kovetkezd kiilonos eldadasmodot — ami a bevett nézet bemutatasat, majd a
vélekedések mesterséges allaspontokba sorolasat illeti — a nézet sajatlagos mikodése
kényszeritette ki. Eloszor tehdt hagyom a nézetet a maga természetes megjelenésében

megmutatkozni, majd a kritikai vizsgalddas szamara alkalmas formaba ontom.

3.2 A Standard Nézet magaért beszél

A kovetkezokben igyekszem a standard nézetet igen alaposan bemutatni. Ezzel kettds a
célom. Az egyik, hogy minél valosaghiibb képet adjak roéla, miként épiil fel és hogyan
szervezOdik az egész, azaz hogyan — vagy hogyan nem — funkcional a standard felfogas. A
masik, hogy ez a bemutatas fogja az alapjat képezni annak az atfogod allaspontnak, amely
képes magaba foglalni a Standard Nézet két csoportba stirithetd Osszes explicit allaspont-
valtozatat — azokat, amelyeket egyszerre kivanok majd céafolni.

A bemutatdshoz harom, a matematika torténetirdsa szempontjabdl eltérd statusszal bird
forrascsoportot kellene szamitasba venniink. Ezek egyben a Standard Nézet harom kiilonb6zo
megnyilvanuldsi modjat is jelentik. Az egyik csoportot a nem-euklideszi geometria
kialakulasat kiilonb6zo szinteken és eltérd részletességgel ismertetd matematikatorténeti
munkdk, illetve a jelenséget kiilonboz0 indittatdssal, mas-mds aspektusokbol targyald
matematika- vagy tudomanyfilozofiai miivek alkotjak. Ezeket 6sszefoglaldoan kézikonyveknek
fogom nevezni. A masodik csoportot az Appendix kiillonbozé nyelvii, olykor egy-egy nyelven
tobb valtozatban is elkészitett nem szerzodi forditasai alkotjak. A harmadik csoportot azok az
Appendix-kiadasok képezik, amelyek Bolyai Janos halalat kdvetden sziilettek, és amelyeknek
ezaltal nem sajatja az eredetihez képest tortént valtoztatasok szerz6i jovahagyasa. A harom
forrascsoport koziil azonban itt csupan a kézikdnyveket hasznalom fel a bemutatashoz annak
ellenére, hogy a bevett nézet a legvitathatobb moédon — amely egyben a legaktivabb ¢és
legkonstruktivabb modot is jelenti — a forditasokban és a poszthumusz kiadasokban nyilvanul
meg. A két utobbi forradscsoport segitségével lehet ugyanis megmutatni, hogy a nézet hogyan

szorgoskodik az igazolasat szolgaltatd csaloka evidencidk eldallitasaban, valamint azt is, hogy
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22 , 1 ryr y
Misfelol azonban a forditasok és

milyen erds, az észlelést orientdld funkcioval bir.
utankozlések beavatkozasai, a nem megfeleld (nem szigoru) forraskezelés és az észlelési
hibék akkor lesznek igazan kidomborithatdk, ha elébb megmutattuk a nézet tarthatatlansagat,
a szovegkezelési eljarasok igazolhatatlansdgat, és megteremtettiik a korabbi észlelések
elfogultsaganak kimutatasahoz sziikséges 4j normat.”

A bevett nézetnek a kézikonyvekbdl szarmazo idézetek révén torténd bemutatdsakor kiilon
targyalom (és némiképp eldnyben részesitem) a magyar nyelvteriilethez ktddd munkakat.
Egyrészt azért, mert a latin és a német mellett a magyar a szdba johetd forrasok nyelve,
masrészt azért, mert Bolyai Janos sajat forrasértékii feljegyzéseinek jelentds része szintén
magyar nyelvii. A nyelvujitaskori magyar nyelven irott forrasok pedig tovabbi kiegészitd,
illetve redundans ellendrzést biztositanak: alatdmaszthatjak vagy megkérddjelezhetik a mas
forrasokra, kiillonosképpen pedig a magyartol eltérd nyelven irott forrdsokra alapozott
allitasokat. Ezekbdl kovetkezik, hogy magyar nyelvii forrdsok a nemzetkozi
matematikatorténeti vizsgalodas szdmara, ha egyaltalan, akkor nyelvileg csak nehézkesen
hozzatérhetok. A konnyti forrashozzaférhetdség gyakorlati, valamint a nyelvi ellendrizhetdség
modszertani elénye miatt a magyar nyelvii szakirodalom kiemelt jelentdséggel bir — nemcsak
mennyiségében, hanem a torténetirasban betoltott kognitiv tekintélyét illetden is. Emellett a
Bolyai-kutatas régéta szorosan kotddik a magyar nyelvteriilethez: a (tobbnyire, de legalabbis
magyar nyelven sokat publikald) magyarorszagi és erdélyi (vagy innen elszarmazott) Bolyai-
kutatok alkotjak a kutatds centrumat. A magyar nyelvli centrum és az altala 1étrehozott
kézikonyvek kiemelt jelentdséggel birnak a standard-képzésben.

A kovetkezOkben tehat hagyom a bevett nézetet magaért beszélni. A felfogas illusztralasa
céljabol nagy mennyiségili €s terjedelmes idézeteket fogok hasznélni. A kézikonyvek kozott
nem teszek kiilonbséget a tudomanyos tdjékozodasban betoltott szerepiik és célkdzonségiik
fiiggvényében.24 fgy példdul nem rangsorolom és osztilyozom Oket ambicidik szerint:

aszerint, hogy tudomanyos vagy csupan ismeretterjeszté szandékkal sziilettek-e. Ennek egyik

2 Ezzel kapcsolatban lasd Tanacs (2003).

2 Ezekrol a hibakrol a késébbiekben, az értekezés 4.5 pontjaban sz0 lesz.

# Bar Thomas Kuhn egyarant a tudomanyos forradalmak ,eltiintetésében” betoltott kozos vonasaikat
hangsulyozza, mégis megkiilonbozteti a népszeriisitd és a filozofiai irasokat a tudomanyos kézikonyvektol. A
»kézikonyveket” azért valasztottam atfogd kategorianak, mert az Osszes ily modon alaja tartozé mivel
kapcsolatban éppen azt allitom, mint amit Kuhn a kézikonyvekkel Osszefiiggésben megfogalmaz: ,,A
kézikonyveket (...) mivel ezek a normal tudomany fenntartasanak pedagogai eszkozei, részben vagy egészen at
kell irni, valahanyszor a normal tudomany nyelve, problémainak szerkezete, illetve normai megvaltoznak.
Roviden, minden egyes tudomanyos forradalom utan at kell irni 6ket, és mihelyt ez megtortént, sziikségképpen
elfedik a nemcsak az Oket 1étrehozd tudomanyos forradalom szerepét, hanem puszta tényét is.” (Kuhn 2000:
143).
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oka, hogy e tekintetben nincs kozottiik kézzel foghato eltérés az Appendix elsé paragrafusara
kialkudott konszenzus tekintetében. A masik ok pedig az, hogy a Standard Nézet
kialakitasaban ¢és fenntartdsdban ugyanolyan modon vesznek részt: a népszeriisitd és
ismeretterjesztd munkak éppugy szerepet vallalnak, mint magasabb kvalitast, tudomanyos
elvarasoknak megfeleld tarsaik. Thomas Kuhn-nal sz6lva: a népszertsito és ismeretterjeszto
munkak éppugy a Standard Nézet ,kialakitasanak és fenntartdsanak pedagdgiai eszkozei”,
mint a tudomanyos jellegliek. Utobbiakhoz az t (gyakorta) az eldbbieken keresztiil vezet, és
ennek az utnak a végén egyeldre nem taldlunk a korabbiakat semlegesitd, feliilbiralo és
ujraértékeld irasmive(ke)t.

Lassuk hat az egyes képviseloket és allaspontjaikat.

DAVID LAJOS

Az Appendix az elébbi [a parhuzamossagrol szolo — T.J.] szakasszal kezdédik, minden
elokészités, alapvetés nélkiil. Az 1. rész sziikséges tételeit hallgatdlag foltételezi B. J. [azaz
Bolyai Janos — T.J.]. Kiilon hangstlyozzuk, hogy a parhuzamossag értelmezése megengedi az
V. posztuldtum (I. rész, 2) allitasat is (euklidesi geometria), tagadasat is (nem-euklidesi
geometria).
B. J. szemléletesen indokolja, hogy barmely 4-bol indul ki egyetlenegy parhuzamos félegyenes.
(David 1944: 37).

® %k ok
Bolyai Janos épen® ezért a parhuzamos sz6 helyett aszimptotikus parhuzamost ir, s magat az
ilyen egyenest aszimptotanak is nevezi. (David 1944: 179).

% %k
Csak egy ilyen egyenes [t.i. nem-metsz6 — T. J.] (...) van az E. —geometridban [azaz: az
euklideszi geometriaban — T.J.], vagyis az allandé parhuzamossagi szog esetében. Ellenben
végtelen sok van a valtoz6é parhuzamossagi szog geometriajaban. Az utdbbi esetben a nem-
metsz6 egyeneseket alkotd, 4 kezddpontu kiegészité félegyenesek koziil AP, AP’ parhuzamos
(parallel), ellenben a tobbi (pl. AE) nem-metszé, (ultraparallel: talparhuzamos,
parhuzamosontuli”), nem értve kozéjiikk a parhuzamosakat, bar szoszerint ezek is ,,nem-
metszOk”, ezeknél sincs metszés a B’B egyenessel. (B. J. aszimptotikus egyeneseket mond
parhuzamosak helyett. ... De eltériink — altalanos szokas szerint — B. elnevezésétol, mivel az

euklidesi parhuzamossag altalanositasarol van szo). (David 1944: 40).

¥ Az idézet szovegének ,helyesirasi sajatossagai” az eredeti szovegbdl erednek. Nem kivantam onkényesen
beavatkozni a helyesirasi hibanak vélt jellemzok kijavitasaval.
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DOBO ANDOR

Bolyai Janos — apja, Bolyai Farkas (1775-1856) Tentamen-jének fiiggelékeként, 1831-ben
latinul megjelent — munkajaban, az APPENDIX-ben a parhuzamos 1j, euklideszinél
altalanosabb fogalmat a kdvetkezOképpen értelmezte:

Egy adott egyenesen kivill levd ponton at hizzunk egy masik, az elébbit metsz0 egyenest.
Ebbdl a kiinduld helyzetbdl, a valasztott pont koriil — mindvégig a kozds sikban maradva —
kezdjik el az egyenest az Oramutatd jarasaval ellentétes iranyban forgatni. Ekkor
sziikségszeriien bekovetkezik egy olyan helyzet, amikor a forgatott egyenes legel6szor nem
metszi a rogzitve hagyottat. A pont koriili forgatas révén ilyen allasba keriilt hatdregyenesrol

mondjuk azt, hogy parhuzamos a vele egy sikban levé méasik egyenessel. (Dobd 1989: 49).

DOBO ANDOR ES SZENASSY BARNA

Bolyai Janos az APPENDIX 1.§-ban (...) a parhuzamosok 1j, az euklideszinél altalanosabb
fogalmat a kovetkezOképpen értelmezi:

Egy adott egyenesen kiviil 1évé ponton keresztiil huzzunk egy masik, az elobbit metszd
egyenest. Ebbol a kiinduldé helyzetbdl, a valasztott pont koriil — mindvégig a kozos sikban
maradva — kezdjiik el az egyenest az dramutatd jarasaval ellentétes iranyban forgatni. Ekkor
sziikségszeriien bekovetkezik olyan helyzet, amikor a forgatott egyenes legeldszor nem metszi a
rogzitve hagyottat. Ilyen allasban a pont koriil forgatott egyenesrdl azt mondjuk, hogy
parhuzamos a vele egy sikban 1évo masik egyenessel.

Bolyai visszaemlékezéseib6l tudjuk (...), hogy Szdsz Karollyal folytatott eszmecseréik
alkalmaval a forgatas soran ,,legeldszor elpattano” egyenest ,,legkdzelebbi paralelanak” vagy
,nem vagonak” nevezték. Janos tobbnyire az ,, aszimptotikus paralela” vagy roviden

,,aszimptota” kifejezést hasznalta. (Dobd-Szénassy 1985: 44).

KALMAN ATTILA

Bolyai Janos nem egyenesekre, hanem iranyitott félsugarakra értelmezi a parhuzamossagot. Ha
rogzitjiik az iranyt, akkor (akarcsak Euklidésznél) Bolyai szerint is egy és csak egy parhuzamos
létezik egy adott félsugarral egy hozza nem illeszkedd ponton keresztiil. (Kalman 1989: 96).

k sk ok
Szigoruan ragaszkodnunk kell a parhuzamossag Bolyai-féle meghatarozasahoz (...) és az altala

hasznalt egyéb értelmezésekhez is. (Kalman 1989: 104).
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% sk %k

I. A parhuzamossag
Az els6 tiz paragrafusban igen gondosan tisztazza [t.i. Bolyai Janos az Appendixben] a
parhuzamossag fogalmat és tulajdonsagait. (Kalman 1989: 105).

* %k %
A 3. §-ban azt bizonyitja be, hogy ha két iranyitott félegyenes egy harmadikkal parhuzamos,
akkor az a kettd nem metszi egymast. (Kalman 1989: 106).

KARTESZI FERENC

Ezek utdn Bolyai miivének paragrafusai szerint haladva kozoljik magyarazd, kiegészitd,
tajékoztato jellegli megjegyzéseinket.

1. §
Ebben a paragrafusban a parhuzamossagnak olyan értelmezését adja Bolyai, mely a maradék
axiomarendszerrel Osszeegyezethetd. A parhuzamossagnak ez az értelmezése tagabb, mint az
euklideszi, s az euklideszi értelmezést specialis eset gyanant foglalja magaban.

2. §
Az el6z6 paragrafusban adott értelmezés olyan, hogy a B pont, mint a BN félegyenes
kezddpontja, kitiintetett szerepet jatszik benne. A jelen paragrafusban azt bizonyitja, hogy a
parhuzamossag fiiggetlen attol, hol foglal helyet a B pont azon az egyenesen, melynek a BN az
egyik félegyenese. (Karteszi 1973: 124).%

KiSS ELEMER

A ¢ merdlegest forgassuk a P pont korill az éramutato jarasaval ellenkez6 iranyban. Az ilyen
modon forgatott egyenes eleinte metszi az a egyenest, az elforgatott ¢ egyenes valamely
pillanatban el6szor nem metszi a-t.

Két eset lehetséges.

Ez a pillanat éppen akkor kovetkezik be, amikor ¢ egybeesik b-vel. Ez valosul meg az

euklidészi geometriaban.

2 Karteszi e munkéjardl angol forditas is késziilt. A ,,paralelism” fogalmanak, illetve a ,,parallel” terminus
kérdésében valtoztatas nélkiil képviseli az 1973-as magyar miiben elmondottakat (Karteszi és Szénassy 1987:
127). Az angol nyelvi kiadas révén azonban a Standard Nézet nemzetkdzi vetiiletének kialakitasdban is részt
Vesz.
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Van azonban egy masik lehetség is. El6fordulhat, s ezt a geometria tobbi axiomai megengedik,
hogy mar eldbb bekdvetkezik ez a pillanat, valamely PO helyzetben. Ha ezt megengedjiik,
akkor szimmetria okokbdl P-n keresztiil kell léteznie még egy ilyen tulajdonsagun PQ’
egyenesnek is, ha c-t ellenkez6 iranyba forgatjuk. Bolyai Janos a PQ és PQ’ egyeneseket nevezi

a P-n keresztiil a-hoz huzott parhuzamosaknak. (Kiss 1999: 28)

SAIN MARTON

(...) el kell szakadnunk minden személetes tartalomtol, amely a parhuzamossag euklideszi
értelmezésével fiigg Ossze, amelynek a szemléletében nevelkedtiink, €s szigortian tartanunk kell
magunkat a parhuzamosag Bolyai-féle meghatarozasahoz. A masik nehézség az, hogy az
egyenes, a félegyenes és a sik szavakat Bolyai sokkal tagabb értelemben hasznalja, mint
Euklidész. A Scientia Spatii |azaz az Appendix — T.J.] tartalmabol ezeket az jszerti, bevezetd
gondolatokat szeretném bemutatni.
Az els6 paragrafus a parhuzamossagot definialja (...). Bolyai a parhuzamossagot a
félegyenesekre mondta ki a kdvetkezOképpen:
Az AM || BN, ha

a) AM és BN az AB egyenes ugyanazon oldalan van,

b) AM-nek és BN -nek k6zds pontja nincs, €s ha

¢) af szogtartomany minden BP félegyenese metszi az AM félegyenest. (Sain 1986: 623-4).

SALLO ERVIN

BOLYAI JANOS szimbolisztikaja bonyolult kifejezéseket potol. S ezt nemcsak a tomorség
kedvéért teszi, hanem azért is, mert el akarja keriilni a szemléletességtdl atitatott hagyomanyos
terminolégiat. Az ,,Appendix” mondanivaldja a parhuzamosok problémaja koriil kristalyosodik,
mégis a ,,parhuzamos egyenes”, ill. ,,parhuzamos” kifejezést BOLYAI J. az ,,aszimptota” szoval
helyettesiti és ezt is csak egyszer hasznalja (egy labjegyzetben), a szévegben mindig ||| jel fordul
eld. S joggal, hiszen az ,,Appendix” 1. §-dban meghatarozott ,,parhuzamossag” tisztdn logikai
jellegli és 0sszeegyeztethetetlen a parhuzamossagnak szemléletiink altal megszokott, euklideszi

meghatarozasaval. (Sallé 1974: 34-5).

SIMONYI KAROLY
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Azt természetesnek kell tartanunk, hogy az Appendixet a parhuzamossag defininicidjaval kezdi
[Bolyai Janos — T.J.]: az els6 paragrafus €s a hozza tartozo6 abra err6l szol.

(-..)

fme a definicio.

Ha az am egyenest nem metszi ugyanezen sik bn egyenese, viszont metszi barmely bp (az abn
[szogtartomanyban]”’), akkor ezt igy jeloljiik: bn III am. Vilagos, hogy am egyenesen kiviil
barmely b pontbdl huzhato ilyen bn egyenes, de csak egyetlen, tovabba bam + abn nem > 2R.
(-..)

Mint latjuk, Bolyai Janos nem egyenesekre, hanem iranyitott félsugarakra értelmezi a
parhuzamossagot. Kissé masként fogalmazva: a bn iranyitott félegyenesrél akkor mondjuk,
hogy parhuzamos az am iranyitott félegyenessel, ha bn a félsugaraknak b koriili forgasa kozben

el6allod elso olyan félegyenes, amely mar nem metszi am-et. (Simonyi 2001: 34-5).

SUTAK JOZSEF

Vonjunk B pontbol (...) egy oly BC egyenest, hogy az AM-et C-ben messe, ha ezutan BC-t
addig forgatjuk, mignem az ABC és BAM szogek Osszege 2R nem lesz, akkor ezen forgatas
kdzben BC-nek minden esetre e kell jutni oly BN helyzetbe, midén mar nem metszi AM-et, de a
forgas barmely el6bbi pillanataban még metszette; az ilyen BN sugarat Bolyai-féle értelemben
AM-hez parhuzamosnak nevezziik s jelolésére Bolyaitdl eltérdleg a szokasos

BN || AM
jelet hasznaljuk.
A parhuzamossag imént adott definicziojabol kovetkezik, hogy AM sugarhoz minden B ponton
keresztiil egy, de csakis egy parhuzamost vonhatunk.
Azonban a parhuzamossag Bolyai-féle definiczidja a parhuzamos egyenesekhez mar iranyt is
kot (...). (Sutak 1897: 75).

® %k ok

A Bolyai-féle definiczio értelmében tehdat az egyenesek csak egyik iranyban lehetnek

parhuzamosak. (Sutak 1897: 76).

TOTH IMRE

T A szogletes zarbjeles betoldas Simonyitdl szarmazik.
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Bolyai meghatarozasa szerint, a és b egyenesek akkor parhuzamosak, amikor az a egyenes
legeloszor nem metszi a b egyenest, vagyis: az elpattanas helyzetében. Ez a meghatarozas
fliggetlen az 5. posztulatumtodl, vagy ahogy Bolyai nevezi az ilyen tulajdonsagokat: ,.abszolut”.
Az igy definialt parhuzamosokat Bolyai plasztikusan ,,aszimptotikus” egyeneseknek nevezi, és

szimbolikusan az alabbi médon jeldli: a ||| b. (Toth 1953: 293).

VEKERDI LASZLO

Egyik nagy francia matematikatdrténész — s6t matematika-professzor —, Pierre Humbert irta az
egyik legkivalobb (csak els6 rendli miivekbdl igyekszem idézni hibéakat, rosszakbol tal konnyii
lenne) francia tudomanytorténetben: ,,Egy ponton at egy adott egyeneshez csak egyetlen
parhuzamost lehet huzni, mondotta Euklidész; nem, tételezi fel Lobatchevsky és Bolyai:
végtelen sokat.” Aki csak belepillantott az Appendixbe, tudja, hogy errdl szo sincs, ugyanis az
Appendix legelsé §-a azt mondja ki, hogy az AM félegyeneshez a sik barmely kiviile fekvo B
pontjabol csak egy BN parhuzamos félegyenes hlizhatd. Végtelen sok olyan félegyenes van,
amelyik AM felé hajlik, s mégsem metszi azt, de ezek koziil parhuzamosnak Bolyai csak azt az

egyet nevezi, amelyik legel6szor nem metszi! (Vekerdi 1994: 8-9).

WESZELY TIBOR. 1981.

Egyszer a paralelak elméletét targyalva Szasznak a kovetkez ,,szellemes, valoban geometriai €s
a XI. axiomatol fiiggetlen tér tudomanya helyes kifejtésének alapjaul szolgaldé eszméje volt:
hogy ha azt az egyenest, melyet valamely B pontbol egy masik egyenesnek egyik C pontjan
keresztiil htizunk, és ezt az egyenest a két egyenes meghatarozta sikban a B pont koriil forgatni
kezdjiik, akkor a forgd egyenes, mely a masik egyenest egy ideig a C pontban metszi, attol egy
bizonyos helyzetben — Szasz kifejezésével élve — elpattan, és a BN helyzetben, ezt az egyenest 6
[mérmint Bolyai tarsa, Szdsz Karoly — T.J.] a legkozelebbi paralelanak vagy nem vagdénak
nevezte.”*
Janos ennek az egyenesnek [azaz: a legkozelebbi paralelanak vagy nem vagoénak — T.J.] a
megnevezeésére az aszimptotikus paralela vagy roviden aszimptota kifejezést hasznalta.
Kétségtelen, hogy Bolyainak ez az elnevezése rendkiviil kifejezd. Ugyanis egy adott egyeneshez

htzott paralela a parhuzamossagi iranyban minden hataron tul kozeledik az adott egyeneshez,

anélkiil hogy ezt valaha is metszené... (Weszely 1981: 65).

* %k %k

* Weszely itt Stackel (1914)-b8l idéz.
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Az Appendix 43 paragrafust tartalmaz.

Az 1. g-ban a parhuzamossag értelmezését talaljuk. Legyen AM a sik egy tetszéleges egyenese
és B egy rajta kiviil fekvo sikbeli pont, amelybdl az AM-re a BA merdlegest bocsatjuk (). Ha a
B-bol kiindulé BN félegyenes nem metszi az AM-et, de az ABN tartomany barmely mas BP
félegyenese metszi, akkor Bolyai az AM és BN egyeneseket pdrhuzamosaknak nevezi, mely

viszonyt igy jeloli: BN ||| AM. (Weszely 1981: 83-4).

WESZELY TIBOR. 2002.

Az Appendix 43 paragrafust tartalmaz. A szovegében hasznalt jelmagyarazat utan az 1.§-ban a
parhuzamossag értelmezését talaljuk. (...) [IJegyen az AM a sik egy tetszOleges egyenese és B
egy rajta kiviil fekvo pont, melybdl az 4M-re a BA merdlegest bocsatjuk (...). A parhuzamossag
ujszerli értelmezése miatt Bolyai iranyitott egyeneseket hasznal. Emiatt a B ponton atmend BN
egyenesek helyett annak B kezdépontii BN félegyenesével dolgozik. Ha a B-bdl kiindulo BN
félegyenes nem metszi AM félegyenest, de az ABN szdgtartomany minden BQ félegyenese
metszi AM-et, akkor Bolyai az AM és BN egyeneseket parhuzamosaknak nevezi, mely viszonyt

igy jeloli: BN ||| AM. (Weszely 2002: 77).

3.3 Egy a Bolyai-féle parhuzamossag, de ezer a ruhaja?

A bevett nézet vélekedése elsé kdrben ugy Osszegezhetd, hogy Bolyai Janos az Appendix elsd
paragrafusdban definialja (értelmezi) a parhuzamossagot, illetve definialja, hogy mi a
parhuzamos (fél)egyenes. Eszerint Bolyai egy adott sikbeli AM (fél)egyeneshez képest azt a
BN (fél)egyenest nevezi parhuzamos (fél)egyenesnek, amely az adott AM (fél)egyenesen
kiviil fekvé B ponton keresztlil huzhat6 és a meghatirozott (pozitiv, azaz az oramutatd
jarasaval ellentétes) irdnyt forgatas soran az adott AM egyenest el0szor nem metszi (/. dbra).
Amig tehat minden, az AM félegyenesen fekvé D pontra igaz, hogy BD metszi AM-et, addig
BN az els6 olyan félegyenes, amely a D pont végtelenbe futasaval (vagy B koriili forgatasaval
kapott) BD-ket kovetden eldszor nem metszi AM-et. Bolyai ezeknek az egyeneseknek a
jelolésére egy sajatos szimbolumot, a parhuzamossag kozismert kétvonalas jeléhez (’||’)
nagyon hasonld, harom vonalbdl all6 jelet hasznal: ’|||’. A meghatarozas nyitva hagyja, hogy
hol, azaz mekkora szognél kovetkezik be az eldszor nem metszés. Ha az 4 csticsnal 1évo
BAM szb6g és a B csucsndl 1€vé ABN szog 0sszege 180° (Bolyai jelolésében 2R), akkor az
euklideszi geometria rendszerét, azaz az euklideszi parhuzamossagi axioma feltevésén alapuld
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rendszert kapjuk. Bolyai kortilirdsa azonban nyitva hagyja annak lehetségét is, hogy az 4
csucsnal 1évé BAM szog €s a B csucsnal 1évé ABN sz0g 0sszege kisebb lehessen, mint 180°.
Az ily modon kapott rendszer a hiperbolikus geometria, amely az euklideszi parhuzamossagi
axidma tagadasara, azaz a hiperbolikus parhuzamossagi axioma feltevésére épitett rendszer.
Az euklideszi és a hiperbolikus geometria kozos magjat alkotd rendszert pedig Bolyait
kovetve ,,abszolut geometrianak™” nevezzik. Az abszolut geometria tehat az euklideszi és a
hiperbolikus parhuzamossagi axiomatol fliggetleniil felépithetd rendszer. Az abszolut
geometria korében felépithetd tételeket és az itt definidlhatdo fogalmakat, tulajdonsédgokat
»abszolut” jellegiinek nevezziik. Ily médon az Appendix elsé paragrafusaban adott Bolyai-féle
meghatarozas csaktigy, mint a mi elsO tizenkét paragrafusanak targyalasmodja abszolut
jellegli, méghozza azon vonasa miatt, hogy az elészor nem metsz0 (fél)egyenes ABN szogét,
ezen keresztil pedig az BAM+ABN sz0g0sszeg nagysagat nyitva hagyja, és ezaltal az
euklideszi ¢s a hiperbolikus geometria lehetdségét egyiitt kezeli, a két geometriat egylitt tartja.
Bar 0Osszefoglaldé néven a Bolyai-Lobacsevszkij-féle nem-euklideszi geometriardl szokas
beszélni, am szigortian véve Bolyai-féle abszolut €s hiperbolikus, illetve Lobacsevszkij-féle
hiperbolikus geometriarol kellene beszélniink. Bolyai ugyanis az abszolut és a hiperbolikus
geometriat egyarant felfedezte és kidolgozta, Lobacsevszkij felfedezése pedig csak az
utdbbira koncentralodik.

Az abszolut geometriai targyaldsmod soran nyitva hagyott két lehetdség koziil azt a
lehetdséget valasztva, hogy a szogdsszeg 180°-ndl hatarozottan kisebb (de valtozo érték), a
hiperbolikus geometria Bolyai-féle rendszerét kapjuk. A hiperbolikus geometridban az el6szor
nem metsz6 BN (fél)egyenesnek két fontos tulajdonsaga is van: (1) BN egyértelmiien
elvalasztja a BD tipusu metszOket a BN-t kovetd (BN-en tuli) és B-n keresztiil huzott, de AM-
et nem metsz6 (fél)egyenesektdl, (2) BN az egyik irdnyban (az A-t6l az M és a B-t6l az N felé
mutatd irdnyban) minden hataron til kozeledik az AM-hez, azaz: a koztik 1évo tavolsag
nulldhoz tart. A BN ¢és az AM tehat az egyik iranyban egymashoz aszimptotikusan kozeledo,
azaz aszimptotikus (nem metsz0) (fél)egyenesek.

Ha Bolyai parhuzamos (fél)egyenesnek a forgatds soran el6dllo eldszor nem metszd
(féDegyenest nevezi, akkor az eldbbiekbdl kdvetkezdleg jogosultnak latszanak a kdvetkezd

atfogalmazasok is: egyrészt, hogy a metsz6 és nem metszd (fél)egyeneseket elvalaszto,
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hatarhelyzett, illetve az AM-hez aszimptotikusan kozeledd nem metsz6é BN (fél)egyeneseket

nevezi parhuzamosnak.”’

1.abra. Az abszolut és a hiperbolikus geometria parhuzamossag-meghatarozasaihoz

A parhuzamossag ilyen modon torténd értelmezése esetén a hiperbolikus geometridban a
parhuzamos egyenesek valodi részhalmazat alkotjak a nem metszé egyenesek halmazanak:*
minden parhuzamos egyenes nem metsz0 egyenes, ugyanakkor nem igaz, hogy minden nem
metsz0 egyenes egyben parhuzamos is (egy adott egyeneshez képest). A ,,parhuzamos” és a
»hem-metsz6” a hiperbolikus geometria kontextusan beliil nem tetszélegesen folcserélhetd,
azaz nem szinonim kifejezések. A parhuzamosok ekkor az egyik irdnyban aszimptotikusan
kozelednek egymdéshoz (megmutathato, hogy az igy értelmezett parhuzamossag szimmetrikus
tulajdonsag), anélkiil, hogy végteleniil meghosszabbitva valaha is metszenék egymast. A
Bolyai-féle parhuzamossag ilyesforman torténd parafrazalasara a Pagymerszé — a

parhuzamos, mint az els6 nem metszé (fél)egyenes — roviditéssel fogok hivatkozni. A bevett

¥ Az idézetek fényében kiilon tanulményozisra érdemes kérdés lehetne, hogy valdjaban egyenesekrél,
félegyenesekr6l vagy ugynevezett félsugarakrol van-e sz6 a parhuzamossag els§ paragrafusbeli
meghatarozasakor, am ettdl az értekezés keretei kozott eltekintek. A kusza helyzet a Bolyai-filologiai sajatsaga.
Ebbdl adodik, hogy a vizsgalat folyaman nem teszek kiilonbséget kozottiik, és a Bolyai-féle parhuzamossaggal
Osszefiiggésben egyenesekrdl épplgy fogok beszélni, mint félegyenesekrol.

0 Ez csak a hiperbolikus geometriiban érvényes. Az abszolut geometriaban eldontetlen, hogy a parhuzamos
egyenesek valodi részhalmazat alkotjak-e a nem metsz egyenesek halmazanak vagy sem. Az abszolut
geometria euklideszi parhuzamossagi axiomaval kiegészitett rendszerének modelljeiben az igy korilirt
parhuzamosok és a nem metszok halmaza egybeesik, mig az abszoliit geometria hiperbolikus parhuzamossagi
axiomaval kiegészitett rendszerének modelljeiben a parhuzamosok a nem metszok valodi részhalmazava valnak.
A részleteket illetéen lasd Toth (1979), valamint T6th (2000a: 23-4).

50



nézet ily modon megragadhatd allaspont-valtozatait dsszefoglaldoan a Standard Nézet; névvel,
¢s az SN roviditéssel jeldlhetjiik. Az indexben szerepld ,,L” arra utal, hogy Lobacsevszkij a
neki tulajdonitott parhuzamossag-értelmezés, illetve a szokéasos torténeti bemutatasok szerint
a metszd €s nem metszé egyeneseket elvalasztd, hatarhelyzetli nem metszd egyeneseket
nevezi parhuzamosnak (Kagan 1953: 122; Lobacsevszkj 1951: 43; Reichardt 1985: 165-6).
Ha az Appendix els6 paragrafusanak elobbi kivonata helyes, tovabba a Lobacsevszkij-féle
parhuzamosok iménti koriilirdsa is helytallo, akkor a hiperbolikus geometridban mindketten
ugyanazokra a geometriai objektumokra hasznaljdk a ,,pdrhuzamos” kifejezést vagy az adott
nyelven neki megfeleltethetdt.

A nézet sajatos heterogenitdsa azokban az eldbbi koriilirdson tilmutatd tovabbi, pontositd
szandéku magyarazatokban bujik meg, amelyek a Bolyai-féle parhuzamossag iménti
koriilirasat nemegyszer kovetik. Ezek azonban még mindig nem a végsd, pontos jellemzések,
hanem csak olyanok, amelyeket egyes esetekben még tovabb sziikséges helyesbiteni. A
helyesbités helyesbitésével végiil is harom eltérd leirasi szint jon létre a tekintetben, hogy mi
talalhaté a mi els6 paragrafusaban. Az egyik jellegzetes, rendszerint masodik szinti leiras
ugy fest, hogy Bolyai az eldsz6r nem metsz¢d (hatarhelyzetil) (fél)egyenest nem egyszeriien
parhuzamosnak, hanem ,aszimptotikus(an) parhuzamosnak”, vagy ,aszimptotikus
parallelanak™ nevezi. Az eltérés talan csekélynek tlinik (legalabbis aszerint, ahogyan a
Standard Nézet kezeli), de semmiképp sem elhanyagolhat6. Ha azt képviseljiik, hogy Bolyai a
forgatds soran eldszor nem metsz6 (hatarhelyzetll) egyeneseket aszimptotikusan
parhuzamosaknak nevezi, akkor elvben két eset lehetséges. Az egyik szerint a ,,parhuzamos”
jelentheti ugyanazt, mint az ,aszimptotikus” és forditva. Ekkor azonban az egyik szd
foloslegesnek, az egész pedig szohalmozasnak tlinik. Ez olyan, mintha azt mondanéank: Bolyai
a forgatas soran el6allo, elészor nem metszd (hatarhelyzetll) egyeneseket aszimptotikus
aszimptotaknak, vagy parhuzamosan parhuzamosaknak nevezi. Feltehdleg a Standard Nézet
sem ezt akarja mondani, hanem sokkal inkabb azt, hogy az ,,aszimptotikus™ jelz6 tartalmas:
azaz kivalaszt valamit. Am ahhoz, hogy az ,aszimptotikus” jelz§ valoban tartalmas,
megkiilonboztetd jelzévé valjon, az is sziikséges, hogy az abszolut geometriat a
hiperbolikusra sziikitsiik, és az abszolut geometria targyaldsmodrol attérjiink a hiperbolikus
geometriai targyalasmodra. Ezzel a feltétellel az ,,aszimptotikus parhuzamos” (David 1944:
179), valamint az ,,aszimpotikus parallela”, a ,,legk6zelebbi parallela” és a ,,legkdzelebbi nem
vago (nem metsz8)” (Dobo és Széndssy 1985: 44) egésziikben és megfeleld részeikben akkor

azonos jelentésiiek, és akkor vonatkoznak ugyanazokra az egyenesekre, ha az ,,aszimptotikus”
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a parhuzamosok halmazanak bizonyos, de nem minden elemét valasztja ki. Azaz: az
egyenesek iranyitasat figyelembe véve az ,,aszimptotikus” a parhuzamosok halmazanak egy
bizonyos elemét, az irdnyitast figyelmen kiviil hagyva pedig két elemét specifikélja (a
végtelen sok nem metszé egyenes koziil), méghozza azt az egyet vagy kettét, amely a
masikhoz minden hataron tal kozeledik. Ekkor azonban, azaz a hiperbolikus geometrian beliil,
a parhuzamos egyenes az Osszes nem metsz0 egyenest jelenti, és az aszimptotikus(an)
parhuzamos egyenes jelenti az elszor nem metsz6 egyenest. Igy azonban minden
parhuzamos egyenes egyben nem metszd egyenes is, és minden nem metsz0 egyenes egyben
parhuzamos egyenes is.”' Ebbél kévetkezik, hogy itt a ,,parhuzamos” kifejezés jelentése:
»hem metsz0”’; a ,,parhuzamos” és a ,,nem metszd” tetszélegesen felcserélhetd, azaz szinonim
kifejezések”.** Bar igaz, hogy minden aszimptotikus parhuzamos nem metsz6 egyenes,
ugyanakkor nyilvanvaléan nem igaz, hogy minden nem metsz6 egyenes egyben
aszimptotikusan parhuzamos is. Egy ilyen parhuzamossag-felfogast kézenfekvonek
tekinthetnénk és konnyen meg tudnak magyarazni. Elég volna visszautalni a parhuzamossag
korabban latott 23. euklideszi meghatarozéasara, amely szerint a parhuzamos egyenesek nem
metsz$ egyenesek. Igy azt mondhatnank, hogy az Appendix elsé paragrafusaban értelmezett
aszimptotikus pdarhuzamossag mogott valojaban a parhuzamossdg eredeti euklideszi
definicidjanak konzekvens érvényesitése rejlik. A dolgot gy lathatnank, mint amely azt tartja
szem elott, hogy mindharom geometriaban (a Bolyai-féle abszolut geometridban éppugy, mint
a hiperbolikus vagy az euklideszi geometridra torténd sziikités esetén) a parhuzamos
egyenesek egyben nem metszd egyenesek is, és forditva. Az ily médon megfogalmazhatd

Bolyai-féle parhuzamossagot a Pyszyp jeloléssel (a parhuzamos, mint nem metszo, €és az

31 Az egyszeriiség kedvéért nem teszem mindig hozza, hogy adott sikban adott egyenessel egy rajta kiviil fekvé
ponton keresztiil hiizott egyenesek és az eredeti egyenes viszonyarol van sz, de igy értendd.

32 A hiperbolikus geometrianak van olyan szisztematikus targyalasa, amelyben a parhuzamos egyenesek nem
metsz6 egyenesek. Ha viszont a parhuzamossag ily modon keriil meghatarozasra, akkor nem csak aszimptotikus,
hanem divergens nem metszokr6l, kovetkezésképp aszimptotikus és divergens parhuzamosokrol is Ilehet
beszélni, abban az értelemben persze, hogy ezeket a tulajdonsagaikat bizonyitani kell (Trudeau 1987: 177-218).
Trudeau eljarasa azért figyelemre méltd, mert konzekvens a parhuzamos egyenesek nem metszokként torténd
értelmezésébdl kovetkezo terminologiai kovetkezmények nyomon kovetésében. Ezen kiviil azért is emlitésre
méltd, mert az igy felfogott parhuzamossagot az euklidészi parhuzamossagi fogalomnak (meghatarozasnak) a
hiperbolikus geometridba vald direkt bevezetéseként, azaz kozvetlen atvételeként (atmentéseként) targyalja. A
korabbi fogalom felosztatlansagdara és a hiperbolikus geometridban ebbdl kévetkezé megkiilonboztetések
sziikségességére vonatkozd megjegyzéseivel (Trudeau 1987: 182), valamint az aszimpototikus és a divergens
parhuzamosokkal kapcsolatos banasmodjaval a szokasos targyalasmodnal sokkal arnyaltabban kezeli az 1j
geometria fogalmi problémait, illetve jelzi a lehetséges tovabbi dilemmakat. George E. Martin felépitésében a
parhuzamos egyenesek szintén nem metsz6 egyenesek (Martin 1975: 334). Ugy tinik, egyaltalin nem
kézenfekvd, még a hiperbolikus geometridban sem, hogy csupan a hatarhelyzetii nem metszoket tekintsék
parhuzamosnak — lathatéan nem okoz nehézséget az 0sszes nem metsz6 egyenest parhuzamosnak tekinteni és
nevezni.
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aszimptotikusan parhuzamos, mint elészor nem metszd) roviditem. A bevett nézet azon
valtozatait, amelyeket a most targyalt koriliras fedi le, a Standard Nézety névvel és az SNg
roviditéssel jelolom, a ,,B” index segitségével emlékeztetvén arra, hogy az értelmezések azt
sugalljak: valdjaban ez a Bolyai-féle parhuzamossag-felfogas.

A helyzet azért kivaltképp bonyolult, mert a Standard Nézet az Appendix elsé szintli
értelmezésekor rendszerint Ugy tesz (vagy azt allitja), mintha a Pygymerszg valtozatnak
megfeleld SN, felfogast képviselné, am ezt nemegyszer ugy pontositja, hogy valdjaban az
SNp-nek megfeleld Pyszyp értelmezést hirdeti. Rdadéasul olykor még ez utdbbit, vagy
kozvetleniil az elsé szintl értelmezést is tovabb gyengiti azzal, hogy hozzaflizi: az Appendix
elsé paragrafusdban persze csak aszimptotarodl vagy aszimptotikus egyenesrdl van szo. Itt
tehat legvégiil éppen az marad kimondatlan, hogy a szdéban forgd helyen sz6 sincs
parhuzamosrdl vagy aszimptotikusan parhuzamosrol. Az elsé paragrafus tartalmanak ilyen
kivonatat Ppyiny-nak nevezhetnénk, arra emlékeztetendd, hogy az idetartozo SNy allaspontok
legvégiil, igazan valojaban a parhuzamossag hianyat allitjak — am ezt csak kizarélag implicit
modon teszik, azaz anélkiil, hogy a ,,parhuzamos” kifejezés hidnyat (az egyetlen Sall6 Ervint
kivéve) kifejezetten szova tennék, illetve beismernék.

Most mar érdemes az idézeteket az értelmezési és leirasi szintek, valamint a mesterségesen
elkiilonitett SN;, SNz és SNy éllaspontok szerint csoportositva is attekinteni. Az egyik
csoportositas (2. tabldzat) azt mutatja meg, hogy a Standard Nézet egy-egy képviseldje az
értelmezés hany szintjén foglal allast a Bolyai-féle parhuzamossag, illetve az Appendix elsd
paragrafusanak dolgdban. Ez egyrészt segit tetten érni az egyes személyes allaspontok belsd
fesziiltségeit, masrészt érthetdvé teszi, hogy miért olyan nehéz vilagosan megfogalmazott
allaspontrél beszélni olykor még egy adott képviseld esetében is. Ha ugyanis egy-egy
képviseld tobb értelmezést, és tobb, egymastdl kiilonbozd részallaspontot is képvisel a
Bolyai-féle parhuzamos dolgéban, akkor persze legalabb olyan nehéz, ha nem éppen
lehetetlen az egyes személyes allaspontok kozos nevezdjét megtalalni. A masik csoportositas
ennek a nehézségnek a kikeriilését szolgalja. Itt az egyes személyes részallaspontok a
Standard Nézet eldbbiekben elkiilonitett allaspont-valtozatainak (SNz, SNp, SNy) megfeleléen
kertiltek csoportositasra (3. tabldazat). A allaspontrendszer szovevényessége itt valik igazan
tapinthatova. Az egyik figyelemre mélto jelenség, hogy SN;-t Sallo kivételével mindenki
képviseli: még azok is, akik SN, mellett SNp-t is hirdetik, vagy hallgatolagosan SNy-t is
»allitjak”. SN, tehat valoban az egymast kolcsondsen megerdsitd allaspontok elsdédleges, f6

kore: az allaspont, amiben mindenki egyetért, ¢s amelyen keresztil a megegyezés
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hallgatdlagosan létrejon — annak ellenére, hogy egyesek ettdl kiillonbozé alapallast is
felvesznek.

A masik érdekes jelenség, hogy bizonyos képviseldk (a tizenhdrombdl Osszesen hatan) az
SN-t6l kiilonbozd SNp vagy SNy allaspontvaltozatokban is reprezentalhatok, négyen pedig
mindharomban el6fordulnak.

A Standard Nézet egészében véve tehat megengedhetetleniil sok dolgot allit a Bolyai-féle
parhuzamossag elsé paragrafusbeli szerepével osszefiiggésben. Ugy tiinik, hogy az elfogadott
nézetnek éppugy jo, ha az elsé paragrafusban sz6 van a parhuzamosrdl, mint ahogy az is, ha
torténetesen nincs. A Bolyai-féle parhuzamos dolgaban a Standard Nézet egésze 1ényegében
cafolhatatlan. Am ez csak akkor van igy, ha elfogadjuk, hogy a nézet Pneuyyerszo-t0l kezdve
P ysziip-on keresztiil Ppyiny-ig mindent allit(hat), €s SN;-t6l SN -n keresztiil SNy-ig mindent
képvisel(het). Ha nem szeretnénk, hogy a cafolhatatlansag egyszeriben érdemmé és a
parhuzamossag elsé paragrafusbeli hianydnak be nem ismerése pozitivumma valjon, akkor
csak az elsddlegesen képviselt allaspont-valtozatot, SN;-t, valamint a még tobbé-kevésbé
felvallalt és kifejezett allaspont-valtozatot, SNp-t tekinthetjiik a Standard Nézetet alkoto
pozitiv magnak. Ez az alldspontmag pedig méar tudomédnyosan kérddre vonhato, kritizalhat6 és

alkalomadtan cafolhato.
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2.tablazat. Képviseldk és leirasok

A Standard Nézet magyar nyelvteriilethez tartozo képviseldinek a Bolyai-féle pArhuzamossaggal kapcsolatos értelmezései

A Standard Nézet
képvisel6jének
neve e L1 ;. o foas yr g " G T
1. szintii (kozvetlen) leiras 2. szintii (helyesbitd) leiras 3. szintii (helyesbitd) leiras
B. J. szemléletesen indokolja, hogy barmely 4-bél indul ki egyetlenegy parhuzamos | Bolyai Janos épen® ezért a parhuzamos |s  magat az  ilyen  egyenest
félegyenes. (David 1944: 37). sz0 helyett aszimptotikus parhuzamost ir | aszimptotanak is nevezi (David 1944:
(David 1944: 179), 179).
David Lajos * ok

B. J. aszimptotikus egyeneseket mond
parhuzamosak helyett... (David 1944:
40).

Bolyai Janos (...) az APPENDIX-ben a parhuzamos uj, euklideszinél altalanosabb

fogalmat a kovetkez6képpen értelmezte:

Egy adott egyenesen kiviil levé ponton at huzzunk egy masik, az elébbit metsz6

Dobé Andor egyenest. Ebbdl a kiinduld helyzetbdl, a valasztott pont koriil — mindvégig a kdzos

sikban maradva — kezdjiik el az egyenest az dramutato jarasaval ellentétes iranyban

forgatni. Ekkor sziikségszeriien bekovetkezik egy olyan helyzet, amikor a forgatott

egyenes legel6szor nem metszi a rdgzitve hagyottat. A pont koriili forgatas révén

ilyen allasba keriilt hataregyenesrél mondjuk azt, hogy parhuzamos a vele egy

sikban levé masik egyenessel. (Dobd 1989: 49).

Bolyai Janos az APPENDIX 1.§-ban (...) a parhuzamosok uj, az euklideszinél | Bolyai visszaemlékezéseibdl tudjuk (...). vagy roviden , aszimptota”

altalanosabb fogalmat a kdvetkezéképpen értelmezi: hogy  Szasz  Karollyal  folytatott | kifejezést hasznalta. (Dobod-Szénassy

. s L ... | eszmecseréik alkalmaval a forgatas soran | 1985: 44).
Dobé Andor — Egy adott egyenesen kiviil 1év ponton keresztiil hizzunk egy masik, az el6bbit  legelGszor elpattand” egyenest

Szénassy Barna

metsz6 egyenest. Ebbdl a kiinduld helyzetbdl, a valasztott pont koriil — mindvégig
a kozos sikban maradva — kezdjiik el az egyenest az dramutatod jarasaval ellentétes
iranyban forgatni. Ekkor sziikségszertien bekovetkezik olyan helyzet, amikor a
forgatott egyenes legeldszor nem metszi a rogzitve hagyottat. Ilyen allasban a pont
kortiil forgatott egyenesrdl azt mondjuk, hogy pdrhuzamos a vele egy sikban 1évo
masik egyenessel.

., legkozelebbi paraleldnak” vagy , nem
vagonak” nevezték. Janos tobbnyire az
,,aszimptotikus paralela” ...

33 A helyesirasi sajatossagokkal kapcsolatban lasd a 25. labjegyzetet.
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A Standard Nézet magyar nyelvteriilethez tartozo képviseldinek a Bolyai-féle parhuzamossaggal kapcsolatos értelmezései

A Standard Nézet
képvisel6jének
neve R, -~ . Lo ooy ar 2 . oI T ad e
1. szintii (kozvetlen) leiras 2. szintii (helyesbitd) leiras 3. szintii (helyesbitd) leiras
Bolyai Janos nem egyenesekre, hanem iranyitott félsugarakra értelmezi a
parhuzamossagot. Ha rogzitjiik az iranyt, akkor (akarcsak Euklidésznél) Bolyai
szerint is egy ¢és csak egy parhuzamos létezik egy adott félsugarral egy hozza nem
L, . illeszkedd ponton keresztiil.(Kalman 1989: 96).
Kalman Attila

* 3k sk

Az elsé tiz paragrafusban igen gondosan tisztdzza [ti. Bolyai Janos az
Appendixben — T.J.] a parhuzamossag fogalmat és tulajdonsagait. (Kalman 1989:
105).

Karteszi Ferenc

Ebben a paragrafusban [/. paragrafus — T. J.] a parhuzamossagnak olyan
értelmezését adja Bolyai, mely a maradék axiomarendszerrel dsszeegyeztethets. A
parhuzamossagnak ez az értelmezése tagabb, mint az euklideszi, s az euklideszi
értelmezést specialis eset gyanant magaban foglalja. (Karteszi 1973: 124).

2. § Az el6z6 paragrafusban adott értelmezés olyan, hogy a B pont, mint a BN
félegyenes kezdGpontja, kitlintetett szerepet jatszik benne. A jelen paragrafusban azt
bizonyitja, hogy a parhuzamossag fiiggetlen attol, hol foglal helyet a B pont azon az
egyenesen, melynek a BN az egyik félegyenese. (Karteszi 1973: 124).

Kiss Elemér

A ¢ merblegest forgassuk a P pont koriil az 6ramutat6 jarasaval ellenkezd irdnyban.
Az ilyen modon forgatott egyenes eleinte metszi az a egyenest, az elforgatott ¢
egyenes valamely pillanatban el6sz6r nem metszi a-t.

Két eset lehetséges.

Ez a pillanat éppen akkor kdvetkezik be, amikor ¢ egybeesik b-vel. Ez valosul meg
az euklidészi geometriaban.

Van azonban egy masik lehet6ség is. El6fordulhat, s ezt a geometria tobbi axidmai
megengedik, hogy mar eldbb bekdvetkezik ez a pillanat, valamely PQ helyzetben.
Ha ezt megengedjiik, akkor szimmetria okokbdl P-n keresztiil kell 1éteznie még egy
ilyen tulajdonsagi PQ’ egyenesnek is, ha c-t ellenkez6 iranyba forgatjuk. Bolyai
Janos a PQ ¢és PQ’ egyeneseket nevezi a P-n keresztil a-hoz hizott
parhuzamosaknak. (Kiss 1999: 28).
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A Standard Nézet
képvisel6jének
neve

A Standard Nézet magyar nyelvteriilethez tartozo képviseldinek a Bolyai-féle parhuzamossaggal kapcsolatos értelmezései

1. szintii (kozvetlen) leiras

2. szintii (helyesbitd) leiras

3. szintii (helyesbitd) leiras

Sain Marton

Az elsé paragrafus a parhuzamossagot definialja (...). Bolyai a parhuzamossagot a
félegyenesekre mondta ki a kdvetkezéképpen:

Az AM || BN, ha
d) AM és BN az AB egyenes ugyanazon oldalan van,
e) AM-nek és BN —nek kzos pontja nincs, és ha

) a p szogtartomany minden BP félegyenese metszi az AM félegyenest. (Sain
1986: 623-4).

Sallé Ervin

BOLYAI JANOS szimbolisztikija bonyolult kifejezéseket potol. S ezt nemcsak a
tomorség kedvéért teszi, hanem azért is, mert el akarja keriilni a szemléletességtol
atitatott hagyomanyos terminologiat. Az ,Adppendix” mondanivaldja a
parhuzamosok problémaja koriil kristalyosodik, mégis a ,,parhuzamos egyenes”, ill.
parhuzamos” kifejezést BOLYAI J. az ,,aszimptdta” szoval helyettesiti és ezt is
csak egyszer hasznalja (egy labjegyzetben), a szovegben mindig ||| jel fordul el6.
(Sallo 1974: 34-5).

S joggal, hiszen az ,,Appendix” 1. §-aban
meghatarozott ,,parhuzamossag” tisztan
logikai jellegli és Gsszeegyeztethetetlen a
parhuzamossagnak szemléletiink altal
megszokott, euklideszi
meghatarozasaval. (Sallo 1974: 34-5).

Simonyi Karoly

Azt természetesnek kell tartanunk, hogy az Appendixet a parhuzamossag

e

szol.

Mint latjuk, Bolyai Janos nem egyenesekre, hanem irdnyitott félsugarakra értelmezi
a parhuzamossagot. Kissé masként fogalmazva: a bn iranyitott félegyenesrdl akkor
mondjuk, hogy parhuzamos az am iranyitott félegyenessel, ha bn a félsugaraknak b
koriili forgasa kozben el6allo elsé olyan félegyenes, amely mar nem metszi am-et.
(Simonyi 2001: 34-5).
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A Standard Nézet magyar nyelvteriilethez tartozo képviseldinek a Bolyai-féle parhuzamossaggal kapcsolatos értelmezései
A Standard Nézet

képvisel6jének

neve P, . , _— foan s . . szintii it6
v 1. szintii (kozvetlen) értelmezés 2. szintii (helyesbit6) értelmezés 3 szn;tu (hely?sblto)
értelmezés

Vonjunk B pontbdl (...) egy oly BC egyenest, hogy az AM-et C-ben messe, ha
ezutan BC-t addig forgatjuk, mignem az ABC és BAM szogek Osszege 2R nem
lesz, akkor ezen forgatds kozben BC-nek minden esetre e kell jutni oly BN
helyzetbe, midén mar nem metszi AM-et, de a forgas barmely elébbi pillanataban
még metszette; az ilyen BN sugarat Bolyai-féle értelemben 4AM-hez parhuzamosnak
nevezziik s jelolésére Bolyaitol eltéréleg a szokasos

BN || AM

Sutiak Jozsef jelet hasznaljuk.

B ponton keresztiil egy, de csakis egy parhuzamost vonhatunk.

Azonban a parhuzamossag Bolyai-téle definiczidja a pdrhuzamos egyenesekhez mar
iranyt is kot (...). (Sutdk 1897: 75).
k% 3k

A Bolyai-féle definiczio értelmében tehat az egyenesek csak egyik iranyban lehetnek
parhuzamosak. (Sutak 1897: 76).

Bolyai meghatarozasa szerint, a és b egyenesek akkor parhuzamosak, amikor az a | Az igy definialt parhuzamosokat Bolyai
i egyenes legel6szor nem metszi a b egyenest, vagyis: az elpattanas helyzetében.” | plasztikusan »aszimptotikus”
Toth Imre (Té6th 1953: 293). egyeneseknek nevezi, és szimbolikusan
az aldbbi modon jeloli: a ||| b.” (Téth
1953: 293).

Aki csak belepillantott az Appendixbe, tudja, hogy (...) az Appendix legelsé §-a azt
o, mondja ki, hogy az AM félegyeneshez a sik barmely kiviile fekvé B pontjabol csak
Vekerdi Laszlo | cgy BN parhuzamos félegyenes hizhatd. Végtelen sok olyan félegyenes van,
amelyik AM felé hajlik, s mégsem metszi azt, de ezek koziil parhuzamosnak Bolyai
csak azt az egyet nevezi, amelyik legel6szor nem metszi! Vekerdi (1994: 8-9).
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A Standard Nézet
képvisel6jének
neve

A Standard Nézet magyar nyelvteriilethez tartozo képviseldinek a Bolyai-féle pArhuzamossaggal kapcsolatos értelmezései

1. szintii (kozvetlen, 6sszefoglald) értelmezés

2. szintii (helyesbit6) értelmezés

3. szinti (helyesbito)
értelmezés

Weszely Tibor

Az Appendix 43 paragrafust tartalmaz.

Az 1. §-ban a parhuzamossag értelmezését talaljuk. Legyen AM a sik egy
tetszéleges egyenese €s B egy rajta kiviil fekvo sikbeli pont, amelybdl az AM-re a
BA merblegest bocsatjuk (). Ha a B-bdl kiinduld BN félegyenes nem metszi az AM-
et, de az ABN tartomany barmely mas BP félegyenese metszi, akkor Bolyai az AM
és BN egyeneseket parhuzamosaknak nevezi, mely viszonyt igy jeloli: BN ||| AM.
(Weszely 1981: 83-4).

Az Appendix 43 paragrafust tartalmaz. A szovegében hasznalt jelmagyarazat utan

az 1.§-ban a parhuzamossag értelmezését talaljuk. (...) [llegyen az AM a sik egy
tetszOleges egyenese és B egy rajta kiviil fekvé pont, melybél az AM-re a BA
merblegest bocsatjuk (...). A parhuzamossag Ujszerli értelmezése miatt Bolyai
iranyitott egyeneseket hasznal. Emiatt a B ponton atmend BN egyenesek helyett
annak B kezd6ponti BN félegyenesével dolgozik. Ha a B-bdl kiinduld BN
félegyenes nem metszi AM félegyenest, de az ABN szdgtartomany minden BQ
félegyenese metszi AM-et, akkor Bolyai az AM ¢és BN egyeneseket
parhuzamosaknak nevezi, mely viszonyt igy jeloli: BN ||| AM. (Weszely 2002: 77).

».-. ha azt az egyenest, melyet valamely
B pontbdl egy masik egyenesnek egyik C
pontjan keresztiil huzunk, és ezt az
egyenest a két egyenes meghatarozta
sikban a B pont koriil forgatni kezdjiik,
akkor a forgd egyenes, mely a masik
egyenest egy ideig a C pontban metszi,
attol egy bizonyos helyzetben — Szasz
kifejezésével élve — elpattan, és a BN
helyzetben, ezt az egyenest 6 [marmint
Bolyai tarsa, Szasz Kéroly — T.J.] a
legkdzelebbi paralelanak vagy nem
vagonak nevezte.”

Janos ennek az egyenesnek [azaz: a
legkozelebbi paralelanak vagy nem
vagonak — T.J.] a megnevezésére az
aszimptotikus paralela ...(Weszely 1981:
695).

.. vagy roviden aszimptota kifejezést
hasznalta. (Weszely 1981: 65).
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3. tablazat. Képviseldk és allaspontvaltozatok 1.

A Standard Nézet magyar nyelvteriilethez tartozo képviseloinek a Bolyai-féle a Bolyai-
féle parhuzamossaggal kapcsolatos allaspontvaltozatai

(A # jelek és a szamok az el6z6 tablazat értelmezési szintjeit jelentik. )

SN (PNEM-METSZ0)
ALLASPONT

SNg (Paszivp)
ALLASPONT

SNu (Puriny)
ALLASPONT
(IMPLICIT)

Az el6szor nem metszo
(fél)egyenes: parhuzamos.

Az el6szor nem metszo
(fél)egyenes: aszimptotikus
parhuzamos.

Az eldszor nem metszo
(fél)egyenes: aszimptota vagy
aszimptotikus (fél)egyenes.

DAVID #1

DAVID #2

DAVID #3

Do0OBO #1

DOBO-SZENASSY #1

DOBO-SZENASSY #2

(DOBO-SZENASSY #3)

KALMAN #1

KARTESZI #1

Kiss #1

SAIN #1

SALLO #2

SALLO #1

SIMONYI #1

SUTAK #1

TOTH #1

TOTH #2

VEKERDI #1

WESZELY #1

WESZELY #2

WESZELY #3
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3.4 A Standard Nézet nemzetkozi vetiilete

A Standard Nézet kialakitasaban és fenntartdsaban az idegen nyelvili szakirodalom is részt
vesz. Az itt helyet kapd szerzok és vélemények alkotjdk a Standarnd Nézet nemzetkozi
vetiiletét: Bonola, Boyer, Fauvel, Gray, Frankland, Greenberg, Houzel, Kagan, Kline,
Rosenfeld, Torretti.** Tulajdonképpen nem is kell csodalkoznunk azon, hogy nem
képviselnek a magyar nyelvli kutatdsi centrumban kialakitott és jovahagyott felfogastol
lényegesen eltérd allaspontot. Ez a forrasok nehézkes nyelvi hozzaférhet6sége miatt csak
nehezen volna elképzelhetd. Az Appendix behatod tanulméanyozasa persze nem kivanja meg a
magyar nyelv ismeretét. A baj az, hogy a matematikatorténeti munkak nem az eredeti miivet
veszik alapul, hanem a forditasokat, legtobbszor George Bruce Halsted angol forditasat. Ez a
forditasok esetleges hibdira torténd ramutatas és elemzés nélkiil is vitathatonak értékelhetd: a
rendelkezésre allo elsddleges forras felvaltasa és forditasaval helyettesitése — nos ez
filologiailag nem igazolhat6. Halsted forditasanak -elterjedtségéhez nagymértékben
hozzéjarult, hogy Roberto Bonola miive angol nyelvii forditdsdnak (Bonola 1955)
fiiggelékeként konnyen hozzaférhetdvé valt; Bonola munkdja pedig mind a mai napig
alapmiinek, elrugaszkodasi pontnak szamit. igy aztin a Standard Nézet nemzetkozi vetiiletét
Halsted forditasa lényegében meghatarozza. Akik ezzel a forditassal dolgoznak (Gray,
Rosenfeld, Torretti) — és ezt az irodalomjegyzékek nyilvanvaldan elaruljak (Gray 1979b: 219;
Fauvel és Gray 1987: 616; Rosenfeld 1988: 431; Torretti 1978: 381) —, azok azt képviselik,
ami a Halsted-féle atiiltetésbél levezethets (I18.F és 19.F dbra).*® Mivel pedig a forditas a
Standard Nézet SN, valtozataval van 6sszhangban, ezért a bevett nézet nemzetkozi vetiilete is
dontden az SN; valtozatnak megfeleld értelmezést teszi magaéva (4. tablazat). Ez vagy
kozvetleniil a Bolyai-féle parhuzamossaggal, illetve a mii elsé paragrafusdval kapcsolatos
megnyilatkozasaikbol deriil ki, vagy abbol vezetheté le, hogy azt allitjak: Bolyai ¢s
Lobacsevszkij, s6t Gauss is ,lényegében azonos modon™ definidltdk a hiperbolikus
parhuzamossagot. Ha a kordbbiaknak megfelelden elfogadjuk, hogy Lobacsevszkij a metszd
¢s nem metszd egyeneseket elvalasztd hatarhelyzetii (fél)egyeneseket nevezi parhuzamosnak,

akkor a ,lényegében azonos modon valé meghatarozas” a finom kiilonbségeket ¢és

3 A Bolyaiak munkassagat, illetve a nem-euklideszi geometria torténetét targyalé szerz6k és munkék listéja
természetesen terjedelmesebb ennél. Szamosan azért nem szerepelnek, mert a vizsgalt kérdésben, jelesiil az
Appendix els6 paragrafusanak, illetve Bolyai-féle parhuzamossagnak a kérdését nem érint6 attekintéseket adnak
(Kulczycki 1961: 54-6; Sommerville 1958: 14-5, 20-4; Stillwell: 1989: 259-60, 271-4; ) .

> Houzel nem az angol, hanem Hoiiel-féle francia forditasra hivatkozik. Ez mit sem javit a helyzeten, hiszen
éppugy hibas, mint az angol. Lasd a 2/.F és a 22.F abrakat. Az ,,F” kiterjesztéssel ellatott szamozasu abrak (pld.
1.F abra) az értekezés fiiggelékben talalhatok.
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jelentdségiiket vilagosan tisztdzo részletek hianyaban ugy értelmezhetd, hogy itt is a Pygas.
METSz6 parhuzamossag-értelmezésrol, illetve a neki megfeleld SN, allaspontrél van szd. Ezek
utan lassuk az egyes képviseldket és az allaspontokat részletesen is.
Bonola harom éllaspontja sorban (Bonola#1, Bonola#2 és Bonola #3-al jelolve dket): Bolyai a
forgatas soran el6alld el6szor nem metsz6t aszimptotikus parallelnek (Bonola 1955: 97), vagy
aszimptotanak nevezte (uo.), azonban Bonola a mii els6 részét tekinti a parhuzamosok
Bolyai-féle parhuzamos az el¢szér nem nem metsz6t egyenes.
Carl Boyer allaspontja ez ligyben nem teljesen egyértelmii. Minthogy szerinte Bolyai az
Osszes sikbeli nem metszd egyenest tekinti parhuzamosnak, ezért leginkabb az SN allaspont
ala sorolhato be:
The son, not dissuaded, continued his efforts until in about 1829 he came to the conclusion
reached only a few years before by Lobachevsky. Instead of attempting to prove the impossible,
he developed what he called *Absolute Science of Space’, starting from the assumption that

through a point not on a line infinitely many lines can be drawn in the plane, each parallel to the

given line. (Boyer 1968: 587).

John Fauvel és Jeremy Gray matematikatorténeti szoveggytijteményiikben (Fauvel és Gray
1987: 528) Halsted angol forditasat veszik at Bonolatdl (Bonola 1955-bdl) — eszerint pedig a
mil elsd paragrafusa a ,,paralle]” kontextudlis definicidjaként foghat6 fel, és itt, marmint a
forditasban, Bolyai valoban ,,paralle]”-nek nevezi a forgatas soran el6allo elsé nem metszd
egyenest:”°

If the ray AM is not cut by the ray BN, situated in the same plane, but is cut by every ray BP

comprised in the angle ABN, we will call ray BN parallel to ray AM; this is designated by BN ||
AM. (Fauvel és Gray 1987: 528).

Gray legfrissebb, kifejezetten Bolyai Janos felfedezése bemutatasanak szentelt munkajaban
azonban két allaspontot is magaéva tesz. Az elsé (Gray #1):
While in the army, his interests had turned to the parallel postulate, doubtless because of his

father. In Vienna he had fallen in with Carl Szasz, who suggested to him that the line through a

3 Jeremy Gray mértékadé munkéja (Gray 1979b) ez iigyben nem explicit és nem is lehet pontosan kihamozni
allasfoglalasat. Mindazonaltal ugy kezeli a dolgot, hogy Bolyai és Lobacsevszkij ugyantigy definidlja a
parhuzamossagot. Ezen kivil itt is a Halsted-féle forditassal hivatkozik Bolyai miivére, azzal a kiilonbséggel,
hogy itt Bonola konyvének 1912-es kiadasahoz utalja az olvasét (Gray 1979b: 96-8).
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point P parallel to a line m might be considered as the limiting position, a”, of a line a through P
as it rotates. It has the property of being the first line such that every line below it meets the line

m. Bolyai later called it an asypmtotic parallel. (Gray 2004: 50).

Az Appendix els6 paragrafusanak bemutatasa azonban a kovetkezOképpen néz ki (Gray #2):
He [Bolyai — T. J.] began by defining parallels in the way Carl Szasz suggested.
If lines AM and BN lie in the same plane and AM is not cut by BN, but every line in the angle
ABN cuts AM then Bolyai said the line BN is parallel to the line AM. There is only one line
through the point B parallel to AM the right, and there is another in the other direction. (Gray
2004: 55-6).

William Frankland a mi elsé paragrafusaban szerepld el0szor nem metszovel dsszefiiggésben
allitja — forrashivatkozasa szerint az eredeti latin ma alapjan (Frankland 1910: 39) —, hogy
Bolyai ezeket nevezi parhuzamosnak:
Starting from the strict definition of a parallel as the limiting position of a secant, Bolyai
proceeded to solid geometry, and deduced the existence of L-lines and F-surfaces (called by
Lobachewsky horocycles nad horospheres), which are the limiting forms of circles and spheres

of infinite radius in hyperbolic space. (Frankland 1910: 40).

Bar Marvin Jay Greenberg eltér a szokasos terminologiatol, amikor a ,hiperbolikus
parhuzamossdgot” a ,nem metszéssel” (nem pedig a ,hatirhelyzetli nem metszéssel”)
azonositja (Greenberg 1980: 159), tovabba Bolyainak a hatdrparhuzamossagot, illetve a
,hatarparhuzamos” (,,limiting parallel”) kifejezést tulajdonitja (Greenberg 1980: 157), am
mindez nem elég ahhoz, hogy ne tekinthessiik a bevett nézet képviseldjének.
Christian Houzel szintén a Lobacsevszkij-féle értelmezéssel valdé hasonlosagot hirdetdk
tdbordhoz tartozik. A mi 7. és 10. paragrafusara vonatkozd megjegyzéseibdl az
kovetkeztethetd ki, hogy a mi elsé paragrafusat tekinti a Bolyai-féle parhuzamossag
értelmezésének, €s az ott szerepld hatarhelyzeti egyenest tekinti a Bolyai-féle értelemben
parhuzamosnak:
The definition of parallels and the first propositions concerning them in Bolyai’s paper are
almost the same as in Gauss’ fragments; they are established by similar methods, principally
based on the use of Pasch axiom. In addition Bolyai proves the transitivity of the parallelism for
straight lines not in the same plane, but in 3-dimensional space (§7), and the same property for

corresponding points on parallel lines (§10). (Houzel 1992: 9).

63



Morris Kline pedig azért alapozza kizardlag Lobacsevszkij miivére a parhuzamossag

ismertetését, mert ,,lényegében mindharman [Gauss, Lobacsevszkij ¢és Bolyai — T.J.]

ugyanarra jutottak” (Kline 1980: 82).

Rosenfeld adja az Appendix egyik legkimeritdbb bemutatasat és legfinomabb jellemzését. O is

csatlakozik azonban ahhoz a felfogdshoz, hogy a mii a parhuzamosok (altalunk

kontextualisnak nevezhetd) meghatarozasaval kezdddik. Az altala adott idézet pedig szd

szerint tartalmazza a ,,parallel” kifejezést (Rosenfeld 1988: 213).

Roberto Torretti a hatarhelyzetli els6 nem-metsz6rdl allitja, hogy az ,,irdnyitast figyelembe

véve parhuzamos (parallel) az adott egyenessel”, tovabba, hogy ,Gauss, Bolyai ¢és

Lobacsevszkij egymastol fliggetleniil a parhuzamossag [parallelism] lényegében azonos

definicioit fogadtak el” (Torretti 1978: 56-7).%

Kagan szintén a hasonl6sag hangsulyozasaval kezdi (Kagan #1-es allaspontja):

»Lényegében természetesen ugyanigy [azaz mint Lobacsevszkij — T. J.] hatdrozza meg a

parhuzamost Gauss és Bolyai is; mégis meghatarozasuk matematikai beallitdsa mas.” (Kagan

1953: 122):

A folytatas azonban zavarbaejto:
Ha a meghatarozas ez utobbi alakjat tekintjiik, nehéz megmondani, kinek a szévege — Bolyaié,
vagy Gaussé — egyezik meg vele [marmint Lobacsevszkijéval — T.J.], mert a két szerzd
meghatarozasai nemcsak tartalmukban, hanem megfogalmazasukban is teljesen megegyeznek;
még a sugarak jeldlésére hasznalt betiik is azonosak. Bolyainal [Lobacsevszkijjel sszevetve] a
meghatarozas szovege kiilséleg valamivel révidebb, mert szimbolikaja folytdn az elnevezések
kifejtését szimbolumokkal cseréli fel, és még a ,,parhuzamos sugar’’ (az 6 terminoldgiaja szerint
,»aszimptotikus sugar’’) szavakat is keriili és a CF ||| BA jeloléssel helyettesiti. (Kagan 1953:
122).

Azaz: egyfeldl milyen csodélatos, hogy még az abrak betlii is azonosak, masfel6l még az a
tartalmi kiilonbség is elhanyagolhaté — vagy belefér a parhuzamossag ,,1ényegében azonos”
meghatarozasaba —, hogy Bolyai egyaltalan nem hasznalja a parhuzamos kifejezést ott, ahol
Lobacsevszkij igen! (Kagan #2-es allaspontja.)

Végezetil ismét érdemes attekinteni, hogy a Standard Nézet nemzetkdzi képviseldinek

megnyilatkozasai hogyan sorolhatok be a megfeleld allaspontvaltozatokba (4. tdablazat).

37 Azért, hogy az Olvasé Osszevethesse ezeket a csekély kiilonbségeket, mi mashoz is utalhatna benniinket
Torretti konyvének labjegyzetében, mint Halstednek a Bonola-féle miiben kozolt forditasahoz. (Torretti 1978:
56-7).
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4. tablazat. Képviselok és allaspontvaltozatok I1.

A Standard Nézetnek az Appendix elsé paragrafusaval illetve a Bolyai-féle

parhuzamossaggal kapcsolatos allaspontvaltozatai
(A’ # jelek és a szamok az eldbbiek szerinti értelmezési szinteket jelentik azok esetében, akiknél egynél tobb

van.)
SNy (P1114'\'y)
SN (P a 5 'Ng (P, , ,
L,( N’EMMETSZO) S, B(, ASZIMP) ALLASPONT
ALLASPONT ALLASPONT
(IMPLICIT)

Az els6 nem metszo

(fél)egyenes: parhuzamos.

Az els6 nem metszd
(fél)egyenes: aszimptotikus

Az els6 nem metszé
(fél)egyenes: aszimptota vagy

parhuzamos. aszimptotikus (fél)egyenes.
BONOLA #3 BoNoOLA #1 BONOLA #2
BOYER
FAUVEL ES GRAY
GRAY #2 GRAY #1
FRANKLAND
GREENBERG
HOUZEL
KLINE
ROSENFELD
TORRETTI
KAGAN #1 KAGAN #2
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3.5 A Standard Nézet osszegzése

Az értekezés kovetkezd szakaszdban kisérletet fogok tenni a Standard Nézet globalis
cafolatara, azaz a nézet altal magaba foglalt és felvallalt 6sszes kijelentést egyszerre kivanom
megcafolni az alabb megadott feltételek szerint. A felvallaltan képviselt megfogalmazasok,
kategorizaciomat figyelembe véve, az SN, vagy az SNp allaspontok valamelyikébe sorolhato
megnyilatkozasokat jelentik. Az egy fiist alatt cafolhatdosdghoz egy olyan méltanyos
értelmezésre van sziikséglink, amely a két elkiilonitett alldspontvaltozatot a fontos
vonatkozédsokban egyarant feldleli. Meg kell tehat adnunk egy olyan feltételhalmazt, amely
mindkét valtozat (SN, és SNp) joindulatu értelmezésének tekinthetd €s mindketté szamara
sziikséges feltételeket foglal magaban.
Els6 1épésben azt mondhatjuk, hogy a Standard Nézet SN, és SNj valtozata azt allitja, hogy:

(1) az Appendix els6 paragrafusaban

(2) nem mas, hanem maga Bolyai Janos az, aki

(3a) a parhuzamossagot

(3b) vagy az aszimptotikus parhuzamossagot

(4a) értelmezi/definialja,

(4b) vagy, Euklidészhez képest, Gijraértelmezi/tjradefinialja.
SNy és SNp kozott aszerint tehetiink kiilonbséget, hogy a mii elsé paragrafusaban szerepld, és
a forgatds sordn el6allo, eldszor nem metszé (hatarhelyzetii) (fél)egyenesekkel
Osszefiiggésben Bolyai (3a) a parhuzamossagot, vagy (3b) az aszimptotikus parhuzamossagot
értelmezi/definialja, azaz, hogy az ilyen (fél)egyeneseket (3a) parhuzamosaknak, vagy (3b)
aszimptotikusan parhuzamosaknak nevezi.
Lathat6, hogy a legfontosabb feladat a (3) és (4) feltételekbdl fakadd kozos nevezd
megtalalasa, jollehet fontos hangstlyozni — ez torténik a (2) feltételben —, hogy nem a
Standard Nézet képviseldinek parhuzamossag-felfogdsarol van szo6. Egyrészt a
megfogalmazasok is arr6l tanuskodnak, bar nem mindig elég vildgosak ez ligyben, hogy itt
voltaképpen az a kérdés: Bolyai mit tekint parhuzamosnak (netalan aszimptotikusan
parhuzamosnak), és nem arrdl, hogy az egyes képviselok mit tekintenek annak. Nem az a
kérdés ugyanis, hogy a képviselok (modern nem-euklideszi vagy hiperbolikus geometriai)
parhuzamossag-fogalma szerint tekinthet6-e a parhuzamossag értelmezésének az Appendix
elsd paragrafusa.
A (3)-bdl és (4)-bdl kovetkezd minimalis feltétel az, hogy a mii elsé paragrafusaban explicit

modon megjelenjék a ,,parhuzamos” kifejezés — vagy: a mi nyelvének figyelembe vételével a

66



»parhuzamosnak™ megfeleltethetd terminus. Egyszeriibben: Bolyai Janosnak a ,,parhuzamos”
terminust — vagy a neki vilagos szempontok szerint megfeleltetheto kifejezést — az inkriminalt
helyen egyértelmiien és vilagosan haszndlnia kell. Ennek a cafolata, azaz annak megmutatasa,
hogy Bolyai az mii elsé paragrafusaban egyaltalan nem hasznalja a ,,parhuzamos” terminust,
valoban egyszerre allitja igen komoly nehézség elé mindkét rekonsrudlt allaspontot (és az
aldjuk tartozo Osszes valtozat), tekintet nélkiil az egyes vélemények tovabbi kiilonbségeire.

Ugy vélem, hogy az iménti kovetelményeket komolyan kell venniink. Nincs ugyanis olyan
definicio-fogalom, legyen szo6 akar explicit, akar implicit definiciordl, ezeken beliil pedig akar
bevezetd (mas megnevezésben nomindlis, konvenciondlis, stipulativ), vagy pontositd
(explikativ), netalan lexikografiai vagy kontextualis tipusi meghatdrozas, vagy az értelmezés
barmely mas fogalmarol, amely ne kovetelné meg a definidlandd kifejezés explicit

. o r s r ’ cr1s r1: 1z o r 38
megjelenését (azaz sz6 szerinti hasznalatat) a definialas céljat szolgalo szovegrészben.

¥ A definicié tipusaival kapcsolatban lasd Hempel (1993), valamint Margitay (2004: 379-84). A definiciok
kiilonboz6 fajtainak az analiticitas, a szinonimitas (jelentésazonossag) €s a kapcsolt problémak megoldasaban
betoltott szerepének vitatasat illetden lasd Quine dolgozatat (1999: 134-6). A quine-i érvelésnek a
konvenciondlis (bevezetd, stipulativ) definicidk javara tett engedménybdl — a konvencionalis definicid nem
tamaszkodik korabbi szinonimitasokra, és raadasul képes 1étrehozni azt (Quine 1999: 136) — kibonatkoz6 kritikat
illetéen lasd (Grice és Strawson 1971: 122). Tanacs (2002a)-ban amellett szalltam sikra, hogy az ellenérvek
szem eldl tévesztik Quine problémajat, illetve ellenvetéseinek 1ényegét. Ez Ggy Osszegezhetd, hogy még a
viselkedés €s a nyelven kiviili vilaghoz vald kapcsolatdnak megfigyelése révén. A bevezetési aktust kovetden a
kifejezés hasznalatanak megfigyelésébdl a definicio csak, legjobb esetben lexikografiaiként azonosithato. A
kiilonboz6 definiciofajtak kozotti bonyolult szemantikai viszonyok tisztazasa, szemantikai-episztemologiai
megkiilonboztethetdségiik indokoltsaga a vizsgalodas aktualis szintjén nem kdzponti jelentdségii. Ugyanakkor az
elétérben allo probléma, a Bolyai-féle, illetve a nem-euklideszi geometria parhuzamossag-fogalma kapcsan
hamar felbukkan. Ekkor ugyanis egy adott definiciotipus kitlintetése arra csabithat, hogy a torténeti értelemben
vett euklideszi geometria fogalmi rendszerébdl a nem-euklideszi geometria fogalmi rendszerébe vezetd dtmenet
szemantikailag trivialisként legyen lathat6. Tanacs (2002a)-ban a konvencionalis (bevezetd, stipulativ) valamint
az explikativ, illetve lexikografiai definiciok megkiilonbdztetése szemantikai-episztemoldgiai indokoltsdganak
(Grice és Strawson altal felvetett) kérdését vizsgaltam, kiilonds tekintettel a konvencionalis definiciok
hatarozatlanna valasanak azon jelenségére, amikor a definiald (alap)fogalmak 1j, tovabbi, addig ismeretlen
interpretaciokra tesznek szert. Erre torténetileg a legjobb példa éppen a torténeti értelemben vett euklideszi
geometria kontextusa mellett megjelené Bolyai-féle abszolut és hiperbolikus geometria kontextusa. Valojaban
azt kellene, és azt lenne érdemes egy alapos elemzésben megmutatni, hogy ez a probléma nemcsak a torténeti
értelemben vett geometridk kozotti atmenetben jelentkezik, hanem a modern logikai-matematikai értelemben
vett geometridk kozotti atmenetben is. Ez egyrészt azt mutatna, hogy a torténetileg relevans probléma nem
oldodik, nem oldhato fel teljesen a modern targyalasmodban, legfeljebb elsd ranézésre nem nyilvanvald. Ez
egyuttal azt is megmagyarazna, hogy a torténeti folyamat sziikségszeriien realizalta a modern targyalasmodban is
lappangd problémat.
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Negyedik fejezet

A Standard Nézet cafolata — az elveszett

»wparalella”

4.1 Elokésziiletek — a ,,parhuzamos” sz6 nyomonkovetése

A Standard Nézet ilyen hosszadalmas, részletekbe mend ¢és esetleg sziikségteleniil
koriilményeskeddnek tiind ismertetését, majd kormonfontnak hatd rekonstrukcidjat — az eddig
latott belsé problémakon ¢és az ebbdl fakadd bonyodalmakon kiviil — a kdvetkezd indokolja.
Az elsd, altalam bizonyitandd, majd védendd tézis egy negativ egzisztencialis allitas lesz.
Kozismert, hogy empirikusan lehetetlen valaminek a nemlétezését bizonyitani, vagy
legaldbbis joval nehezebb, mint valaminek a 1étezését demonstralni. Negativ egzisztencialis
allitas empirikus bizonyitasara csak akkor van egyaltalan esély, ha a vizsgalando
valosagdarab véges, jol koriilhatdrolhato, tovabbd, ha az empirikus azonositas szempontjai is
vilagosan megfogalmazottak és egyértelmiieck. Még ebben az esetben is igaz, hogy a
nemlétezés bizonyitasat csak az adott feltételekkel az adott valdosdgdarabra vonatkoztatva
tekinthetjiik befejezettnek. Ez mindenesetre dvatossagra int. Nos, ezen megfontoldsok szem
elott tartdsaval azt allitom, hogy Bolyai az Appendix elsé paragrafusaban nem hasznélja a
»parhuzamos” vagy ,,aszimptotikus parhuzamos” kifejezést. Ergo: az inkriminalt passzus nem
tekinthetd sem a ,,parhuzamossag” (esetleg: ,,parhuzamos egyenesek’), sem az ,,aszimptotikus
parhuzamossag” (esetleg: ,,aszimptotikusan parhuzamos egyenesek”) meghatarozasanak vagy
értelmezésének.

M¢ég mindig nem tartunk azonban ott, hogy szemiinket csak ugy egyszeriien a mii megfeleld
passzusara vessik, majd az els6 paragrafust atfésiilve eldontsiik, hogy tarthaté-e Standard
Nézet vagy sem. Még mindig tisztazasra szorul, hogy mit is keresiink valdjdban: mi is az a
terminus pontosan és milyen alakot Glthet, amelyet felbukkanni varhatunk? Vilagos ugyanis,
hogy a keresett kifejezés nem lehet az eddig tobbnyire ,,parhuzamosként” emlitett kifejezés.
Az Ovatossag oka, hogy az Appendix nem magyarul, hanem latinul irédott — igy a

»parhuzamos” szora, mint magyar kifejezésre nem szdmithatunk. Amikor ugyanis a Bolyai-
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féle értelemben vett parhuzamosokrdl vagy a ,,parhuzamossag” Bolyai-féle értelmezésérol,
meghatarozasarol beszéltiink, akkor valdjaban mindvégig arrol a kifejezésrél kivantunk
besz¢lni, amelynek a ,,pdrhuzamos” vildgos szempontok szerint megfeleltethetd. A keresett
kifejezéshez két iranybol érdemes kozeliteni. Az egyik szerint id6ben visszafelé haladva a mi
keletkezésekor fennalld nyelvi koriilményekig, mig a masik szerint a matematikai
nyelvtorténeti elédzmények fel6l a mii keletkezéséig. Az els6 szempont szerint azt kell
kutatnunk, hogy a mii keletkezési idejét figyelembe véve a ,,pdrhuzamos” kifejezés melyik
szo6hoz vezet vissza? Ez a nézépont azt teszi nyilvanvaldéva, hogy amikor a ,,parhuzamos”
kifejezéssel fogalmazzuk meg a kérdést, akkor mar egy igen komoly értelmezési 1épést
tettlink idOben eldrefele, amelyet most filologiailag visszafelé is meg kell tenniink. Az igy
kapott eredmény fiiggetlen megerdsitésére szolgal a matematikai nyelvtorténeti elézmények
feldl torténd masik irdnyu megkdzelités. A dolog akkor van rendben, ha mindkét mddon

ugyanazt a kifejezést kapjuk.

Az elsO kérdés, abbol kiindulva, hogy az Appendix latin nyelvii, a forraskifejezés tekintetében
konnyen megvalaszolhato. A ,,parhuzamos” a magyar nyelvjitas forrong6 koranak terméke,
amely csupan egy, de nem az egyetlen a latin eredetli ,,paralle]” sz6 magyar matematikai
miszdval torténd helyettesitésére tett szamos javaslat koziil.*> Az alabbi lista a ,parallelus”,
,parallel” terminusokra benyujtott nyelvijitasi javaslatokat vonultatja fel, feltiintetve egyuttal
a javaslatot tartalmaz6é mii megjelenésének évszamat és a kifejezéseket megalkotd személyt
is:

mellékes (Apaczai Csere Janos, 1653),

egy koz aranyu, egy aranyos koézii (Molnar, 1777),

egyaranyozatu, menetelii parvondas (Benyak, 1786),

egykozii (Dugonics Andras, 1784),

parhuzamos (Pethe, 1812),

egyenkozii (Kerekes, 1827),

egyforma-kozii (Kereky, 1835),

egyeniranyu, hasoniranyu, hasonkozii, parallel (Nagy, 1838),

3% Ezt a rendkiviili intenzitast Tolcsvay azzal magyarazza, hogy a magyar nyelvijitas (sztenderdizacio) 1770-es
évektdl az 1840-es évek végéig tartd idoszakaban mind a négy nyelvtervezési probléma ¢és a hozzakapcsolodo
tevékenyég (szelekcio, stabilitas, kibovités, differenciacio, illetve politikai dontések, kodifikacio, kidolgozas,
miivelés) egy idében jelentkezett Tolcsvay 2004: 20-2).
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kizegyenes (Tarczy, 1841).%

Jelen esetben persze a ,parhuzamos” visszavezetése a ,parallelara” vagy ,parallelre”
kézenfekvé és nem igényel kiilonosebb etimolégiai kutatomunkat. Am ez csak azért van igy,
mert a tobbi javaslattal szemben ugyan a ,,parhuzamos” megnyerte versenyt, &m, mint lathato,
a ,parallel” terminus a hétkdznapi emlékezet szamara sem veszett a feledés homalyaba,
hanem tulélte a felvaltasaért folytatott kiizdelmet. Ily mdodon a két kifejezés kozott fennalld
szinonimitasi €és szdrmazasi viszony is fennmaradt és oOroklodott. Ebbol az iranybol
megnyugtatdan lezarhatjuk a visszakovetést, és leszogezhetjiik, hogy a ,,parallel” kifejezést
keresstk.

Miel6tt attérnénk a masik nézOpont szerinti vizsgalatra, érdemes az elébbi nyelvujitasi lista
fényében eltiinddniink, hogy miért indokolt az eldbbi visszavezetés koriiltekintdsége.

Most a kérdést uigy tehetjiik fel, hogy Bolyai vajon mit hasznalna azon sz6 helyett, amely
helyett mi a ,,parhuzamos” kifejezést hasznaljuk? Azaz, masként: Bolyai Janos vajon milyen
nyelvyjitasi terminust haszndlna a ,,parallel” helyett (feltéve persze, hogy a helyettesitd
kifejezés egyaltalan rekonstrualhatd valahogy)? Egyaltalan nem nyilvanvald ugyanis, hogy
olyan magyar nyelvujitasi kifejezést hasznalna a ,paralle]” helyett, amely mindenhova
behelyettesithetd, ahol mi az Appendix-szel kapcsolatban a ,,parhuzamos”-t alkalmazzuk.
Korantsem kézenfekvd tudniillik, hogy az ugyanannak a latin szonak a felvaltasara sziiletett
magyar nyelvujitasi kifejezések egymassal tetszéleges modon felcserélheték volndnak minden
kontextusban ¢és ellentmondés nélkiil. Képzeljiik el azt a szituaciot, hogy ,,parhuzamos”-sal
szemben egy masik, eredetileg szintén versenyben 1év0 nyelvujitasi kifejezés, mondjuk az
»egyenkozi” nyer a ,parallel” utodlasaért folytatott kiizdelemben. Ebben az esetben, bar
szamunkra szintén a ,,parallel” utddja volna, bizonyosan nem alkalmazhatnank az Appendix

elsd paragrafusdban szerepld el6szor nem metsz6, a hiperbolikus geometridban

0 Keresztesi (1935: 144) alapjan. A nyelvijitas széalkotasi modozataivla és elveivel kapcsolatban lasd Tolcsvay
(2004: 28-32). Bolyai Farkas a larin Tentamen 2. kotetéhez csatolt Egy kis tfoldalék és jelentés cimi
fliggelékében a magyar matematikai miiszavak megalkotasaval kapcsolatban a kovetkezd elveket fogalmazta
meg: ,,A’ tiszta Mathesisi miliszokra nézve is, mellyeknek egy részével az Arithmetika’ Elejiben M.Vaisarhelyt
1830 ota éltem, (...) [a]zoknak formalasaban ezen harom f6 régulam volt: a) hogy a’ mennyiben lehet rovidek, a’
nyelv’ természetébdl folyok, legalabb azzal nem ellenkezdk, konnyen megszokhatok, ‘a tudvanyba valo igaz
bélatassal a dolog természetére mutatok legyenek. b) hogy azonegy szd ne tegyen kiilombozoket; ‘s hogy
egyebet jelentsen, egy kis helyes valtoztatds engedtessék meg c) hogy a’ mellyeket okvetlen sziikséges
megkiilomboztetni, azoknak kiilon (ha lehet mas atyafiasbol formalt) név adattassék. A’ mi az els6t illeti:
vilagos, hogy a’ kezddé annal nehezebben érti a’ dolgot meg, minél kiilombozébb a’ szonak tulajdon értelme a’
tudvanyitol, ‘s annal kdnnyebben érti meg, minél inkabb magara a’ dologra mutat. ... Engedtessék azért meg,
Hazank ‘s Nemzetiink nevében ! az a kérés: hogy’ a’ mathesisi miiszok adasaban egyik f6 tzél légyen, hogy
azok a’ mennyire lehet tudvanyi bélatassal, a’ kifejezendd dologra mutassanak.” Bolyai (1904/2: 405).
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aszimptotikussa is valé egyenesekre. Mirdl kellene ekkor a Bolyai-féle parhuzamosok helyett
beszélniink? Azt nem mondhatnénk, hogy az Appendix elsé paragrafusdban a Bolyai-féle
értelemben vett egyenkoziiekrdl van szd, ez ugyanis az ,,egyenkdzli” szokasos értelmében
véve lehetetlenné tenné, hogy az els@ paragrafust abszolut tdrgyaldasmodinak lassuk, a
hiperbolikus geometridra torténd sziikitést pedig kizarna vagy explicit fogalmi ellentmondasra
vezetdnek mutatna. Ugy tinik, csupan rendkiviili szerencsénknek tudhaté be, hogy a
fogalmilag valamiképpen tdgabb ,,parhuzamos” lett a nyelvujitasi kiizdelem nyertese, és nem
a sziikebb ,egyenkozli”. Ez az, ami egyaltalan lehetévé teszi szamunkra, hogy olyan
konnyedén hasznalhassuk a ,parallelt” felvaltd ,,parhuzamos” szot az Appendix els6
paragrafusdban szerepld eloszor nem metszd, ¢és a hiperbolikus geometridban
aszimptotikusakkd valo egyenesekre. Az 6vatossag tehat indokolt: a latszattal szemben nem
kézenfekvé és nem is folosleges visszavezetésrél van szo. Eppen ezért az sem art, ha

szemiigyre vessziik a dolgot a ,,parallel” szotorténeti eldzményei feldl is.

4.2 A ,,parallela” terminus rovid matematikatorténeti etimologiaja

A péarhuzamossag problémajanak torténeti forrasdul Euklidész FElemek cimii munkdja
szamitott, legaldbbis a megoldasaval kisérletezd geométerek torténeti kozosségen beliil (Toth
(2000c: 144-5). A ,parhuzamos” terminusnak az FElemekben szerepld kifejezése
‘rapalinlos alakban Arisztotelész kordra mar ismert és hasznalt kifejezéssé valt (Heath
1956: 190). Késobb ez a kifejezés atkeriilt a latin nyelvbe is, ahol két valtozatban, az eredeti
gorogos format megtartd parallelos, -on alakban, valamint haromvégzddésti melléknévként,
parallelus 3 (parallelus, -a, -um, mn.: parhuzamos, egykozii) formaban honosult meg (Finaly
1991: 1412). Ez utobbi forma egyes szamu himnemi alanyesetii alakja a parallelus, és egyes
szami ndénemii, valamint tobbes szdmu semlegesnemil, egyarant alanyesetli forméja az
altalaban éppugy, mint a Bolyaiaknal gyakorta felbukkand ,,parallela”. A ,,parallelus” alakhoz
képest a ,,parallela” forma el6térbe keriilését két dolog magyarazza. Az egyes szami nénemi
alakot az, hogy a ,,parallelus” ragozasanak a szintén nénemi linea (linea, -ae, nn.: vonal)
szohoz, vagy a mar jelzOvel ellatott és egyeztetett ,linea recta” (egyenes vonal)
szokapcsolathoz kellett igazodnia. Itt a ,,recta” maga is a szintén haromvégzodésti rectus 3
(rectus, -a, -um, mn.. egyenes) melléknév ragozott nénemii alakja. A tobbesszdmu
semlegesnemii alakot pedig az magyardzza, hogy a melléknevek rendszerint ilyen alakban

onallosultak. Igy a ,linea” fénévrdl levalo ,,parallelus” és ,,rectus” melléknevek fonévként
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onallosodo alakjai a ,,parallela” és a ,,recta”. Kiilonosen cimadasoknal gyakori, hogy a tobbes
szamu alakot hasznéljuk — pontosan gy, ahogy magyarul is a ,,parhuzamosok problémajarol”
vagy a ,,parhuzamosok elméletérdl” beszéliink. A latin nyelvvel Osszefiiggésben pedig a
melléknevekbdl Onallosodott fénevek a tobbes szammal egyuttal semleges nemet vonnak
maguk utan.*' Erre a legjobb példa Bolyai Farkas 1804-es sikertelen bizonyitasi kisérlete,
amelynek eredeti cime Theoria Parallelarum (A parhuzamosok elmélete).

gy Osszességében azt mondhatjuk, hogy vagy a ,,parallelus” terminust, vagy a semleges
nemt, tobbes szdmu ragozasnak megfelelden a ,,parallela” alakot lathatjuk viszont ondlloan
(foként a miivek cimeiben, de esetleg szovegben is), vagy a ,,linea”, illetve ,,recta” szavakhoz
tarsulva €s ragozasban hozzajuk igazodva (azaz egyes vagy tobbes szdmban). Az egyes szamu
ndénemul ragozasnak megfeleld eléfordulés, példaul ,,parallela linea”, ,,parallela recta” vagy
»parallela linea recta” el6forduldsa inkabb a szovegkdzi hasznalatban varhato.

A szbban forgd kifejezés az alkalmasan ragozott formaban tényleg centralis terminusa volt a
»parhuzamosok problémajanak”, méghozza éppen az eldbbi alakok szerint: a teljes ,,parallela
linea recta” kapcsolatban, vagy ,parallela linea”, ,parallela recta” roviditett alakok
valamelyikében, esetleg csak ,,parallela”-ként, illetve az angol, német és francia nyelveken ez
utdbbi alak konnyen azonosithatd szarmazékaként.

A kozponti szerepet a probléma megoldasaval foglalkozé miivek cimadasi szokésai kivaléan
visszatlikrozik: amikor a miivek nem a parhuzamossagi posztulatumon (5. posztulatum) vagy
a parhuzamossagi axidoman keresztiil utaltak a problémara, akkor gyakorta hivatkoztak ra a
»parallelus” terminus megfeleld valtozatan keresztiil.* Hogy milyen gyakran, azt a 5. tablazat

mutatja.

*! Ezért az informacioért Lang Benedeknek tartozom koszonettel.
# Az 6todik posztulstumnak az Elemek kiilonbozé kiadasaiban, forditasaiban és kommentarjaiban elfoglalt
helyét (posztulatum vagy axidéma) és szdmozasat illetéen 1asd Bonola (1955: 17-8.)
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5. tablazat. A ,,parhuzamosok problémaja”: szerzOk és miicimek*

4

Szerz6 Cim Ev | Kiadas helye
Oliver of |De Rectarum Linearum Parallelismo et concursu .
1. . . 1604 Cambridge
Bury, Thomas | doctrina geometrica
Principia theoriae de infinito mathematico et
5 Hanke, F. G. dem(.)nstratlor.lem posmblh.tajus pz.l.rz?llelarum . 1751 Breslau
publicae eruditorum examini subjiciunt Fredericus
Gottlob Hanke et Benjamin Gottlob Binder
3 Kraft, G. W. De.numer(.) pari, rectis parallelis et principio 1752 Tiibingen
actionis minimae
Dissertatio mathematica sistens linearum
Hagen, parallelarum proprietates nova ratione
4. Johann Jacob | demonstratas, quam publicae eruditorum 1761 Jena
von disquisitioni subjiciunt Fredericus Daniel Behn et
respondens Johann Jacob de Hagen
Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum
Kliigel, Georg | demonstrandi recensio, quam publico examini s
> Simon submittent Abrah. Gotthelf Kaestner et auctor 1763 Gottingen
respondens Georgius Simon Kliigel
6. Bochm, De rectis parallelis dissertatiuncula 1771 Franlffurt s
Andreas Leipzig
Karsten,
7 Wenceslaus | Versuch einer vollig berichtigten Theorie der 1778 Halle
Johann Parallelen
Gustav
8. Kesaer, Franz Abhandlung iiber die Lehre von den Parallellinien 1778 Wien
Xaver von
Hauser, . .
9. Matthias Theorie der Parallelen 1780 Wien
Schultz, Vorldufige Anzeige des entdeckten Beweises fiir die .
10. Johann Theorie der Parallellinien 1780 Konigsberg
11. | Felkel, Anton | Neu eroffnetes Geheimniss der Parallellinien 1781 Wien
Hindenburg, | Uber die Schwierigkeiten bei der Lehre von den .
12. Karl Friedrich | Parallellinien 1781 Leipzig
13, Pagnini, . Thequa rectarum parallelarum ab omni scrupulo 1783 Parma
Joseph Maria | vindicata
Schultz Entdeckte Theorie der Parallelen, nebst einer
14. ’ Untersuchung {iber den Ursprung ihrer bisherigen 1784 Konigsberg
Johann R
Schwierigkeit
15. Yentur} ’ Memoria intorno alle linea parallele 1784 Modena
Gianbattista

¥ Az egyszerii attekinthetoséget segité kiemelések télem szarmaznak. A ,,1” jellel jelolt két tétel Frankland
mivébol szarmazik (Frankland 1910: 44, és 52). A tobbi a Friedrich Engel altal 6sszeallitott és Paul Stackel
altal kozzétett bibliografia feldolgozasa (Stackel 1895: 293-313).
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Szerz6 Cim Ev | Kiadas helye
16. | Bendavid, Tinor die Parallellinien 1786 Berlin
Lazarus
Eichler, . . .
17. De theoria parallelarum Schulziana 1786 Leipzig
Caspar
Gensichen. J Bestitigung der Schulze’schen Theorie der
18. F > 7" | Parallelen und Widerlegung der Bendavid’schen 1786 Konigsberg
' Abhandlung iiber die Parallelen
Hindenburg, | Noch etwas iiber die Parallellinien — System der .
19. Karl Friedrich | Parallellnien 1786 Leipzig
Karsten,
20. Wenceslaus Uber die Parallellinien 1786 Halle
Johann
Gustav
Lambert,
21. Johann Theorie der Parallellinien 1786 Leipzig
Heinrich
Schultz, Darstellung der vollkommenen Evidenz und Schérfe .
22 Johann seiner Theorie der Parallelen 1786 Konigsberg
Franceschini,
23. Francesco | Teoria delle parallele rigorosamente dimonstrata 1787 Bassano
Maria
Lindquist,
24, Johann Dissertatio sistens theoriam linearum parallelarum | 1789 Aboe
Hendrik
Voiet. Johann Dissertatio mathematica exhibens tentamen ex
25. Hg i,nri h notione distincta et completa lineae rectae 1789 Jena
einrie axiomatis XI Euclidis veritatem demonstrandi
26. Cagnazzi, Memoria sulle curve parallele 1790 Napoli
Luca
27. Schotteringk, Demonstratio theorematis parallelarum 1790 Hamburg
M. W. von
Castillon
28. | (Castiglione), | Sur les paralleles d’Euclide 1792 Berlin
Giovan
29. Ebei’w]s]il ann Programma academicum de lineis rectis parallelis 1792 Wittenberg
30. [Salad1n1, Trattato delle parallele 1795
Girolamo]
Wildt, Johann | Systematis matheseos proxime vulgandi specimen.
31. Christian | Theses quae de lineis parallelis respondent 1795 Gottingen
Daniel Habilitationsschrift
Bemerkungen iiber die Theorie der Parallelen des
32. [Anders] Herrn Hofprediger Schulz und der Herrn Gensichen | 1796 Libau

und Bendavid
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Szerz6 Cim Ev | Kiadas helye
Lanosdorf Theorie der Parallellinien in: Ch. v. Wolf’s neuer
33, gscort, Auszug aus den Anfangsgiinden aller 1797 Marburg
Karl Christian . .
mathematischen Wissenschaften
Hauff, Johann | Neuer Versuch einer Berichtigung der Euklidischen .
34. Karl Friedrich | Theorie der Parallelen 1799 Leipzig
35 [Schotteringk, Demonstratio theorematis parallelarum 1799 Hamburg
| M. W.von]
36. | Gumaelius, S. Dissertatio sistens novam theoriam linearum 1801 Lund
parallelarum
Hoffmann, | Versuch einer neuen und griindlichen Theorie der
37. | Johann Joseph | Parallellinien, nebst Widerlegung des Hauff’schen | 1801 | Offenbach a. M.
Ignaz Versuchs
Schwab, . .
38, Johann Tpntamen novae parallelarum theoriae, notione 1801 Stuttgart
. situs fundatae
Christian
[Seyffer, Karl | Besprechung der Demonstratio theorematis s
39. Friedrich] | parallelarum, Hamburg 1799. 1801 Gottingen
40, V01t3 Raul Percursio conatuu.r.n dem-on.str.andl theoriam 1802 Géttingen
Christian | parallelarum de iisque judicium
. Nouvelle théorie des paralléles, avec un appendice
[Kircher, .y ; .. .
41. Adolf] contenant la maniére de perfectionner la théorie des | 1803 Paris
paralléles de A. M. Legendre.
Jacques, , . . . .
47, Matthicu DemOI}stratlon d1r§cte et smlpI? des propriétés des 1804 Paris
paralléles recontrées par une sécante.
Joseph
Grashof, Theses sphaerologicae quae ex sphaerae notione
43. | Friedrich Carl | veram rectae lineae sistunt definitionem, omnique 1804 Berlin
August geometriae firmum jacent fundamentum
Hoffmann,
44. | Johann Joseph | Critik der Parallelentheorie 1807 Jena
Ignaz
Scheibel, o . . .
45, Joseph Venheldlgung der Theorie der Parallellinien nach 1807 Breslau
. Euklides
Ephraim
Schwglkart, Die Theorie der Parallellinien, nebst dem ..
46. Ferdinand . . 1807 Leipzig
Karl Vorschlage ihrer Verbannung aus der Geometrie
47 Ouvrier, Carl | Theorie der Parallelen, als Ankiindigung eines 1808 Leinzi
) Siegmund | neuen Versuches iiber das Erkenntnissvermogen pz1g
Supplément a la traduction de la géométrie
48 Abreu, Joao |d’Euclide de Peyrard, publi¢e en 1804, et la 1809 Paris és
’ Manuel de | géométrie de Legendre, suivi d’un essai la vraie Bordeaux

théorie des paralléles
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Szerz6 Cim Ev | Kiadas helye
Elementi di algebra e geometria. Edizione riveduta
Brunacci ed illustrata con nuove correzione ed aggiunte fra le
49. . > |quali la teoria dell’ interesse del denaro ed una 1811 Milano
Vincenzo . .
nuova dimonstrazione del teorema fondamentale
delle parallele
50. Gergonn-e, Essai sur la théorie des paralléles 1812 Nismes
Joseph Diaz
Versuch eines strengen Beweises der Theoreme von
Duttenhofer, . . . . .
den Parallellinien, vermittelst einer von jenen
51. Jacob . . 1813 Stuttgart
oo Theoremen unabhéngigen Construction des
Friedrich
Rechtecks
Herrmann, | Versuch einer einfachen Begriindung des eilften
52. Christian Euclidischen Axioms und einer darauf gebauten 1813 | Frankfurt a. M.
Alois Theorie der Parallelen
53. Guntz Elementare Theorie der Parallelen Geraden 1815 Gratz
Metternich Vollstindige Theorie der Parallellinien. Nebst
54. .7 | einem Anhange, in welchem der erste Grundsatz zur | 1815 Mainz
Matthias ) . . .
Technik der geraden Linie gegeben wird.
Biireer. 1. A Vollstindige Theorie der Parallellinien. Nebst
55. & P’ " | Anmerkungen iiber andere bisher erschienene 1816 Karlsruhe
’ Parallel-Theorien
Crelle, Uber Parallelen-Theorien und das System der
56. August . y 1816 Berlin
Geometrie
Leopold
Hoffmann, Bemerkung zu der Parallelen-theorie von
57. |Johann Joseph | .. .. 1816
L[iidicke].
Ignaz
Lidicke,
58. August Uber die Parallelentheorie 1816
Friedrich
Vermehren, | Versuch dei Lehre von den parallelen und
59. | Carl Christian | convertegen Linien aus einfachen Begriffen 1816 Giistrow
Hermann | vollsténdig herzuleiten und griindlich zu erweisen
Exley, The theory of parallel lines perfected, or the twelfth
60. Thomas axiom of Euclids Elements demonstrated 1818 London
61. Hess&;l g C. Versuch einer Theorie der Parallelen 1818 Halle a. S.
Critische Revision der im jlingst verflossenen
62. Quinquennium erschienenen Schriften iiber 1818 Heildelberg
Parallelen-Theorie
63. Hauff, Joha.nn Nova rectarum parallelarum theoria 1819 Gandae
Karl Friedrich
Lidicke, Versuch einer neuen Theorie der Parallellinien im
64. August Zusammenhange mit den Grundlehren der 1819 Meissen
Friedrich Geometrie
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Szerzo Cim Ev | Kiadas helye
Miiller,
65. Johann Ausfiihrliche evidente Theorie der Parallellinien 1819 Niirnberg
Wolfgang
Biireer. J. A Vollstindige Theorie der Parallellinien nebst
66. & P’ " | Anwendungen iiber andere bisher erschienene 1820 Karlsruhe
’ Paralleltheorien
Liidicke,
67. August Zur Theorie der Parallellinien 1820
Friedrich
68. | Struve, K. L. | Theorie der Parallellinien 1820 Konigsberg
69 Creizenach, | Abhandlung iiber den elften Euklidischen Grundsatz 1821 Mainz
’ M. in Betreff der Parallellinien
70, Hauff, Johapn Nova recta?um parallelarum theoria, editio altera 1821 | Frankfurt 2. M.
Karl Friedrich | supplementis aucta
. Versuch einer neuen Theorie der Parallelen. Mit
71. | Kuster, J. C. Vorrede von Hofrath Bahrens 1821 Hamm
Ménnich. B Ein Versuch die Theorie der Parallellinien auf einen
72. F > | Grundbegriff der allgemeinen Grossenlehre 1821 Berlin
’ zuriickzufiihren
73 Sull.a teorlg delle parallele ¢ su quella delle figure 1801 Bologna
equivalenti
Liidicke,
74. August Rein geometrische Theorie der Parallellinien 1822
Friedrich
Metternich Vollstindige Theorie der Parallellinien, oder
75. Matthias > | geometrischer Beweis des eilften Euklidischen 1822 Mainz
Grundsatzes. Zweite umgearbeitete Auflage
76. | Miller, Carl |1 e der Parallelen 1822 Marburg
Reinhard
77. | Huber, Daniel Nova t-heor-1a de parallelarum rectarum 1823 Basel
prorprietatibus
Wah'l, Dissertatio mathematica symbolas ad epicrisin
Friedrich . . s
78. . theoriarum parallelas spectantium continens. 1823 Jena
Wilhelm . .
. Particula 1. Insunt IV theoriae earumque censura
Ludwig
Mémoire relatif a la théorie des paralleles. Rapport .
7. Foex fait par MM. Ampere et Cauchy 1824 Paris
Stein, Johann | Examen de quelques tentatives de théorie des .
80. Peter Wilhelm | paralléles 1824 Nismes
Essai de démonstration du principe qui sert de .
81. fondement a la théorie des paralléles 1824 Nismes
82. | Colburn, W. |Nouvelle théorie des lignes paralléles 1825 Boston
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Szerz6 Cim Ev | Kiadas helye
Heeenbere. F Vollstindige, auf die bekannten Elementarséitze von
83. & A & | den geraden Linien und Winkeln gegriindete 1825 Berlin
) Theorie der Parallellinien
’4. Servois Lettre fiu rédacteur des Annales sur la théorie des 1825 Nismes
paralléles
85. Frzr?;lrzlkrgi)slbh Theorie der Parallellinien 1825 Koln
Hoffmann Vermischte Aufsitze aus der Physik, Philosophie
26. | Johann Jose’ h und Mathematik ﬁlr Liebhaber dieser 1825 | Frankfurt a. M
’ lonaz P\ Wissenschaften: Uber das Verhiltniss des T
& Parallelenproblems zur Elementargeometrie
Miiller Neue Beitrdge zu der Parallelentheorie, den
’ Beweisen des Pythagordischen Lehrsatzes und den Augsburg és
87. Johann 1826 ..
Wolfgang Berechnungsarten der Pythagordischen Leipzig
Zahlendreiecke
Uber die Theorie der Parallellinien. Zeitschrift fiir
88. | Knar, Joseph | Physik und Mathematik, herausgegeben von 1827 Wien
Baumgartner und v. Ettingshausen
Koch, Uber Parallellinien. Ein versuch, dem Urtheil
89. Christian . o ’ 1827 Hamburg
Adolf Sachkundiger gewidmet
Neubig, . .
90. Andreas Die Parallelentheorie 1827 Bayreuth
Berichtigung seiner Ansicht von den Parallellinien.
91. | Knar, Joseph Zeitschrift fiir Physik und Mathematik, 1808 Wien
herausgegeben von Baumgartner und v.
Ettingshausen
9. Lampredi, |Intorno ad un passo di Euclide sulla teoria delle 1808 Roma
Urbano parallele
Reinhold. H Theorie des Krummzapfens nebst einem Anhange:
93, 7 >~ | Versuch einer rein geometrischen Begriindung der 1829 Miinster
’ Lehre von den Parallellinien
94. | Falck, Henrik PractlsliLarobok i Gueornetrlen och Trlg.or}ometrlen 1831 Upsala
med strangt bevis i ldren om parallela linier
95. CD}‘I’EIS’S;; Beitrige zur Parallelentheorie 1832 Wien
Vollstindig erwiesene, von den dltesten Zeiten bis
Biireer. J. A jetzt noch unberichtigt gewesene Theorie der
96. £ P’ "*7" | Parallellinien, nebst einer Critik mehrer bisher 1833 Heidelberg
’ erschnienener Paralleltheorien und Anfiihrung
anderer neuerfundener geometrischer Gegenstiande
L d Réflexions sur différentes mani€res de démontrer
egendre, . \ L ;
97. Adri%n Marie | L@ théorie des paralléles ou le théoréme sur la 1833 Paris

somme des trois angles du triangle
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Szerz6 Cim Ev | Kiadas helye
Wiessner Beweis tliber Parallellinien oder dem dass alle drei
98. .7 | Winkel eines jeden Dreieckes zusammen genommen | 1833
Gottfried . . .
zwei rechten Winkeln gleich sind
Neu aufgefundener Beweis von sem seit 21 hundert
Biirger, J. A. | Jahren unberichtigt gewesenen eilften Euklidischen .
99. P. Grundsatze in der Geometrie in Betreff 1834 Hiedelberg
Parallelentheorie
[Crelle,
100. August Théorie des paralléles 1835 Berlin
Leopold ]
. Conatus theoriam parallelarum stabiliendi praecipi,
Hill, Carl . i . .
101. quos recensuit novisque superstruxit fundamentis 1835 Lund
Johan .
atque auxit Auctor
102. Gaudain Lettre a M. van Tenac sur 12} théorie des paralléles. 1836
Annales maritimes et coloniales
103, | Hennig, Karl |\ Begriindung der Parallelentheorie 1836 |  Niirnberg
August
104. | Kaiser, Ignaz Versuch d}e Theorie der parallelen Linien streng 1836 Wien
nachzuweisen
Lampredi, |Tentativo di una nuova teorica elementare delle .
105. Urbano linee perpendiculare, obblique e parallele 1836 Napoli
106.| Lemonnier Nouvell§ théorie des paralléles. Annales maritimes 1836
et coloniales
107. | Van Tenac Nouvellfe théorie des paralléles. Annales maritimes 1836
et coloniales
Der Satz von der Winkelsumme des Dreiecks ohne
; Hilfe der Parallellinien bewiesen. Ein Beitrag zur
108.]  Gréf, Carl Griindung des elften Grundsatzes des Euclides und 1837 Rudolfstadt
die darauf ruhende Theorie der Parallellinien
109. Horn Das Parallellenproblem. Programm. 1837 Gliickstadt
Begriindung der Parallelentheorie, auf den ohne
110 Wiessner, | Beihilfe der Parallellinien gefiihrten Beweis, dass 1837 Jena
"I Gottfried |die Winkelsumme eines jeden Dreiecks zwei rechten
Winkeln gleich sind
111. Meikle' Theory of Parallel Lines 1844 Edinburg
112.| Dodgson’ | A New Theory of Parallels 1895 London
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4.3 A ,,parallela” hasznalata a Bolyaiaknal az Appendix megjelenése elott

Az Appendix megjelenése eldtt a ,,parallela” az eredeti latinos formaban fordul eld még a
Bolyaiak egymassal folytatott magyar nyelvii levelezésében is. Ezt alatdmasztja a kovetkezd
két (egyébként gyakran idézett) levélrészlet is, amelyekben a ,,parallela” feltlinik.
Bolyai Farkas 1820. aprilis 4-1 levelében a kovetkez6 modon probalja lebeszélni (valdjaban
rabesz¢li) fiat, Bolyai Janost a paralleldkkal valo foglalkozéasrol:
A paralleldkat azon az ttan ne probald: tudom én azt az utat is mind végig — megmértem azt a
feneketlen éjszakat én, és az életemnek minden vilagossaga, minden 6rdme kialudt benne — az
Istenért kérlek! Hagyj békét a parallélaknak — tgy irtézz tolle, mint akarmicsoda feslett

tarsalkodastol, éppen ugy megfoszthat minden idodtol, egésségedtdl, csendességedtdl s egész

¢életed boldogsagatol. (Benko 1975: 123)

Tanulj te az én példamon; én a parallélakat akarva megtudni, tudatlan maradtan, életem s idom
viragjat mind az vette el — s6t minden azutani hibamnak téve mind ott volt s a hazi
fellegzésekbol esett red. Ha a parallélakat feltalaltam volna, ha senki se tudta volna is meg, hogy

én talaltam, angyal lettem volna. (Benk6 1975: 124).

Bolyai Janos hires, apjahoz irott 1823. november 3-i levele szerint:
A feltételem mar all, hogy mihelyt rendbe szedem, elkészitem, s mdd lesz, a parallelakrol egy
munkat adok ki; ebbe a pillanatba nincs kitalalva, de az az t, melyen mentem, csaknem

bizonyosan igérte a cél elérésit, ha az egyébarant lehetséges ... (Benk6 1975: 158).

Bolyai Janos szandéka tehat az volt, hogy a parallelakrol adjon ki egy munkat. Szintén az 6
egyik, 1819-1820-ra datalt flizetében, amelyben négy olyan abra lathato, amelyek koziil
harom a hiperbolikus geometria végtelen sugart hatarkorével (az un. paraciklussal) fiigg
ossze, a Parallelarum Theoria felirat szerepel.* Ez Bolyai Farkas elébb emlitett 1804-es
mivének cimadéasara rezonal, és ezzel persze igazodik ahhoz a sémdahoz is, hogy a
,parhuzamosok elmélete” névvel utal a kérdéskorre. Az eddigiekben, mondhatjuk, semmi
meglepd nincs. Azt kaptuk eredményiil, amit vartunk: Bolyai Janosnak ismernie kellett a

»parallela” kifejezést, és valoban — ismerte és hasznalta is.

* Lasd Karteszi (1973: 31).
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4.4 Az Appendix elso paragrafusanak ,,parallela”-jara varva

Az eddigi fejtegetések a kovetkezdképpen Osszegezhetdk. Ahhoz, hogy a Standard Nézet
allaspontjaval Osszhangban az Appendix elsd paragrafusat a Bolyai-féle ,parallela”
kifejezést. A kérdéses helyen tehat a ,parallelusra” grammatikailag visszavezethetd
terminusnak kell szerepelnie Ugy, hogy a visszavezetés sordn csak a szovegkornyezetet,
valamint a latin nyelv grammatikai (példaul esetegyeztetési, ragozasi ¢és effajta) szabalyait
hivhatjuk segitségiil. Az ilyen mdédon megmagyarazhatatlanul maradé eltéréseket pedig ugy
kell értékelniink, mint ami nem tamasztja ala a nézet felfogasat.

Ezek figyelembe vételével nekifoghatunk végre az els@ paragrafus atfésiilésének abbdl a
célbol, hogy eldonthessiik azt az empirikus kérdést: hasznélja-e vajon Bolyai Janos a

»parallelus” sz6 megfeleld alakjat? (2. és 2.F abrdk.)

$ 1. (Fig.1.) Si rectam am non secet plani ejusdem
recta 6;:, at secet quaevis 6; (in abdr) : designetur
hoc per énlllam. Dari talem b7, et quidem unicam,
@ quovis puncto 6 (extra am), atque dam tabn non)
2R esse patet; nam &¢ circa & mota, donec bam

tabe=2R fiat,bc ex am aliquando primum exit, est-
que tunc bcl|)am. Nec non patet esse bz|||em, ubi-

- - - o~ - » 4
vis sit e in em (supponendo in omnibus talibus

casibus esse @m » ae). Et si, puncto ¢ in am abeun-
te in infinitum, semper sit cd= cb: erit semper
cdb= (cbd < nbe); ast nbe )=~ 03 adeoque et adb
/7~ o.

2. abra. A4 Bolyai Janos-féle Appendix elsd paragrafusa

Mindent egybevetve azt képviselem, hogy a , parhuzamosok problémdjanak” torténete altal
kitiintetett, valamint a mii nyelvének figyelembevételével valoban a szovegbe illo, és a
,parallelus ’-bol grammatikailag levezetheto kifejezés az Appendix elsd paragrafusaban
egyaltalan nem szerepel. Kovetkezésképp.: a Standard Nézet nem tamaszthato ala.

Azt allitom tovabba, hogy a mii 6nmagaban tekintve nem szolgaltat tovabbi tampontokat — a

jelmagyardzat (Explicatio signorum) révén sem — ahhoz, hogy a mii elsé paragrafusat és a
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benne foglaltakat kozvetett modon kapcsolatba hozhassuk a ,,parallelus” kifejezéssel. (1.F

abra.)

4.5 Az Appendix uj ruhai

Kelld kortiltekintéssel valogatva a forditasok koziil egyeseket nyugodtan segitségiil hivhatunk
az altalam képviselt tézis megerdsitéséhez. Ezek ugyanis pontosan azt mutatjak a forditasban
(jelesiil magyarul) is, mint az eredeti. Itt a valogatas célja nem az, hogy a szelektiv modon
kezelt evidencidk tamasszak ala tézisemet. A kérdés eldontésében nyilvanvalo moéddon az
eredeti latin nyelvii mivet, mint elsddleges forrast kell szem el6tt tartanunk, és a
poszthumusz, ezért Bolyai Janos altal ismeretlen, jova nem hagyott nem szerzéi forditasok
semmilyen szempontbol nem lehetnek perdontdek. A ,,parallela” els6 paragrafusbeli hidnyara
vonatkoz6 allitast tehat nem a koriltekintéen, de egyoldaluan Gsszevalogatott forditasok
fogjak igazolni, mint ahogy egyetlen, a ,,parallela”-t az els¢ paragrafusban tartalmazoé forditas
sem cafolhatja. Ugyanakkor az daltalam képviselt tézist alatdmasztd forditasok — azok,
amelyekbol az elsé paragrafussal Osszefiiggésben mégiscsak hianyzik a ,parallela” vagy a
,parhuzamos” barmiféle nyoma — éppen azt latszanak jelezni, hogy az eredetiben sincs szo
ilyesmirdl. Részint a tézismet aldtdmasztd forditasok bemutatdsa végett, részint tovabbi
okokbol, érdemes az Appendix atiiltetései felé fordulnunk.

Egyrészt most mar lehetdségiinkben all megmutatni a Standard Nézet sokat kifogasolt
miukodését. Egyfeldl azt, hogy a nézet hogyan hozza 1étre a felfogasat igazolo bizonyitékokat,
masfeldl azt, hogy részben ennek kovetkeztében vélekedésrendszere hogyan valik 6nigazold
¢s onfenntartéva. Ezen kiviil, masodikként, a tudoményos tisztesség is ugy kivanja, hogy azok
a torténészek is meg legyenek nevezve, akikrdl joggal feltételezhetd, hogy egyaltalan nem
osztjak, illetve nem osztottdk a bevett nézet SN, vagy SNp allaspontjat. Végil pedig a
Standard Nézet képviseldin beliil is sziikséges kiilonbséget tenniink a tekintetben, hogy a
felfogds mennyire nyomta ra a bélyegét az illetd tevékenységére. Ez utdbbi ugyanis az
Appendix-forditasok ¢és utankozlésekbe torténd beavatkozdsokban jol tetten érhetd és
lemérhetd.

Szova kell ugyanis tennlink — most mar talan megalapozottan tehetjilk—, hogy a nézet nem
csupan azt sugallja, azaz nem csupan ugy értelmezi és mutatja be a miivet, mintha az els6
paragrafusban sz6 szerint kiirva is megjelennék a ,,parallel” vagy a ,,parhuzamos” kifejezés,

hanem szamos esetben igy is forditja le. Ez az eljaras pedig tézisem fényében nem igazolhato.
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Ugyanakkor azonban az is figyelemre méltd, hogy a ,,parhuzamos” kifejezés hidnya egyes
magyar forditasokon atsejlik. gy ezek valdjaban beismerd vallomasok, amelyek alahtizzak az
altalam képviselt tézist: pontosan azt teszik vildgossa, hogy a ,,padrhuzamos” azért nem
szerepel sem az els@ paragrafusban, sem a kornyékén, mert az eredetiben sz sincs a
»parallela”-r61”. Ez pedig akkor igazan figyelemre méltd jelenség, ha az egyik ilyen —
lényegében kifogastalan — atiiltetés készitdje a Standard Nézetnek is képviseldje.

Az eredeti latin miinek, azaz az Appendixnek két olyan teljes magyar nyelvii atiiltetése van,
amelyek szemantikailag és filologiailag is hiiek: az egyik Toéth Imre 1953-as forditdsa (3.
abra, valamint 29.F és 30. F abrak), mig a masik Rados Ignacz 1897-es munkaja (26.F és 27.
F abrak). Ha pedig csak egyet kell megjeldlni, amely az emlitett szempontokbdl a
legkorrektebb médon adja vissza az eredetit, akkor a Toth Imre-féle atiiltetés javara kellene
dontentink. Az 6vé az, amely a nyomdatechnikailag nehezen reprodukalhat6 Bolyai Janos-féle

eredeti szimbdlumhasznalatot is a leghliségesebben adja vissza.

1§

(1. dbra.) Ha az am egyenest az ugyanabban a sikban fekvé 67 egyenes
nem metszi, de metszi azt minden (az abn-ben 1évd) bp: jeldlje ezt

bnllam
_ Vilagos, hogy ilyen bn létezik és csak egyetlenegy, mégpedig barmely
(am-en kiviil fekvd) & ponthdl s nyilvanvaléan -
' bam + abn  nem > 2R;
ugyanis, ha bc-t mindaddig forgatjuk & koriil, mignem
bam + abc = 2R

lesz, b¢ valamikor legeldszor nem metszi afi-et és akkor ¢ ||| arn.
Ugyancsak vildgos, hogy bn || em, barhol van is e az am-ben (feltéve,
hogy minden ilyen esetben am > ae).
Es ha a ¢ pont az am-en a végtelenbe fut, mikézben allandéan cd = cb:

ugyanakkor 4llanddan cdb = (obd < nbc); amde nbc ~— O: ennélfogva
adb is p~ O.

3. abra. Az Appendix els6 paragrafusanak Toth Imre-féle atiiltetése
Toth és Rados atiiltetését leszamitva a tobbi meglehetdsen kifogasolhatd modon viszonyul a
»parallela” hianyahoz és elég valtozatosan kompenzalja. Egyes esetekben a hidny poétlasa
végett kozvetleniil és erdteljesen avatkoznak be a forditasokba. Ilyenkor az adott forditasi
nyelven egyszeriien ,,beleforditjak” az inkrimindlt sz6t a mi elsé paragrafusaba (Halsted
1955: 5; Hotiel 1868: 23; Sutdk 1897: 38, 19.F és 22.F abrdk) vagy a miivet bevezetd
jelmagyarazatba (Halsted 1955: 3; Hotiel 1868: 22; Sutdk 1897: 38, I8.F és 21.F abrdak).

Maskor kozvetve és finomabb mddon orientaljak az észlelést, és segitik a Standard Nézet
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Appendix-olvasatanak megfelelé latdsmod kialakitasat. Ennek egyik szokésos eszkoze a
miben eredetileg nem szerepld fejezetcimek hasznalata: az elsé paragrafus felvezetésekor ez
értelemszeriien ,,A parhuzamos” vagy a ,Parallelism” alakot 6lti (Kalmén 1989: 104-5;
Karteszi 1973: 71; Karteszi és Szénassy 1987: 75; Weszely 1981: 137; 25.F és 34. F abrdak).
Egy masik szokasos eszkdz a Bolyai altal eredetileg az elsd paragrafus elészor nem metszo
egyenesei kozott fennalld relacio jelolésére hasznalt ‘|||’ szimbolum megvaltoztatisa és
kicserélése a parhuzamossag jol ismert ‘||’ jelére (Halsted 1955; Kélman 1989: 105; Karteszi
1973; Karteszi és Szénassy 1987: 75; Sutdk 1897; I8.F, 19.F és 25. F abrak). Természetesen
ezeknek az eszkozoknek a kombinaldsa sem kizart és nem is ismeretlen (Halsted 1955; Hotiel
1868; Karteszi 1973; Karteszi €s Szénassy 1987; Sutak 1897).45 Thomas Kuhn-nak a ,, miivek
meghamisitasarol” szolo, provokativnak hatod és nehezen hihet6 allitasa (Kuhn 2000: 154) itt
tehat valoban tetten érhetd. Nem azt akarom ezzel allitani, hogy azok a képviseldk, akik
forditast vagy forditds értékii interpretaciot hoztak 1étre, a hamisitas tudataval és a félrevezetés
szandékaval folyamodtak ilyen eszkdzokhez. Sokkal inkabb arrdl lehet szd, hogy igen erds az
igény ¢és a késztetés az Appendix elsé paragrafusat egy bizonyos modon, jelesiil a ,,parallela”
meghatarozasaként, illetve szerepeltetéseként latni. Olyannyira erds, hogy passziv modon az
¢észlelést, a tevékeny fazisba érve pedig konstruktiv médon — vélhetdleg ontudatlanul vagy
joszandékuan — a forditasok létrehozdsdnak mozzanatat is befolyéasolja. A forditasok pedig —
mint az a Standard Nézet nemzetkdzi vetilileténél a hivatkozasi apparatus, illetve az
irodalomjegyzékek révén lathatova valt — elsddleges forrasokka valtak. A forditasi
beavatkozasokat tehdt a méasodlagos forrasok létrehozasanak ,.faktualisan konstruktiv”
mozzanataként kell latnunk, magukat az atiiltetéseket pedig a forraskezelésben és a
matemaikatorténet-irdsban betoltott szerepilk — az elsddleges forrasok szerepében vald
tetszelgés — miatt kell igazan vitathatonak és elfogadhatatlannak tekinteniink. Igy 4llt el$ az
helyzet, hogy a forditdsok, mint kozvetett és hamis, meghamisitott torténeti bizonyitékok — az

elsddleges forrasok helyét és szerepét atvéve — a nézetet igazolé6 dokumentumokka valtak, és

# Karteszi a kovetkez6képpen indokolja és latja az altala megvaldsitott forditasi megoldasokat: ,,A II. rész az
Appendix eredeti kiadasanak hii masolatat és a latin szoveg forditasat tartalmazza. A forditds a matematika mai
magyar nyelvezetéhez igazodik, de pontosan tiikrozi a tomor latin szoveg értelmét. Az eredeti miiben nem
szerepld, fejezetekre valo tagolas, a ma szokasos jel6lések hasznalata, az abrak szoveghez igazodo elosztasa és a
korszerii rajztechnika kivitelezése, néhany 0j abra beiktatasa elharitja azokat a folosleges nehézségeket, amelyek
az ilyen régi nyomtatvanyok és szovegek olvasasanak velejaroja.” (Karteszi 1973: 7). Hasonléan indokolja
munkajanak angol kiadasaban (Karteszi és Szénassy 1987: 8), tovabba: ,,For the sake of historical, I gave my
book the title Appendix, the scinece of space. To bring out the historical point of view, the facsimile of a Bolyai’s
work printed in in June 1831 is also included, though I have prepared — in cooperation with Gydrgy Hajos and
Imre Trencsényi Waldapfel, late professor of classical philology — a carefull translation of the text into modern
Hungarian and added it to the Latin original.”(Karteszi és Szénassy 1987: 8).
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lényegében Onfenntartova tették a Standard Nézet vélekedésrendszerét. Kuhn megjegyzésére
visszatérve azt mondhatjuk, hogy a hamisitast nem az eredeti dokumentumra vonatkozé ¢és
faktudlis szinten zajlé szdndékos meghamisitasként, az eredeti hamisitvanyanak elkészitésére
iranyuld szandékos cselekvésként kell érteniink, hanem az eredetit elfedé hamis pétlékok
1étrehozasanak tevékenységeként, tovabba a filologiailag helytelen forraskezelés modszertani
szintjén.

fgy vélik igazan érthetévé tobbek kozott az is, hogy miért kifogasolhato az a bevett
nemzetkdzi matematikatorténet-irasi gyakorlat, amely az eredeti latin mii helyett Halsted
angol forditdsdhoz folyamodik. Tézisem szerint ugyanis egy erdsen hibas és félrevezetd
potlékot haszndlnak (79.F és 20.F abrak).

fgy azutan persze nem is csodalkozhatunk azon, hogy a ,,parallela” explicit hianya a Standard
Nézet részérdl bevallatlan marad, hiszen azok az atiiltetések, amelyekhez fordulhatunk (ha
modszertani alapon nem tudjuk, hogy nem fordulhatnuk forditasokhoz akkor, amikor a primer
forras is elérhetd), és amelyekhez fordulni szokas, kozvetleniil vagy kozvetve valamilyen
formaban ,tartalmazzak” azt.

Ezek utan értékelhetd csak igazdn Rados Ignac, valamint Téth Imre forditdsanak szemantikai
¢s filoldgiai korrektsége, illetve hiisége. Toth Imre azért is kiemelendd, mert a Standard Nézet
forditasokat — Halsted (1896, 1897, 1955), Hoiiel (1868), Karteszi (1973), Sutak (1897) és
Weszely (1981)—, vagy forditas értéki €s megjelenésében az eredeti mivet utanzo
atdolgozésokat is készitd képviseldi — David Lajos (1944), Kalmén Attila (1989) — koziil 6 az
egyetlen, némiképp megnyugtatod példa arra, hogy az aktiv fazisba Iépve a nézetnek nem kell
sziikségképpen konstruktiv. mddon is megnyilvanulnia, és nem kell sziikségszeriien
ranyomnia a bélyegét a forditasra.

Rados Ignac (és vele egyiitt Paul Stackel) azért kiilonleges esetek, mert 6k nem szdmitanak a
Standard Nézet képviseldinek. Ezt a tanulsagot Stackel késébb mdas vonatkozasokban is
fontossa valé Appendix—Raumlehre-koz1ésébdl (43.F és 44.F abrak), és az err6l készitett
Rados-féle forditasbol (40.F és 41.F abrak), tovabba Rados mar emlitett sajat, 1897-es
atiiltetésébdl sziirhetjiik le (26.F és 27.F abrak). Az, hogy Stackel és Rados nem tekinthetdk
az elfogadott nézet képviseldinek, csak részben kovetkezik az Appendix elsé paragrafusahoz
val6 kifogastalan filologiai-forditastechnikai viszonyuldsukbol. Hogy melyek azok a tovabbi
okok, amelyek miatt nem taldlhatjuk meg Oket a ,parallela” vagy a ,,parhuzamos” elsd
paragrafusbeli jelenlétét hirdetd képviselok kozott, arra részben a mili mas, késdbb fontossa

vald passzusahoz vald viszonyuldsuk vet majd fényt.
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A fejezetet pozitiv modon azzal zarhatjuk, hogy van harom olyan szerzd, akik valamilyen
modon érintetlenek maradtak a Standard Nézet befolyasatol, vagy a befolyas érintetleniil
hagyta matematikatorténészi tevékenységiik egyik fontos aspektusat, a forditasi
tevékenységet. Mig tehat Stackel és Rados teljes egészében a nézeten kiviilallonak tlinik,
addig Té6th Imre a nézeten beliil annyiban egyediilallo, hogy elkeriilte azt a jellemzo hibat,
amit rajta kiviil a felfogas minden egyes atiiltetést készitd képviseldje elkdvetett — azt
nevezetesen, hogy a forditast is a Bolyai-féle parhuzamosrdl vallott felfogasahoz igazitsa. Ezt,
a hibék jellegének kritikus jellege, valamint a hibds miivek mennyiségének szamottevd volta

miatt nem lehet eléggé értékelni és csodalni.
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Otodik fejezet

Lehetséges ellenérvek és megmentési kisérletek —

kontrakra rekontrak

Bar elvileg ezen a ponton befejezettnek tekinthetnénk az elfogadott nézet kritikai
vizsgalatanak ¢és tudomanyos kérddre vondsanak folyamatdt azzal, hogy a bizonyitasi
kényszert a Standard Nézetre haritjuk. A bizonyitasi kovetelmény atharithatosaga mellett
szolhatna az is, hogy az elfogadott nézet elvileg episztémikusan lényegesen egyszeriibb
helyzetben van. A bevett felfogasnak elvileg egyszerlibb lenne felmutatni az allaspontjat
alatdmasztd bizonyitékokat, jelesiil azt az Appendix-példanyt, amelynek elsé paragrafusaban
Bolyai a ,,parallelus” terminus megfeleld alakjahoz folyamodik. A bizonyitas terhének rovid
uton torténd Aatharitdsa helyett azonban a kovetkezOkben sorra veszem a varhatd
ellenvetéseket és megvizsgdlom a lehetségesnek tartott ellenérveket. A leginkabb varhato,
legvalosziniibb ellenérvektdl haladok a kevésbé valosziniiek felé, am ezt nem tekinthetjiik az
erdsebbektdl a gyengébbek felé haladdsnak. Emiatt kiilon jelezni fogom az 4altalam

legerdsebbnek vélt és eldbbi tézisemet leginkabb probara tevo érvet, valamint bizonyitékait.

5.1 Elso kisérlet: a haromvonalas jel, mint a Bolyai-féle ,,parallela” jele

A Standard Nézet megmentésének legvaldsziniibb, €s ezért elsd helyen targyalando kisérlete a
kovetkezd: a Bolyai 4altal a mii els§ paragrafusdban hasznalt kiilondés szimbolum, a
haromvonalas ||| jel jelenti a ,,parhuzamos”-t, azaz a ,parallela”-t. A ,parhuzamos” vagy
»parallela” ilyen kozvetett modon jut tehat szerephez a kérdéses helyen. Bar ez ligyben is
valtozatos véleményhalmazzal van dolgunk, mégis kihdmozhatd egy bizonyos felfogas. Ez
talan Sallo allaspontjabol vezethetd le a legkdzvetlenebb modon: Bolyai jelhasznalata
kifejezéseket potol, és a haromvonalas jel a parhuzamost helyettesitd aszimptota — kozvetett
modon tehat a parhuzamos — helyett all. Tegyiik most egy pillanatra félre azt a nehézséget,

ami abbol adodik, hogy Bolyaindl a ,parhuzamos”-t egyes allaspontok szerint az
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»aszimptota”, masok szerint pedig az ,,aszimptotikus egyenes” helyettesiti. Tekintslink most el
attol egy kis iddre, hogy ekkor valdjadban szerintiik a haromvonalas jel csupén az ,,aszimptota”
(Sallo 1974: 34-5), vagy az ,aszimptotikus egyenes” helyett szerepel (Toth 1953: 293).
Erdemes ugyanis fontoléra venniink azt a lehetéséget, hogy Bolyai ezt a kiilénds szimbélumot
(azaz: az elsé paragrafusban hasznalt ‘|||’ jelet) tényleg direkte a parhuzamossag jelolésére
kivanja haszndlni. Ez utobbi felfogdsnak is vannak ugyanis képviseldi (Sutdk 1897: 75;
valamint Weszely 1981: 83-4, és ud. 2002: 77). Mindenképpen meg kell tehat vizsgalnunk azt
a lehetdséget, hogy Bolyainal az Appendix elsé paragrafusaban alkalmazott hdromvonalas jel
potolja és jelenti a parhuzamossagot (,,parallela”-t). Méghozza a ,,potolja és jelenti” azon
értelemében, hogy a haromvonalas jel ugy szerepel a ,,parallela” helyett, hogy ekdzben
valamiképpen egyértelmiien utal is ra.

Most tehat hasonlo helyzetben vagyunk, mint a ,parallela” kifejezés elsd paragrafusbeli
empirikus azonositdsanak kordbbi problémdjanal: nem kell mast tenniink, mint az Appendix
jelmagyarazatatol (Explicatio signorum) az elso paragrafus végéig terjedd részt attekinteniink,
hogy eldontsiik, a mii ezen szakaszaban szerepel-e valamilyen mddon a ,parallela”, és
tarthatova valik-e ezaltal a nézet. Természetesen a mii tovabbi részei is fontosak és perdontdk
lehetnek e kérdés eldontésében, am a kritikus rész a jelmagyardzattol az elsd paragrafus
végéig terjedd szakasz. Egyrészt azért, mert, mint lattuk, a forditasok és az utankozlések a
jelmagyaréazattal hasonlé modon jarnak el, mint az els0 paragrafussal — nemegyszer a
jelmagyarazatba is kozvetleniil beleforditjdk a szoban forgd terminust (Halsted 1955: 3;
Hoiiel 1868: 22; Sutak 1897: 38, I18.F és 21.F abrak). Mivel ez azt sugallja, hogy a rejtély
kulcsa a jelmagyardzatban lehet, ezért szigorian le kell ellendrizniink. Masrészt azt kell
figyelniink, hogy van-e az elsé paragrafus végével bezardlag olyan Bolyaitél szarmazo
labjegyzet, amely a haromvonalas jel ,,parallela”-ként torténd értelmezését timogatja. Bar a
labjegyzet-hivatkozas 1étének a késdbbiekben még figyelmet kell szentelniink (5.6), most elég
annyi, hogy a Standard Nézet megmentése masik igértes kisérletének az elsé paragrafusban
bevezetett haromvonalas jelhez kapcsolt labjegyzet igérkezik (Salld 1974: 34; 2. tablazat).
Amennyiben azonban az Appendixbdl indulunk ki, ugy nincs alapunk a ,parallelus” ¢és a
haromvonalas jel Osszekapcsolasara — a mii ehhez semmilyen tdmpontot nem ad. Az
inkriminalt jel verbalis értelmezése ugyanis a mil jelmagyarazatabdl teljesen hianyzik,
szemben bizonyos mas jelek, példaul: a "L, a A’ vagy az 'R’ jelek eldzetes explicit
kifejtésétdl, amelyek sorjdban a perpendicularist (merdleges), az angulust (sz6g) és az

angulus rectust (derékszog) jelentik (I.F dabra). A jelmagyarazat utan rogton kovetkezd elsd
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paragrafusig pedig semmi olyan tobblet-informaci6 nincs — igy nincs a haromvonalas jelhez
kapcsolodo €s a ,,parallelat” tartalmazo labjegyzet sem —, amely indokoltta tenné a ,,parallela”
Osszekapcsolasat a kiilonds ‘||| szimbolummal (2.F dbra). Az Appendixet mint elsédleges
forrast onmagaban tekintve nem alapozhaté meg a ,,parallela” és a ‘|||’ szimbolum kozotti
kapcsolat. Ha megalapozhato, akkor masmilyen mddon, azaz az Appendixen kiviilre mutato
eszk6zok révén tehetd. Ekkor azonban vilagossd kell tenni, hogy egy filologiai
rekonstrukciorol és bizonyitasrél van sz, és koriiltekintden kell eljarni, példadul a
szovegértelmezés és a forrasok kronologiai egymdshoz viszonyitdsdnak tekintetében. Ekkor
adott esetben példaul kiilonbséget kell tenni a forras 1étrejottének kiilsd, valamint a forras altal
¢érintett 1doszak belsé kronologidja szerint, azaz nem lehet ad hoc mdédon valtogatni és keverni
az Appendixhez képest késObb sziiletett, de korabbra utald forrasokbdl szarmazo, valamint a
miibdl szarmazo informaciokat. Nem lehet barmit az Appendixre és megjelenésének idejére
érvényesnek tekinteni, ami valamelyest is egyezni latszik a mi tartalmaval vagy formajaval.
Nos: az Appendixen kiviilre mutat6 forrasokat és eszkozoket felhasznald érvelések koziil kettd
tiinik kézenfekvOnek, amelyek szoba johetnek annak bizonyitasara, hogy a ‘|||” szimbolumot a
»parallela” kifejezés helyettesit6jeként kell latni és érteni.

Az elsd, az elvileg erdsebb, a jelhasznalati konvenciora alapozhatva allithatna, hogy a ‘|||’
szimbolum mogott allo tradicid tette sziikségtelenné a sz szerint értelmezést. A
haromvonalas jel értelme olyannyira kézenfekvd és kéztudomasu volt, hogy sziikségtelenné
tette verbalis kifejtését. Késdbb latni fogjuk (5.3), hogy a haromvonalas jel eredete
azonosithatd, és a jel sziiletési bizonyitvanya a legjobb esetben is a Bolyaiak kdrnyezetére
szikiti a szimbolum konvenciondlis ismertségét. A haromvonalas jel Appendixen kiviili
forrasokbol ilyen modon levezett hasznalatit és értelmét csak akkor tekinthetnénk
kézenfekvonek, ha a szimbélum a publikusan hozzaférhetd korabeli miivekben, példaul a
tankonyvekben is eléfordulna, és ilyen értelemben. Ekkor legalabb azt feltélezhetnénk, hogy a
haromvonalas jel a Bolyaiak kdrnyezetében ismertté és konvencionalisan elfogadott valt, a
jelek szerint mar 1831-1832 t4jara. Ezeket a tankdnyveket azonban 1829-t6l kezdédden nem
mas irta, mint Bolyai Farkas, ezért igazolasul ez ligyben jobb helyre nem is fordulhatnénk,
mint az ¢ tankonyvi célzati miveihez (Bolyai Farkas 1830, 1832-1833). Csakhogy ezek a
miivek nem szolgalnak a nézetet igazold magyarazattal.

Am még ha a Bolyaiakat koriilvevé miliében kimutathatdo volna is a haromvonalas jel
ismerete, akkor is meg kellene kiizdeni a kovetkezd nehézséggel. Bolyai Janos miivét nem

csupan, ¢és nem 1is els6sorban a marosvasarhelyi, kolozsvéri, vagy tagabban erdélyi
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tudomanyos kozvéleménynek irta, hanem az eurdpai tudomanyos kozvéleménynek, példaul
Gaussnak. Veliik (és persze Gauss-szal) kapcsolatban pedig nem tételezhetjiik fel, és Bolyai
Janos sem tehette, hogy ismerik és kézenfekvOnek tekintik mondjuk az erdélyi jelhasznalati
konvenciot (ha lenne a haromvonalas jel dolgaban ilyen). Az Appendix jelmagyardzatanak
éppen az a sajatossaga, az az értelme, hogy nem tételez fel ilyesmit (ekkor mas jeleket sem
kellene értelmeznie), hanem megadja a megadni kivant jelek értelmét.

Mindent egybevetve bizonyosra vehetjlik, hogy a haromvonalas jel addig egyaltalan nem volt
olyan mddon hasznalatos és altalanosan elterjedt a parhuzamossag jelolésére, hogy ez — plane
mas, Bolyai Janos altal hasznalt és verbalisan interpretalt jelekkel Osszetve — a megcélzott
olvasok szamara kézenfekvOvé tette volna értelmezését, és ezért sziikségtelenné a szobeli
kifejtést. Ilyen alapon tehat meglehetdsen abszurd volna allitani, hogy Bolyai a kérdéses jelet
a parhuzamossag jelolésére, a ,parallela” kifejezés kézenfekvd helyettesitdjeként kivanja
hasznalni. Ilyesmi volna a helyzet, és ezért konnyebben elfogadhatd az érvelés, ha Bolyai a
mi elsé paragrafusaban a parhuzamossag szokasos kétvonalas jelét hasznalna. Ekkor valéban
azt lehetne mondani, hogy tamaszkodik egy kozismert jelre és a mogott allo jelolési
tradiciora, és ez tette sziikségtelenné a jelmagyarazatban vagy mashol torténd verbalis
értelmezést. Csakhogy nem ez a helyzet. Egyszerre éllitani, hogy Bolyai egy addig nem
hasznalt, merdben 1j jelhez folyamodik a szemléletességtol atitatott régi ,,parallela” kifejezés
helyettesitése céljabol (a la Sallo), és hogy minden tovabbi, az ilyen modon torténd
értelemzést segitd informdcio hijan kézenfekvd (akar a mi szdmunkra, akar a korabeli olvaso
szamara) a jol ismert ,parallela” kifejezésre utaldo jelnek tekinteni — ez legaldbbis
ellentmondasosnak tlinik. Ennyi erével rdadasul tetszéleges kifejezést valaszthatunk, és errdl
allithatjuk, hogy a mi haromvonalas jele azt hivatott poétolni, hiszen ezt a tetszdleges
kifejezést az Appendixen beliil éppugy nem kapcsolja semmi a haromvonalas jelhez, mint a
»parallelat”.

Hasonldan: a korabeli vagy a Bolyai-filolégidban jaratlan olvas6 szamara pontosan Gigy nem
koti semmi a hdromvonalas jelet az Appendixen kiviili, Bolyaiakkal kapcsolatos forrasokban
talalhatd egyik kifejezéshez (mondjuk a ,paralleldhoz” vagy az ,aszimptotikus
parallelldhoz”), ahogyan egy masikhoz sem.

Vagy tetszélegesen valaszthatunk ¢s tarsithatunk kifejezést a haromvonalas jelhez a
Bolyaiakra valé tekintet nélkiil, azt képviselve, hogy szerintiink a haromvonalas jel ezt a
valaszott dolgot jelenti, ekkor azonban nem a Bolyaiakrdl és nem Bolyai Janosrol beszéliink.

Vagy ragaszkodunk ahhoz, hogy a jel értelme csak a kéziratokbol rekonstrualhato
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tudomanyos alapossaggal. Ekkor azonban a haromvonalas szimbolumot nem allithatjuk be
kézenfekvoként, a ,,parallela” vagy ,,aszimptotikus parallela” trividlis helyettesitdjeként. Sot:
a kéziratok felé fordulds azt sem garantalja eldre, hogy e kettd koziil valamelyik, és nem egy
harmadik terminus helyettesitdjének fog bizonyulni, példdul a Standard Nézet egyes
véleményeivel Osszhangban a csupasz ,aszimptota” vagy az ,aszimptotikus egyenes”
potlékanak.

A haromvonalas jel értelmének az Appendixtdl kiilonbozd, de a Bolyaiakkal kapcsolatos
forrasokbodl, azaz a kéziratos Bolyai-hagyatékbol torténd rekonstrualdsa, majd jelentésének
kézenfekvoként torténd eldadasa pedig megintcsak nonszensz lenne. A filologiailag
rekonstrualt jelentés — azon feliil, hogy latni fogjuk: a Standard Nézet rekonstrukcidja
Onmagaban is vitathatd és korantsem vezet egyértelmi eredményre — csak a Bolyai-
filologusok szaméra kézenfekvé. Igy a haromvonalas jel értelmének kézenfekvoként vagy
onmagat értelmezoként torténd beallitasa képtelenség, hacsak nem akarjuk azt éllitani, hogy
Bolyai egyenesen a kéziratot kutato torténészeknek és filologusoknak irta miivét. Ebben az
esetben tehat vilagossa kellene tenni, hogy egy filologiai apparatus segitségével rekonstrualt
értelemrdl van szd, ennyiben tehat egyatalan nem kézenfekvd, és el kellene hatarolni az
Appendix immanens tartalmatol. Rogziteni kellene, hogy ez nem az Appendix, és meg sem
volna szabad kisérelni a mi erre alapozott ,,atirasat” vagy ehhez igazitott forditasat. Ezt az
eredményt, a szoban forgo jel jelentését 6vatosan kellene kezelni, és bizonyos értelemben a
miitdl kiilonvalasztva tartani.

Egyeldre ugy zarhatjuk, hogy nincs tampontunk az Appendix haromvonalas jelének
»parallelaként” vagy ,,aszimpotikus parallellaként” torténd értelmezéséhez. Egyetérthetlink
abban, hogy Bolyai valami helyett akarhatta alkalmazni e kiilonds szimbolumot, de a kérdés
az, hogy mi helyett? Az ismeretlen jel éppen ismeretlensége ¢és szokatlansdga miatt nem
engedi meg, hogy valami jol ismert ¢és elterjedt kifejezés kézenfekvd potléka legyen, hiszen

nem utal arra, amit potolni kivan.

5.2 Masodik Kkisérlet: a haromvonalas jel, mint az aszimptota vagy

aszimptotikus egyenes jele

Tovabb romlanak a Standard Nézet kilatasai, ha visszatériink ahhoz az elébb félretett

nehézséghez, hogy egyes véleményeket komolyan véve Bolyai a haromvonalas jelet
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valojaban az ,aszimptota” vagy ,aszimptotikus egyenesek” jelolésére hasznalja, és nem a
parhuzamosokéra. Igy az a fordulat, hogy ,,Bolyai a parhuzamos helyett az aszimptotat vagy
aszimpotikus egyenest hasznélja” azért veszélyes, mert elmossa, hogy itt arrdl van szo:
valojaban nem haszndlja. Amirdl itt valdjaban sz6 van, az megintcsak annak implicit
beismerése, hogy a ,|||” jel ennyiben legfeljebb az ,aszimptotat” vagy ,,aszimptotikus
egyenest” jelenti és helyettesiti, de nem a ,,parallellat” vagy az ,,aszimpotikus parallelat”.
Ezért azt mondhatjuk, hogy a nézeten Iényegében nem segitene, ha az Appendix torténetesen
valoban tdmpontot adna (mint ahogy nem fog) az ,,aszimptédta” vagy ,,aszimptotikus egyenes”
megfeleld valtozatanak és a ,,|||” jelnek az 6sszekapcsolasdhoz. Nézziik meg, hogy miért.

Ha az Appendix valoban fogodzot adna az ,,aszimptdta” és a ||| jel az 6sszekapcsoldsahoz,
akkor elismerhetnénk, hogy a miiben a ,,|||” jel az ,,aszimptota” (vagy az ,,aszimptotikus
egyenes, esetleg az ,,aszimptotikus nem metsz6”’) helyettesitésére szolgal, ¢s hogy Bolyai a
mil elsd paragrafusdban az ennek megfeleld fogalmat definidlja. Ennél tobbet azonban nem
kellene elismerniink. Mert mit bizonyitana mindez a ,,parallelus” terminussal kapcsolatban?
Hol jonne itt a képbe a ,,parhuzamos”-nak megfeleld latin terminus egyaltalan? Tovabbra is
kérdéses volna ugyanis, hogy miért allithatdé jogosan: Bolyai a ,,parallela” vagy a ,,parallela
(linea) recta” kifejezések helyett hasznalja az ,,aszimptota” (vagy ,,aszimptotikus egyenes”)
kifejezéseket. Az ,aszimptotatol” (vagy az ,aszimptotikus egyenestdl”) mind az
»aszimpotikus parallela”-ig, mind a puszta ,,parallela”-ig ivel6 kapcsolat tovabbra is hianyos
maradna, mikdzben éppen a kritikus lancszem varatna tovabbra is az igazolasra. Tegyiik tehat
nyilvanvalova: a kiilonos ,,||” jel sikeres dsszekapcsolasat az ,,aszimptota” kifejezés megfeleld
valtozatdval — példaul az Appendix labjegyzet-hivatkozdsa révén — Onmagdban nem
fogadhatjuk el a ,,parhuzamoshoz” vagy ,paralleldhoz” vezetd lancszemnek — ¢és igy az
elfogadott nézetet igazolo bizonyitéknak sem.

Ezzel az Appendix vilagara, jelhasznalatanak belso sajatossagaira épitett érveket kimeritettiik.
Maradnak tehat azok az érvek, amelyek a miivon kiviili eszk6zok és forrasok bevonasaval
probaljak meg a ,,|||” szimbolum — vagy esetleg az ,,aszimptdta”, ,,aszimptotikus egyenes” —

Osszekapcsolasat a ,,parallelaval”.
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5.3 Harmadik Kisérlet: a haromvonalas jel, mint az aszimptotikus paralléla

jele

A kovetkezokben targyalandd megmentési kisérletnek két jellegzetessége van. Az egyik,
ahogyan ez korabban mar lathatéva valt, hogy a Standard Nézet egy ponton tovabbi
forrasokhoz, azaz az Appendix vilagan kiviilre mutatd eszk6zokhoz kénytelen folyamodni a
haromvonalas jel verbdlis interpretalacidjdhoz. Ez még az egyébként sikeres Osszefiiggés-
teremtés esetén is kényes mandvernek mindsiil, ha annak megalapozéasara szolgél, hogy
Bolyai mit is csinal az Appendix els6 paragrafusdban. Egy dolog, hogy mit tesz a miiben, mig
bizonyos szempontbdl mas dolog, hogy mit tesz a mivon kiviil, és ez utobbi hogyan
kapcsolodik az el6bbihez. Latni fogjuk tovabba, hogy igen sok és jo okunk van arra, hogy a
miivet jeldléstechnikailag, 4ltalanosabban pedig tipografiailag Bolyai altal jévahagyott kerek,
lezart egésznek tekintsiik. De ne szaladjunk ennyire eldre, mert a most vizsgaland6 érv masik
jellegzetessége éppen az, hogy az altalam legerdsebbnek itélt bizonyiték a Standard Nézet
mellett.

El6szor is érdemes emlékeztetni ra, hogy a Standard Nézet képviseldi gyakran hivatkoznak
olyasmire, hogy Bolyai a ,,parhuzamos” helyett ,,aszimptotikus parhuzamost” (David 1944:
179), vagy ,aszimptotikus egyenest” (David 1944: 40; Téth 1953: 293) hasznal, hogy
»aszimptotanak” az ,aszimptotikus parhuzamost” (David 1944: 179), az ,aszimptotikus
parallelat” (Dobd-Szénéassy 1985: 44; Weszely 1981: 65) roviditi, vagy vele a ,,parhuzamos
egyenest” helyettesiti (Sallo 1974: 34-5).

Jelentds kiilonbség van azonban a kozott, ha Bolyai az ,aszimptota”-t az ,,aszimptotikus
parallela”, és a kozott, ha az ,,aszimpotikus egyenes” roviditésére haszndlja. Az egyik esetben
az aszimptotat tényleg az ,,aszimptotikus parallela” helyett hasznélja rovidités céljabol, a
masik esetben nem. Az elsd esetben az ,,aszimptota” Bolyai Janos szerint is az ,,aszimptotikus
parallela”-t roviditené €s helyettesitené, illetve az el6bbit az utdbbi helyett hasznalna, a masik
esetben meglehet, hogy mi szeretnénk igy latni. Ha azonban arrdl van sz6, hogy szerintliink mi
a ,parallela”, akkor az a mi parallela-értelmezésiink, ¢s nem a Bolyai-féle ,,parallela”.
Marpedig most az utdbbirdl szeretnénk kideriteni, hogy micsoda is valojaban. Egyszoval: ha
»aszimptota” bizonyithatéan az ,,aszimptotikus parallela” Bolyai-féle roviditése, akkor az
megteremtené a kivant — és az el6zo kisérlet végén altalam hidnyolt — kapcsolatot, mig ha az

»aszimptotikus egyenes” roviditése, akkor nem.
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Végeredményben tehat kulcsfontossagu lenne tudni, hogy Bolyai mit mi helyett hasznal, mit
mivel rovidit. Elengedhetetlen lenne itt azt is tudni, hogy mi is a forras, és hogyan is néz ki
pontosan az a szoveg, amelyet idézni latszanak. A baj azonban az, hogy a Standard Nézet
idézetszeri koriilirdsai, azon tul, hogy elég zavarba ejtd valtozatossdgot mutatnak, pontos
hivatkozasok ¢és forrasmegjelolések nélkiill lognak a levegében. A valtozatossdg igy
pontatlansagnak tlinik, amely az ,,irdshagyomanyban” torténd terjedésbdl, az egymastol valod
atvételbol latszik fakadni. Mindezek okan ram harul, hogy megadjam azt a helyet, amely a
terjedés kezddpontjanak tlinik. BedOhédzi Janos az els6, akinél a kifogésolt allitasokhoz
hasonlé szovegii idézet talalhatd (Bedéhazi 1897: 193-4). Es, bar 6 sem adta meg az altala
hasznalt forras elérhetdségét, idézete mégis az eredeti kéziratos forras jelenlétében
készitettnek latszik és forrashiinek hat. Igazi érdeme persze az, hogy végiil elvezetett, illetve
segitett felismerni a Bolyai-kéziratokat 6rz6 terjedelmes mikrofilmanyagban az eredeti
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A kapcsolddo, Bolyai Janostol szdrmazéd feljegyzés egyik nem vart érdekessége, hogy a
haromvonalas jel eredetére is fényt vet, és kétséget kizarova teszi, hogy egy Bolyai Farkas
altal megalkotott sajatos szimbolumrdl van sz6. Eszerint legfeljebb a haromvonalas jel
szikkori, a Bolyaiak kornyezetére kiterjedd ismertségét tételezhetjiik fel, és nem a
parhuzamossag jelolésének hagyomanyos kétvonalas jelével a tudomanyos kozvélemény
szdmara egyenértékil ismertségét.

Ezen tilmenden az idézet valdban aldtdmasztja a hdromvonalas szimbdlum és az
»aszimptotikus parallela” kapcsolatat, tovabba az utdbbi ,,aszimptota”-ként vald roviditését.
Amde a szoveg az ,,akkor még csak” fordulat kovetkeztében tobbféle értelmezési lehetdséget
i1s megenged azzal kapcsolatban, hogy az id6k soran hogyan valtozott meg Bolyai felfogasa,
mikdzben egyetlen dolgot tesz kétségtelenné: azt, hogy a széban forgd iddszakhoz képest
valamilyen irdnyban valtozas kovetkezett be. A szoveg azonban épplugy megengedi a
»parallela” elkopasat az ,aszimptdta” javara, mint ahogy az ,aszimptota” levalasat is
megengedi a ,,parallela” hatrahagyéasaval. Az azonban, hogy az ,,aszimptotikus parallelat” mar
akkoriban is ,,aszimptotaként” roviditette, sokkal inkabb abba az iranyba mutat, hogy a
»parallela” komponens valt foloslegessé. Azaz: az igy jelolt egyenesek késébb is aszimptotak
maradtak, ¢s valdszinlileg nem parallelakka valtak — ,,aszimptotikus parallelaként” pedig a
szoveg szerint nem maradhattak. Ez persze azt mutatja, hogy az Appendix megformalasanak,
illetve megjelenésének az idején mar nem allt fenn az az éllapot, amely szerint indokolt a
haromvonalas jelet ,,aszimptotikus parallela”-ként interpretalni.

Az idézet az Appendix alaki és tartalmi megformalasat (1829) joval megelézé iddszakra,*® de
még az egyaltalaban vett Bolyai-geometria felfedezését (1823) is megel6z6 vagy korai
stddiumara latszik visszautalni. A visszautald jelleg miatt a korai idOszakra jellemzd
terminologiardl és jelhasznélatrél tudunk meg valamit, ez azonban kevés kdzvetlen
informéaciot arul el az Appendix idején érvényes jel- és kifejezéshasznalatrol. Az idézetben
éppen az marad nyitva, ¢és éppen azt nem tudjuk meg, hogy milyenné valt a kiforrott Bolyai-
geometria jel- és fogalomhaszndlata. Az Appendix keletkezésétdl, illetve megjelenésétdl valo
iddbeli tavolsag, valamint a szovegértelmezési bizonytalansagok kiilon-kiilon is, egyiittesen
pedig plane kétségessé teszik, hogy sziklaszilard és egyértelmli kijelentéseket tehetiink a

haromvonalas jel miivon beliili jelentésérol.

% Kiss Elemér datalasa (Kiss 1999: 36).
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Erdemes még egy dolgot észrevételezniink. A ,,parallela”nak az ,,aszimptotikus parallela”-rol
valo €s az ,,aszimptota”-t hatrahagy6 levalasa esetén a kifejezés egyszersmind fel is szabadul:
olyan lekotetlen terminussa valik, amely esetleg a Bolyai-geometridban, illetve az
Appendixben mashol, mas értelemben lesz felhasznalhato. A szoveg értelmezésekor ugyanis
fontos, hogy valamilyen fontos valtozasra kivanja felhivni a figyelmet, méghozza olyan
elorelépésre, amely kihatdssal volt a fogalmi-terminoldgiai rendszerre is. A ,parallela”
mashol, mas dsszefiiggésben (és mas jelentésben) torténd Appendixbeli alkalmazasa megfelel
annak a perspektivanak, ahonnan a szoveg altal jelzett értelmii megjegyzésre érdemessé valik
a dolog, azaz, hogy a kezdetek kezdetén Bolyai a ‘|||’ jellel jelolt egyenest ,,még csak a masik
assymptotai parallelajanak, vagy roviden assymptotdjanak nevezte”.

A forrds elemzése a kovetkezOképpen Osszegezhetd. A haromvonalas egyenesek
végeredményben nem maradtak ,,aszimptotikus parallelak™: vagy ,,parallelakka” valtak, vagy
»aszimptotakka”. A Standard Nézet nyelvére leforditva: az idézet szerint Bolyainak a korai
stadiumban képviselt és SNp-hez illeszkedd parhuzamossag-felfogastol el kellett mozdulnia —
vagy a Lobacsevszkijével megegyez0 értelmezés felé (ezt képviseli a nézet SN, keretében),
vagy a ,,parallelanak” a hidrom vonalas egyenesekrdl torténd levalasztasa és elhagyasa felé
(ezt nem képviseli). A Standard Nézet SN, illetve SNp valtozatainak plauzibilitasat, a forras
minden kozvetettségével €s két- vagy tobbértelmiiségével egyiitt, leginkdbb ez a bizonyiték
mutatja. Vagy ugy értékeljiik, hogy e bizonyiték ugyanannyira mutatja mindkét valtozat
plauzibilitasat, de akkor ez onmagaban is probléma, hiszen SN, és SNz mégiscsak kiilonbozd
dolgokat allit, vagy ugy, hogy a szdveg értelmezése egy hajszélnyival erdsebben szdl SN,

mellett — ez azonban SNp-t egyuttal gyengiti is.

5.4 Negyedik Kkisérlet: az els6 nem metszo egyenes, mint a Szasz Karoly-féle

elpattano egyenes vagy legkozelebbi parallela

A kovetkezo forrassal és a ra alapozott érvvel megint egy 1épést tdvolodunk — az Appendixtol
éppugy, mint Bolyaitol. Tavolsaga és kozvetettsége ellenére mégis érdemes szamot vetniink
vele, tobb okbol is. Részint azért, mert az ,aszimptotikus paralleldk vagy roviden
aszimptotdk” fordulatot tartalmazoé és imént vizsgalt szoveg hasonmdasat nemegyszer a

kovetkezd, Bolyaitol idézett szoveghez fiizve talaljuk:*’

7 Lasd még és v. 6. (Weszely 1981: 65), valamint (Kalman 1989: 89).
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E fontos és termékeny gondolatok keletkezésére Janos és SzZASz Karoly mar emlitett barati
érintkezésének nagyjelent6ségli befolyasa volt. A parallelak elméletér6l «vasar-, linnep- és
altalaban kimendnapokon» folytatott beszélgetéseik kozben egyszer SzASznak a kdvetkezd
«szellemes, valoban geometriai és a XI. axiomatol fiiggetlen tér-tudomanya helyes kifejtésének
alapjaul szolgalé eszméje volt, hogy ha azt az egyenest, melyet valamely b pontbdl (...)
valamely masik egyenesnek valamely ¢ pontjan keresztiil hiiztunk, a két egyenes meghatarozta
sikban ama b pont koriil forgatjuk, akkor a forgd egyenes, mely a masik am egyenest egy ideig
metszi, attdl egy bizonyos helyzetben — SzASz kifejezésével élve — elpattan, és e [bn]
helyzetben 6 [marmint Szasz Karoly — T. J.] legkozelebbi paralellanak vagy nem vagonak
nevezte». Késébb Janos ezt az egyenest asymptotikus parallelanak vagy roviden asymptotinak
nevezte.

Maskor SZASZ azt a kérdést vetette fel «vajjon abbol, hogy bn (...) az am asymptotaja, nem

kovetkezik-e, hogy am=bn», és erre — mondja Janos — «r6gton nemmel feleltemy.*®

Bolyai a (belsd) idézetben visszaemlékezik azokra az eredményekre, amelyekre tarsaval,
Szasz Karollyal jutottak a bécsi Mérnokakadémian egyiitt toltott évek (1819-1820) alatt. A
Bolyaitol szarmazo (belsd) idézet igen jol koriilirja az Appendix els6é paragrafusaban szereplo,
forgatas soran eldszor nem metszd egyenest; elsd latasra valamelyest igazolni latszik a bevett
nézetet. Emellett az idézetben megtalalhato az elészor nem metszd egyenes jabb elliptikus
koriilirasa is: az ,elpattand egyenesek”. Az elpattand egyenest pedig hagyomanyosan a
Bolyai-féle parhuzamos szemléletes, a felfedezés heurisztikajat tiikr6z6 megnevezésének
tekintik (Prékopa 2003: 13), és azonositjak is vele (Kalman 1989: 95, Weszely 1981: 84). A
gondolatmenet gy festhet, hogy az ,.elpattand egyenestdl” a ,legkdzelebbi parallelan vagy
nem vagon” keresztiil egyenesen vezet az Ut az ,,aszimptotikus paralleldig”, majd az utdbbit
rovidits ,,aszimptotaig”.*’ Az utolso lépéskor felmeriild nehézségeket mar lattuk. Nézziik hat,
hogy a megel6z6k mennyiben plauzibilasak, vagy mennyiben vélaszoljdk meg a korabban
nyitva maradt kérdéseket.

Mivel a forrds azonosithatosdgaval kapcsolatos gondok hasonlatosak az el6z0 megmentési

kisérletnél latottakhoz, ezért wugyanazt az eljardst érdemes kovetniink: azzal a

* 1dézi Stackel (1914: 77-8). A belsé, Bolyaitol szarmazo idézetek Stackel sajat hivatkozasa szerint Bolyai Janos
A tér tudomanya cimen elkezdett szamos tervezetének az egyik, 1851-es bevezetés-kezdeményébdl valok. Lasd
Stackel (1914: 236, 1914: 276).

¥ Emlékeztetniink kell ra, hogy Stackel nem tekinthetd a Standard Nézet képvisel6jének, igy a rekonstrualt
gondolatmenet neki nem tulajdonithat6. Tulajdonithaté azonban azoknak, akik az idézett szoveget tole atveszik
(Kalman, Weszely).
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rendelkezésiinkre all6 kéziratos forrassal célszerlii dolgoznunk, amely eléggé hasonlit az elobb

idézett szovegre ahhoz, hogy eredetijének tekinthessiik (5. dbra, valamint /4.F és 15.F
abrak):

alapul szolgal6 derék eszmét —

#(...)

melyet aztan majd alaposon

az alap-eszmét

ki-fejtvén, ’s szilard épiiletet rakva ra —
hogy tudni illik ha bam barmely
egyenes oldalu szdg, ‘s bc egyen — a’
mi’ jeliink6t hasznalva — vagja am-t, ‘s

b koriil ba-tol el-(fordul)- ‘s meg-fordul,

egyszer elpattan — mert igy fejezte ki —

és az oly allasu egye nem-vagot nevezte

az am’ leg-kozelebbi (nem-vagé vagy)

paralleldjanak. Aztan csakhamar...

i G722 S a0
oo, g AR

WJA‘AMW A M#Z .
4 D1 2 il e e

5. abra. Az elpattané egyenesek’’

A ,,nem-vagd” betolddsanak utolagos jellege a ,legkozelebbi nem vagd vagy parallela”
szétbonthatdsagat sugallja: Szasz a szoban forgd egyenest ,legkozelebbi parallelanak™ vagy
»legkozelebbi nem vagonak™ (értsd: ,,legkdzelebbi nem metszének™) nevezte.

A standard felfogést tamogatd gondolatmenet veleje a kovetkez6képpen hangozhat. Ha Széasz
Kéroly a Bolyaival valé k6zos matematikai tevékenysége soran ,,legkdzelebbi nem vagonak
vagy paralellanak™ hivta a szoban forgd egyenest, akkor kézenfekvonek tlinik, hogy Bolyai is

igy nevezte.

0 # jellel jelolt sor a kéziratlap szélén talalhatd szoveghez fiizott Bolyai Janos-féle megjegyzés, amely
tartalmilag nem az altalunk elemzett részre vonatkozik.

98



Az idézet egy-egy fontos részlete kozvetett eszkozok révén kiillon-kiilon is hitelesithetd.
Egyrészt az ,elpattand egyenesekkel” kapcsolatos szohasznalat megerdsitést nyer Bolyai
Farkas egyik, Bolyai Janosnak szant valaszabol:
Megvallom, hogy egyenesed elpattanasatol nem varok semmit. Azt vélem, ezeken a tdjakon is
jartam; e pokoli holt tenger minden szirtje mellett elhajéoztam és mindenhonnan szétzuzott

arboczczal és elfoszlott vitorlakkal tértem vissza ... (Stackel 1914: 79).”!

Ez csakugyan azt mutatja, hogy akkoriban Szdsz kifejezései egyben Bolyai kifejezései is
voltak. A szoveg masik, nem vago egyenesekre vonatkozo részét pedig Szasz Karoly 1852-es
keltezésli jegyzetflizete igazolja, amelyben a péarhuzamosakrdl (ezt a magyar nyelvijitasi
kifejezést hasznalva!) mint nem vagokrol beszél:
§11. Harom egyenes, melyek koziil kettd barmeddig nyujtva is egymast nem vagja, a harmadik
pedig mindegyiket. Az egymast nem vago egyenesek neveztetnek parhuzamosnak, az 6ket vago
egyenes pedig mindegyikkel szoget formal.”> (Szasz 1852, MTAK, Bolyai-gytijtemény, K
30/35-0s jelzet).

Ha abbdl indulunk ki, hogy a ,legkdzelebbi parallela” és a ,legkdzelebbi nem vagd”
kifejezések egésziikben és részeikben is azonos jelentéstiek, akkor a ,parallela” azonos
jelentési, mint a ,,nem vagd” (a tovabbiakban ,,nem metszét” hasznalok helyette). gy a
,parallela” (vagy ,,parhuzamos™) jelentése ,,nem metsz6”. Ugy tiinik, hogy a ,,legkozelebbi
parallela” és az ,,aszimptotikus parallela” a Bolyai-geometrian beliil a nem metsz6 egyenesek
halmazabol ugyanazokat a (fél)egyeneseket valasztja ki. Persze ha a Standard Nézet a
védelmet erre a forrasra épiti, akkor tisztdban kell lennie vele, hogy az eredmény SN;-re

nézve kedvezdtlen. Ha ugyanis az ,,aszimptotikus parallela” és a ,legkdzelebbi parallela”

°! Lasd még (Weszely 1981: 66), valamint (Stackel 1900: 247).

> Lasd még Frater (1968: 90). Szisz Karoly az egyik kéziratos jegyzetében (MTAK, Bolyai-gyiijtemény, K
30/26-0s jelzet) ugyanazt a Bolyai Farkas altal megalkotott és Bolyaiakra jellemzd sajatos hatarértékjelet
hasznalja, mint amelyr6l korabban az 5.3 pontban sz6 volt. A K 30/25-0s jelzet alatt szamon tartott Szasz
Karoly-féle kéziratos geometriai jegyzetek érdekessége, hogy ugyanazt az elliptikus alakot hasznalja az
»egyenesek” megnevezésére (,,egyen”), mint amely a Bolyaiakra is jellemz6 volt. Ezen kiviil a szoget ugyanazt a
szimbolummal jeloli Szasz (’A’), mint amely az Appendixben és Tentamenben is alkalmazésra keriil.
Ugyanakkor a parhuzamos egyenesek jelolésére a kétvonalas jelet (’||’) veszi igénybe. Az, hogy Szasz
ugyanebben a kéziratban a ,,parhuzamos” magyar nyelvujitasi kifejezést alkalmazza, azért figyelemre mélto,
mert ebben eltér a Bolyaiakt6l. Dokumentalhatd, hogy Bolyai Farkas ismerte ezt a szot, de a ,,parallela” helyett
nem ezt hasznalta. Hogy mit, késobb latni fogjuk. A Bolyai Janos-féle nyelvtjitasi kifejezés rekonstrualasa
persze nehezebb iligy. Erre tettem kisérletet Tanacs (2005)-ben. Ha a rekonstrukcié helytalld, akkor Bolyai Janos
nyelvijitasi megfeleldje a ,,parallela”-ra nem a ,,parhuzamos” lenne.
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specifikalo €és ugyanazt a (fél)egyenest kivalasztd tulajdonsagat hangstlyozzuk, akkor az SN
allaspont igazat latjuk megerdsitve.

A most vizsgalt forras egyik lehetséges értelmezése abba az irdnyba mutat, hogy az Appendix
els@ paragrafusdban koriilirt egyeneseket verbalisan a ,,legkdzelebbi parallela” kifejezéssel
interpretalhassuk. A baj az, hogy ezzel egyiitt is sok kérdés marad nyitva, és szamos
nehézséget kell félretenni. Ezek egyrésze hasonld az eldzd kisérletnél felmertilt
nehézségekhez, mas résziikk éppen a kettd egymas mellé helyezésébdl fakad, a harmadik
tipusu pedig sajatosan ezt a szoveget érinti.

Ami az els6 tipusu nehézséget illeti: a forras az Appendix fogalmi és jeldléstechnikai
megformalasatol (1829) idében tavolra utal vissza. Ennélfogva keveset arul el a mi
kidolgozott formaban vald6 megjelenése idején érvényes terminologiardl. Masrészt, és ez
atvezet a masodik tipust nehézséghez, nem ad tampontot ahhoz, hogy idérendileg egyméshoz
viszonyithassuk és elrendezhessiik a két visszatekintést. Nem tudjuk, melyik irja le az el6bbi
és melyik a késobbi allapotot. Marpedig ez fontos lenne, hiszen a két szdoveg nem
egyeztethetd 0Ossze. Ily modon a két forras eredményeiben kioltani latszik egymast.
Amennyire megerdsiti az egyik szovegértelmezés a Standard Nézet egyik valtozatat és
gyengiti a masikat, pont annyira erdsiti a masik szovegértelmezés a masik valtozatot és
gyengiti az egyiket.

Es végiil a most vizsgalt forras esetében mégiscsak ott marad az a bizonytalansig — ez a
harmadik tipusu nehézség —, hogy a primer forras szovege mégiscsak taldnyos Bolyai Janos
parallela-felfogasat illetden. Nem teszi teljesen egyértelmiivé, hogy ez tényleg az 6
terminologidja-e is egyben vagy sem: Bolyai ugyanis kissé tavolsagtartdé modon fogalmaz.
Elfogadva, hogy az ,elpattan6 egyenes” egyarant része volt Szasz és Bolyai Janos
kifejezéstaranak — ahogyan azt a Bolyai Farkas-féle idézet mutatja —, valamint azt, hogy Szasz
az ily modon jelolt egyenest ,,legkdzelebbi nem vagonak™ vagy ,,legkdzelebbi parallelanak”™ is
nevezte, még nem valik kétségtelenné, hogy Bolyai is igy nevezte — akkor ¢és késébb.

Miel6tt ezen — a maguk modjan fontos, de egyméshoz képest idérendileg nehezen rendezhetd,
tobbértelmii  és egymast eredményeikben kioltd6 — forrdsok szovegértelmezésének
utvesztdjében végleg elvesznénk, haladjunk tovabb. Az utobbi két kisérlettel szembeni
legsarkalatosabb ellenvetésem ugyanis nem a szovegértelmezésre tamaszkodik, hanem mas
természeti. A két kisérlet soran felhasznalt ,,masidejii”, visszautald, de az Appendixre

kozvetleniil nem hivatkozé forrdsok kevesebbet nyomnak a latban az egyértelmiien beszéld
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elsddleges forrasoknal: magéanal az Appendixnél és a vele egyidejli, hozza kapcsolodd vagy
egyenesen ra vonatkozo, egyértelmii egyéb forrasoknal.

Emiatt is célravezetd attérni azoknak az ellenvetéseknek a targyaldsara, amelyek az Appendix,
mint elsddleges forrds statuszdnak megkérddjelezésére iranyulhatnak, megprobalva azt
elvitatni, hogy a mii, mint elsédleges forrds valoban névértéken vehetd és megbizhato.
Erdemes persze felfigyelni arra, hogy az ilyen tipusu ellenvetések nem az elsé paragrafusban
valoban felfedezhetd ,,parallela” terminust mutatndk meg, hanem csak — legjobb esetben — azt
képesek megmagyarazni, hogy miért nincs ott, ha nincs. Ilyesforman az altalam képviselt
tézis kozvetett beismerésének szamitananak. Az ellenvetések elharitasa egyuttal azt a kérdést
1s megvalaszolja, hogy miért kell az Appendixet és a kapcsolodo egyidejii elsddleges
forrasokat bizonyitobb erejlinek tekinteniink, mint az el6z6 két megmentési kisérlet alapjat

képezd némiképp homalyos szovegeket.

5.5 Otodik kisérlet: az Appendix fiiggelék-jellege

Az Appendix megjelenésének kortilményeibdl alkalomadtdn a kovetkezd ellenvetések
volnanak szarmaztathatok. Egyrészt felmeriilhetne, hogy a mi Bolyai Janos apja, Bolyai
Farkas Tentamenjének fiiggelékeként jelent meg — innen ered, hogy Bolyai Janos miive a latin
appendix (fuggelék) cimen valt ismertté. Ilyesforman képviselhetd, hogy a mii bizonyos
sajatossagai (ha ugy tetszik: esetleges hianyossagai és hibai) a Tentamennel vald kozos
megjelenésnek tudhatok be. Ezzel Osszefiiggésben egyrészt annak tulajdonithatok, hogy a
Tentamen megjelenését — és ebbdl kifolyolag, latni is fogjuk, jelentdés mértéken az Appendixét
is — Bolyai Farkas gondozta, masrészt pedig a korabeli nyomdatechnika Bolyai Farkas altal —
tobbek kozott Gaussnak is — sokat panaszolt elmaradottsaganak. Nézziik elobb a megjelenés
koriilményeivel kapcsolatos kesergéseket.
Bolyai Farkas Gausshoz irott, 1835. aprilis 20-1 keltezésii levelébdl:

De munkadm két kotetének megjelenése utdn is tObb mint egy esztend6t kellett varnom az

abrakra. Es még azutan is sokaig haboztam, vajon nem méltatlan-e Hozzad részint a nyomas (ez

mutatja, hol allunk mi még), részint bizonyos nem kivanatos rendetlenség és a kicsiny, szerfelett

természetesen s gazosan nott virdgok miatt, melyek a Te fenséges cédrusaid alatt még kisebbek

lesznek. (Benk6 1975: 176).

Sajnalom, hogy nem nyomattam a Te részedre egy példanyt szép papirra és nem kottettem be

masképpen, mar amennyire a mi rossz konyvkotdinktél telik. (...) Mindenesetre
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koteleségemnek tartottam Veled kozolni, kiilonben még az a jo is, ami benne foglaltatik, részint
a forma, részint némely hibak, részint a zavaros fejek okan valdjaban elsiillyedne. (Benkd 1975:
177).

Ha a rossz (jollehet meglehetdsen nagy) nyomas szemeidet (az Igazsag templomanak ékszereit)
nem erdltetné meg s az erre szant id6 nem templomrablas volna, batorkodnam a Te itéletedet
kikérni (...) Mindenestre bevallom, hogy faj nekem ez a kérés; ha a nyomas jo s az irdsmod
jobb volna, semmiség volna szamodra, ami nekem nagynak tetszik, igy azonban semmit sem

mondhatok. (Benk6 1975: 181).

Bolyai Farkas Gausshoz irott, 1836. oktober 3-i keltezésti levelébdl:
Hogy mint all nalunk a Matematika, ez mutatja: egy most magyarul megjelent munka az
Aritmetika és Algebra alapelemeirdl elnyerte a Tudos Tarsasag kétszdz aranyos dijat, pedig
egyéb érdeme nincs e munkanak, mint hogy Bécsben szépen €s helyesen nyomtak; hijan van a

legesekélyebb eredetiségnek, éleselméjliségnek, semmit se tisztdz, nyoma sincs a tomorségnek,

tartalma csekély. (Benkd 1975: 188-9).

A megjelenés korilményeit figyelembe véve pedig azt sem lehet kizérni, hogy a mi
tipografiai gondozdsa nem viseli magén Bolyai Farkas kezének nyomait: felfogdsdnak
Ontudatlan lenyomatat, vagy szandékos (de nem szantszandékkal korrumpalo)
beavatkozasanak kovetkezményeit. Bolyai Farkas ugyanis, mint koztudott, nem fogadta el
Hteljes mértékben” a fia eredményeit — éppen emiatt kiildték a miivet biralatra Gausshoz.
Bolyai Farkas elutasitasa, legaldbbis sajat nézOpontja szerint, matematikailag indokolt volt;
finomabb” érvei pedig tényleg matematikai-geometriai természetiiek voltak.” Bolyai Farkast
Osszességében tehat egyfeldl fia eredményeinek értd olvasojaként és kritikusakant kell
szamba venniink, masrészrdl azonban olyasvalakiként, aki nem azonosult teljes mértékben az
Appendixben foglaltakkal. Az Appendix egynémely folyomdnyét pedig, sajat bevallasa
szerint, némely ponton nem értette és nem tudta kovetni.

A 1I. kotet [a Tentamen 11. kotete — T. J.] végén az elsdben hasznalt egynémely fogalmak

tisztazasa mellett megvan a két trigonometria bizonyos megegyezése is fiam felfogasa szerint.

Szivesen kinyomattam volna a tetradéder megoldasat is (melyre fiam egy évvel az Appendix

> Bolyai Farkas fenntartasait lisd példaul a Gausshoz irott, 1831. junius 20-i, az Appendixet kiséré levélben
(Benko 1975: 172-3). A kozottiik fennallo matematikai véleménykiilonbséget illetéen lasd még Stackel (1914:
84-5), ud. (1914: 87), ud. (1914: 239).
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kinyomtatasa eldtt rajott), de a képletek, amiket lattam, tulsigosan bonyolultak voltak, és én

nem tudom 6ket.>* (Benkd 1975: 178-9).

A mi tartalmi elutasitasa ¢és kovetkezményeinek, illetve matematikai apparatusanak
korantsem maradéktalan megértése felvethetik annak lehetdségét, hogy Bolyai Farkas nem
teljesen latta 4t az Appendix minden részletét és azok jelentdségét, és ha nem is tokéletesen,
de legalabbis részlegesen félreértette fia munkajat. Nem vethetd el tehat a gondolat, hogy a
mi megjelenését gondozo Bolyai Farkas, a lehetd legjobb szandéktol vezérelve, egyik-masik
szempontbo6l akaratlanul is a sajat szaja izéhez igazitotta a miivet.

Ezen kiviil hozzaszamithatjuk a dologhoz, hogy Bolyai Janosnak, éppen apja siirgetésére,
sietdsen kellett miivét megjelentetésre alkalmas allapotba hozni. A sietség megmagyarazhatja
a mii esetleges hianyossagait. igy példaul azt, hogy miért hidnyzik a haromvonalas szimbélum
az Explicatio signorumbdl, és miért keriil bevezetésre és alkalmazésra — a tobbi jelhez képest
szokatlanul — terminoldgiai interpretacio nélkiil. Ez egyben indoklasul szolgalhatna arra is,
hogy miért vonhatunk be az Appendix filologiai értelmezésének céljabol a miivon kiviilrdl
szarmazo filologiai adatokat €s Osszefiitiggéseket.

Osszefoglalva: amig tehat az egyik oldalrol az vethetd fel, hogy némiképp Bolyai Farkas
»~-munkajat”, jeloléstechnikai és fogalmi apparatusat latjuk viszont, addig a masik oldalrél az,
hogy Bolyai Janos miive fogalmilag és jeldléstechnikailag nem teljesen befejezett, netalan
hidnyos. Ezek a lehetdségek persze nem zarhatok ki, azonban tényszertiségiiket bizonyitani
kell. Az elsé vélelmezés igazoldsahoz a beavatkozéds tulajdonképpeni megtorténtét —
horderejét, de leginkdbb tényleges mikéntjét; mig a mdsodik gyant esetében a mi
befejezetlenségének tényét, de legfoképpen jellegét.

Ugy vélem azonban, hogy a dokumentumok csakugy, mint a Bolyai Janos szigorusagarol —
éppen a Standard Nézet altal — kialakitott kép az eldbbi feltételezések ellen szolnak.
Mindenekel6tt: koztudott, hogy mar 1831-ben, Bolyai Farkas miivének 1832-es megjelenése
elott késziiltek Bolyai Janos muvébdl a Tentamentdl killonvalasztott, onalléan kotott
példanyok. Ezek cime <értelemszerlien nem Appendix, hanem Scientia Spatii (A tér
tudomanya). Gaussnak is ilyen kiilonvalasztott példanyokat (6sszesen kettét, mert az elsd
elveszett) kiildtek el véleményezésre. Bolyai Farkas a kovetkezdket irja Gaussnak abban az
1832. januar 16-i keltezésli levélben, amelyet az elveszett elsd példany potlasa céljabol

kildott masodikhoz mellékelt:

> Bolyai Farkas 1835. aprilis 20-i levele Gausshoz.
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A fiam nem volt itt mikor kis munkéjat nyomtak, az Erratat (hatul taldlhato) 6 nyomtattatta. En
nagy résziiket tollal korrigaltam, hogy Neked kevesebb alkalmatlansagot okozzak. (Benkd 1975:
175).

Ez persze alatamasztja, hogy Bolyai Janos tényleg nem volt jelen az Appendix (vagy Scientia
Spatii) nyomdai munkalatainal, de Bolyai Janos /dfta a cimlapon kiviil minden masban
megegyez0 példanyokat, megjelenésiiket jovahagyta, végil pedig az Erratiban (Hibajegyzék)
elvégezte az altala sziikségesnek tartott korrekciokat, illetve kiegészitéseket. Ennek fényében
az Appendix Tentamenhez kotott példanyaira éppugy, mint a téle kiillonvalasztott és onalléan
kotott Scientia Spatii cimi, egyébként az eldbbivel azonos példanyokra gy kell tekinteniink,
hogy az Erratajukkal egyiitt teljes egészet alkotnak: a mii és hibajegyzéke egyiittesen minden
sziikséges lehet. Hiany, illetve tévedés sem Bolyai Farkasra, sem a kozos megjelenés
kovetkezményeire, sem a sietségre nem hdarithat6. Ha Bolyai Janos gy szerette volna, hogy
az értelmezés szempontjabol korantsem szokdsos héaromvonalas jelet sz6 szerint
»parallelanak” vagy hasonlonak értelmezzék, akkor ezt az Erratdban a jelmagyarazathoz vagy
az elsO paragrafushoz fiizott kiegészitésben megtehette volna. De a jelek szerint nem tette,
ugyanis a nézetet alatamasztd kiegészités itt sem taldlhatd (9.F dbra és 10. F dbra). A
benniinket foglalkoztatd kérdés eldontése érdekében tehat nyugodtan tdmaszkodhatunk az
Appendix-facsimile azon elterjedt és ezért konnyen hozzaférhetd kiadasaira (Bids 1907;
Karteszi 1973; Karteszi és Széndssy 1987; Kincses ¢€s tsai 2002; Gray 2004), amely az Erratat
is magaban foglalja — ezek ugyanis a jeloléstechnikailag és tipografiailag hianytalan,
befejezett mil reprintjei. Azonban pontosan ezt tettiik eddig is: a céafolat, illetve a vizsgalat
soran pontosan az eredeti elsddleges forras alakhti reprintjére tamaszkodtunk (Karteszi 1973:
39-67).

A kétségek végérvényes eloszlatasat biztositja a Scientia Spatii azon példanya is (MTAK,
Bolyai-gylijtemény, K 24/3-as jelzet), amelyet Bolyai Janos csatolt a Janos foherceghez 1832-
ben irott folyamodvanyahoz. Ehhez a példanyhoz az abrakat Bolyai Janos rajzolta (MTAK,
Bolyai-gylijtemény, K 24/2-as jelzet).® A nyomtatott, TentamentSl kiilonvalaszott latin
példanyhoz a cimlapot Bolyai sajat keziileg készitette, tovabbd a miivet egy-két helyen
kézirassal korrigalta. A standard felfogdast megerdsito javitdast vagy kiegészitést azonban nem

talalunk e példanyban sem!

% Az eredeti német level kozlését lasd Schmidt és Stackel (1899: 107).
% A forrasleirasokat lasd még Frater (1968: 41-2), valamint az irodalomjegyzékben.
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Ugyanerre az eredményre vezet a latinul irt Appendixrdl Bolyai altal készitett és szintén a
folyamodvanyhoz csatolt német nyelvii atdolgozas (MTAK, Bolyai-gytijtemény, K 24/1-as
jelzet) tanulményozasa is. A Bolyai-féle atdolgozas teljes egészében kézzel irott munka,
amelynek cime: Raumlehre (Tértan). A mii nem egy az egyben forditasa a Scientia Spatiinak,
hanem Bolyai az atiiltetés soran bizonyos valtoztatasokat hajtott végre. A Raumlehre els6
harmincegy paragrafusa né¢hany helytdl eltekintve hii attétele az eredetinek (de példaul az
Appendix harmadik paragrafusa a német véltozatban hidnyzik, tovabba a hetedik paragrafus
bizonyitdsa soran az Appendix Erratdjaban javasolt méasodik és harmadik esetek felcserélését
elvégezte), a 32. és a 33. paragrafusok jelentdsen eltérnek a latin eredetitdl, a 34-43.
paragrafusok pedig teljesen hidnyoznak beléle.’’ Az 4atdolgozas soran azonban sem a
jelmagyarazatban, sem a jel- és terminushaszndlatban nem ¢élt a bevett nézetet igazold
valtoztatassal (43.F és 44.F abrak).”®

Osszességében tehat ugy tiinik, az Appendix legkiilonbdzobb valtozatai (Scientia Spatii és
Raumlehre) egyarant azt tamasztjak ald, hogy az els6 paragrafussal osszefiiggésben szo6 sincs
,parallelarol” (és persze ,,aszimptotardl” sem), mikdzben a forgatas soran elészor nem metszo
(féDegyenes jelolésére tovabbra is a haromvonalas jelet hasznalja. A hidromvonalas jel az
emlitett valtozatok jelmagyardzatdban sem szerepel. A Bolyai 4altal jovahagyott f6
(nyomtatasi) valtozat, tovabba azok az egyedi példanyok, amelyek cimbejegyzését sajat maga
készitette — mint példaul a Janos foéhercegnek kiildott példany, vagy a sajat példanyaként
szamon tartott darab (MTAK, Bolyai-gytijtemény, 545.091-es jelzet) is — végiil pedig a német
atdolgozas egyarant a ,,parallela” (és persze az ,,aszimptota”) terminus elsé paragrafusbeli
hianyat mutatjak. Az Appendix fiiggelék-jellegére torténd esetleges hivatkozas csak ndvelné
azon miuvek ¢€s példanyok szamat, amelyek tételesen mondanak ellent a nézet allaspontjanak,
mikozben a nyomdai figyelmetlenségre, az akar Bolyai Farkas, akar Bolyai Janos tévedésére,
vagy a sietségre és a mi befejezettlenségére hivatkozas egyre képtelenebbé valna. A
Hhitelesitett” Appendix-példanyok ¢és valtozatok kizarjak, hogy a haromvonalas szimbolum
dolgdban megvalositott jelhasznalatot csakugy, mint a ,,parallela” (és az ,,aszimptédta”) elso
paragrafusbeli mellézését ne megfontolt és tudatos tevékenység eredményének tekintsiik.
Pontosan ez felel meg annak a képnek, amelyet a standard felfogas Bolyai ,,szigorasagarol”
kialakitott, és amelyet akkor is illene komolyan venniink, ha nem &ll rendelkezésiinkre ilyen

mennyiségben az eredeti pontossagat hitelesité redundans forras.

°7 Lasd Stackel (1914/2:197-199).
% A Stackel-féle kozlés Rados-féle forditasarol (40.F és 41.F abrak) még lesz szo.
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5.6 Hatodik Kkisérlet: az ,aszimptotara” utaldo labjegyzet-hivatkozas az

Appendixben

Lattuk, hogy a ,,parhuzamos” (érvelésiink szerint pedig ez a ,,parallela”) hianyat legnyiltabban
beismerd Sall6 azt allitotta: a ,,’parhuzamos egyenes’, ill. *parhuzamos’ kifejezést BOLYAI J.
az ’aszimptota’ szdval helyettesiti és ezt is csak egyszer haszndlja (egy labjegyzetben), a
szovegben mindig ||| jel fordul el6” (Sallo 1974: 34). Azt is lattuk, hogy az elfogadott
nézeten nem sokat segitene a szovegben eléfordulo ‘|||’ jel és az ,,aszimptota” kifejezés kozott
barmilyen modon, akar labjegyzet révén, akar mashogy létrehozott kapcsolat. A keresett szo,
a ,,parallela” helye tovabbra is lires maradna. Mindamellett egy ilyen Appendixbeli labjegyzet-
hivatkozas reménykeltd lehet: talan olyan példany is van, amelyben a ldbjegyzet-hivatkozas
az ,,aszimptotikus parallelat”, vagy szerencsésebb esetben a ,,parallelat” tartalmazza.

Tegyiik egy pillanatra mérlegelés targyava, hogy milyen helyzet allna elé, ha ilyesmit
tartalmazo példany vagy példanyok keriilnének el6. Ezek o©Onmagukban tekintve
alatdmasztandk a bevett nézet egyik vagy masik valtozatit, mig a facsimile-kiaddsokbol
ismeretes, konnyen hozzaférheté példany, valamint a Bolyai altal lattamozott egyedi
példanyok ¢és a német atdolgozas nem. Ebben az esetben a nyilvanvald kiilonbségek
onmagukban tekintve — a kiilonbségeket magyarazé elsédleges forrasok nélkiil — igen komoly
nehézségek elé allitandnak benniinket. Egyfel6l ugyanis magyarazatra szorulna az eldbbi
szamos, Bolyai altal hitelesitett példany, masrészt a nézetet igazold sajatos példany (vagy
példanyok) és azok létrejotte. Ebben az esetben tehat meg kellene magyardzni az elébb
felsorolt példanyokban mutatkozo hianyt, lehetéleg Bolyaitol eredd és elsddleges forrasokbol
szarmazo szoveggekkel, tovabba bizonyitani kellene a (remélhetéelg a ,parallela”, az

»aszimptotikus parallela” vagy az ,,aszimptota” koziil csak az egyiket tartalmazd) 1abjegyzet

> Téth Imre korabban latott idézetében (2. tdbldzat) kissé homalyosan utal az Appendix elsd paragrafusara:
»aszimptota” vagy ,,aszimptotikus” kifejezés varhatd. Az idézet szerint: ,,Az igy definialt parhuzamosokat Bolyai
plasztikusan ,,aszimptotikus™* egyeneseknek nevezi, és szimbolikusan az alibbi modon jeldli: a ||| b.” (T6th
1953: 293). Toth az idézet *-al jeldlt kifejezéshez kapcsolja sajat végjegyzet-hivatkozasat, és itt az Appendix
els6 paragrafusat adja meg. Ily modon Toth hivatkozasi apparatusa azt sugallja, hogy az Appendix elsd
paragrafusa valamilyen moddon ténylegesen tartalmazza vagy a miivon beliil kapcsolatba hozhatdo az
»aszimpotota” kifejezéssel.
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hiteles, szintén Bolyai Janostol eredd voltat. A ,parallelat” vagy ,,aszimptotikus parallelat”
tartalmazo labjegyzet-hivatkozas — az Osszes tobbi ,.hiteles” példanyban mutatkoz6 hiany
miatt — nem billentené a mérleg nyelvét végérvényesen a bevett nézet oldalara, mindazonaltal
igen ellentmondéasos helyzet el¢ éllitana benniinket. Ennél az ,,aszimptotat” tartalmazo
labjegyzet-hivatkozas joval kisebb bonyodalmat okozna, hiszen a ,,parallela” helyét tovabbra
is iiresen hagyna.

Mind a felmeriild gondok, mind az Oket eloszlatni képes magyaradzatok tekintetében
ugyanebben a helyzet taldlnank magunkat, ha olyan példany(ok)ra lelnénk, amely(ek) a
szoban forg6 kifejezést a f6szovegben vagy a jelmagyarazatban tartalmaznak.

Sall6 persze ennél kevesebbel kecsegtet: azzal csupan, hogy 1étezik olyan példany, amelyben
az ,,aszimptotat” legaldbb a labjegyzet-hivatkozasban megtaldljuk. Ez még mindig azzal a
varakozéssal tolthet el benniinket, hogy az egyes példanyok kozott komoly, tartalminak
mindsiild megjelenésbeli kiilonbségek lehetnek. Akar olyanok is, amelyekben esetleg a
»parallela” valamilyen forméaban szerepel. Az aszimptdta-hivatkozast tartalmaz6 példany
legalabb az egymasra épiilo remények sorozatanak elsd lancszemét igazolna. Marpedig Sallo
— ¢és némiképp Toth megjegyzései — egy ilyen példany létezését sugallhatjadk. Ha még ilyen
példany sem mutathat6 fel, akkor mar komolyabb a baj — bar az, hogy valaha volt, hiszen
Sallonak latnia kellett, ha egyszer hivatkozott ra, tovabbra is a bizakodas alapjaul szolgélhat.
Nos: én most kivanom megmutatni, hogy az ,,aszimptdota” elsd paragrafusbeli labjegyzet-
hivatkozasa délibab, és hogy az ezzel kapcsolatos varakozas hit éabrand. A képrazat
eloszlatasa pedig tovabb neheziti, hogy a labjegyzetben szerepld ,,aszimptota” kifejezésrol az

»aszimptotikus parallelara” torténd (egyébként indokolatlan) ugrassal kiséreljiik meg védeni

crer

2

Sall6 szerint tehat Bolyai Janos az Appendix labjegyzetében adja meg a |||’ szimbdlum
értelmét. Tobb mint sajnalatos azonban, hogy nem specifikalja e példany adatait, illetve
elérhetoségét. Mindazonaltal azt sem jelzi, hogy ennek valamilyen rendhagy6 példanynak
kellene lennie. Ezért elvileg ugy tekinthetd, hogy allitasa igaz barmely példanyra, igy példaul
arra a ,,mintapéldanyra” is, amely a facsimile-masolat alapjaul szolgalt és azutan a sorozatos
reprodukci6 kovetkeztében lényegében a mii standard kozlésévé valt. Amde Sallo allitasa erre
a pé¢ldanyra nem igaz: a miiben sz6 sincs ,,aszimptotara” utald labjegyzet-hivatkozasrol. A
standard példanyban egyetlen Bolyaitdl szarmazo6 labjegyzet-hivatkozas van: ebben Bolyai

engedélyt kér ahhoz, hogy ugyanazzal a jellel jelolje a mértani kongruencidt, mint amellyel

Gauss a kongruens szamokat jelolte (/.F dabra). Ezen feliil azonban labjegyzet-hivatkozast
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egyetlen altalam tanulméanyozott Appendix-példanyban sem taldltam — legyen az akér a
Tentamennel egybekotott (a szegedi Somogyi Konyvtar E.a. 313-as és E.a. 610-es jelzeta
példanyai; az MTAK, Bolyai-gytiijtemény, 542.012-es jelzetli, Bolyai Farkastol szdrmazo ¢€s a
Magyar Tudomanyos Akadémia el6djének, a Magyar Tudos Tarasdgnak ajandékozott
példanya), akar 6nallé példany (MTAK, Bolyai-gylijtemény, 545.091-es jelzet: Bolyai Janos
sajat példanya; MTAK, Bolyai-gyiijtemény, K 24/3-as jelzet).®® A kéziratos Raumlehre
(MTAK, Bolyai-gylijtemény, K 24/1-as jelzet) is csak egyetlen tovabbi, a 28. paragrafushoz
fiizott labjegyzetet tartalmaz. Am ennek sincs kéze sem a ,parallela”hoz, sem az
,»aszimptota”-hoz.
De akkor mi lehet a magyarazata ennek a mar-mar rejtélyes labjegyzetnek? A valasz az, hogy
feltehetéen egy olyan hiba, amelyhez az alap t6bb 1épcsdben jott 1étre. A kéziratos Bolyai-féle
Raumlehre Stackel-féle kozlésében és ennek Rados-féle magyar forditasaban ugyanis a
labjegyzet-hivatkozasok meglehetésen félrevezetdk: azok is Bolyaitdl szarmazonak
tinhetnek, amelyek nem is tdle erednek.
A Raumlehre Stackel-féle kozlésében (Stackel 1913/2: 186; 43.F abra), illetve ennek Rados-
féle magyar forditdsaban (Stackel 1914/2: 198; 40.F abra) az elsé paragrafus ,.bn ||| am”
jeloléséhez azt taldljuk a labjegyzetben, hogy:

Ez igy olvasando: bn asymptotikus am-hez. (Stackel 1914/2: 198).

A Stackel-féle kozlés azonban nem az eredeti Bolyai-féle Raumlehre szordl szora teljes
kozlése, €s nem is az Appendix egy az egyben forditasa, hanem egy sajatos kompilacio, illetve
ennek a sajatos Osszedllitdsnak a magyarra torténd atiiltetése.

A Raumlehre, mint mar utaltam ra, szintén nem az Appendix szorol szora kivitelezett
atiltetése, hanem megvaldsitja példaul az Appendix Erratajaban javasolt valtoztatasokat.
Mivel azonban a 32. és a 33. paragrafusok jelentOsen eltérnek a latin eredetitdl, a 34-43.
paragrafusok pedig teljesen hidnyoznak beldle,”' ezért Stackel ahhoz a megoldashoz
folyamodott, hogy az Appendix 32-43. paragrafusanak német forditdsat is hozzacsatolta a
Raumlehre-kozléshez. Az ilyenforméan 1étrejott Oszvér megoldas komplikaciéi a német
kompilacié magyarra forditasnal litkznek ki igazan, amely az Appendix cimet viseli (Stackel

1914/2: 193), és az Appendix elézéklapjanak facsimiléjét tiineti fel cimlapként (Stackel

50 A forrasleirasokat lasd még Frater (1968: 41-2; 110-1), valamint az irodalomjegyzékben.

6! Lasd Stackel (1914/2: 197-9).
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1914/2: 195).%* Rados munkaja tehat a latin Appendix Bolyai-féle német nyelvii atdolgozasa
Stackel-féle kozléseébdl és az Appendix Stackel-féle német nyelvii forditasabol allo kompilacio
magyarra forditdsa, és nem az eredeti Appendixé, illetve a 32-43. paragafusok esetében pedig
nem kozvetleniil az eredeti latin nyelvii munkaé — holott Rados 1897-ben mar leforditotta az
egészet.

A megjelentetések soran tehat az egyértelmiiség végett a Stackel-féle kompilacionak, de
kiilondsen a Rados-féle forditdsnak tobb dolgot is nyilvdnvalova kellene tennei és
félreérthetetleniil jeldlnie. Igy példaul, hogy mi szerepelt az egyik vagy masik eredeti mii
(Appendix vagy Raumlehre) labjegyzetében, hogy Bolyai az Appendix Erratajanak
megfelelden mit valtoztatott meg a latinrdl németre torténd atiiltetéskor, hogy a kompilacio
egyes részel melyik Bolyai-féle miibol szarmaznak, és végiil, hogy mi a kézld-forditod Stackel,
illetve a magyar tolmacsold Rados sajat labjegyzete. Az egyértelmiiség ¢és a
félreérthetetlenség megkivanna a haromféle — a szerzotdl szarmazo (Bolyai-féle), a koz16tol
és németre forditotol szarmazo (Stackel-féle) és végiil a magyarra fordité Radostol eredd —
labjegyzet vilagos szétvalasztasat a jeldlés tekintetében €s az erre vonatkoz6 figyelmeztetést.
Ezt a kiad6 részben, a kompilacié ciméhez tartozo ladbjegyzetben meg is tette: szdgletes
zardjelben adta meg Osszedllitdsanak alkotoelemeit és az indoklast (40.F dbra és 43.F dbra),
tovabba a fejlécben talalhatd kiséré informaciokkal probalta segiteni a tajékozddast (45.F ¢€s
46.F dbra).

Ami a mi szempontunkbol igazan kifogasolhatd, hogy egyaltalan nem jelezték, pldne nem
egyértelmiien, hogy a Stackel-féle kozl6i-forditoi, illetve a Rados-féle forditoi labjegyzetek az
eredeti szerzOi labjegyzettél csupan a labjegyzet-szoveget keretezd szogletes zarojellel
keriilnek megkiilonboztetésre, vagy azt, hogy Bolyaitol eredetileg csupan egyetlen labjegyzet
szarmazik, nevezetesen a kongruencia jeléhez kapcsolodod jelmagyardzati labjegyzet.

A Stackel-féle Raumlehre—Appendix-kompilacié megtartja az eredeti, Bolyai-féle jelet, azaz a
csillaggal torténd hivatkozast a szerzéi labjegyzet-hivatkozas jeldlésére, mikozben sajatja
hivatkozéasai szamara, kiilon figyelmeztetés nélkiil, arab szamokat hasznél. Ezenkiviil a
rendelkezésre allo tovabbi informacid e tekintetben minddssze annyi, hogy a kompilacid
alkotoelemeit leiro és indoklo szoveg zarojelének alakja (a szogletes zardjel) és a Stackel-féle

labjegyzeteket keretezd zdrdjel alakja megegyezik (43.F és 44.F dbra). Ez a megoldas tehat

62 Az elézékcimlap dolgaban a Stackel-féle Raumlehre-kozléshez hasonléan jartak el a forditaskor (Stackel
1913/2: 183).
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legaldbb kozvetett modon segiti az éles szemi olvasét a kiilonb6zd személyektdl (szerzo,
illetve k6z16-forditod) szarmazod labjegyzetek megkiilonboztetésében.

A kompilacié Rados-féle forditdsa azonban Iényegesen félrevezetdbb mddon jar el, ugyanis
az eredeti, Bolyaitol szarmaz6 labjegyzetet, valamint a kozldi-forditdi labjegyzeteket egyarant
csillagokkal és a csillagok szamanak ndvelésével jeloli. Ezaltal a kiillonbozé személyektol (a
szerzOtol, illetve a kozlo-forditd Stackeltdl és a forditdé Radostol) szarmazod labjegyzeteket
megjelenésiikben Osszevegyiti. Itt az eligazodast segité informacidé csupdn a nem szerzoi
labjegyzeteket keretezd zarojelek alaki egyezése, és olykor a labjegyzetek-szovegek értelme.
Am az eredeti, Bolyai-féle és az elsé paragrafushoz fiizétt koz16i-forditoi labjegyzet példaul
éppen nem olyan, amelynek szOvege magaért beszélne. Ez pedig éppen a vizsgalt elsd
paragrafushoz tartoz6 labjegyzet esetén kritikus, hiszen itt azt az illuziot kelti, mintha
Bolyaitol szarmazna (40.F és 41.F abrdkat).

Az Stackel-féle kozlés, illetve Rados-féle forditdsa mar szerephez jutott. Elképzelhetének
tartom, hogy a kedves Olvas6 mar akkor felfigyelt a hdromvonalas jelhez kapcsolodo, és az
»aszimptotikust” tartalmazo labjegyzet(ek)re, €és esetleg nem értette, hogy miért nem
targyalom, mint a Standard Nézetet tdmogatod labjegyzetet. Nos, tobb okbdl nem tettem.
Egyrészt azért, mert nem Bolyaitdl szdrmazd, azaz nem forrasértékii labjegyzettel volt
dolgunk, és ezért k6zombos barmelyik allaspontra nézve. Masrészt talan segit megérteniink
azt a jelenséget, hogy hogyan jott létre az ,aszimptotikussagot” tartalmaz6 labjegyzet
tineménye: aki szdmara ugyanis ez a ladbjegyzet Onmagédban, vagy jobb esetben a
jelmagyarazathoz tartozo kiadoi (és forditdi) labjegyzetek egyiitt nem tették egyértelmiivé és
kétségtelenné, hogy nem Bolyaitél szarmazd labjegyzetekrél van sz6, az maga is a
félrevezetés aldozatava valt.

Az eddigieket 6sszefoglalva a kdvetkezoket kell rogzitentink.

Akar a Stackel-féle kompilaciot, akar annak Rados-féle forditdsat tekintjiikk, a ,.bn
aszimptotikus am-hez” labjegyzet csupan a kompilator, illetve a forditd miive, és nem
Bolyaié. Raadasul mindez, kiilondsen a magyar forditdsban, elég félreérthetd modon jelenik
meg (bar helyesebb lenne itt azt mondani, hogy ,,veszik el benne”) — tokéletes taptalajt
biztositva ezaltal az 6sszevagott mii félreinterpretdlasdhoz. Részint ez az, amiért tigy vélem,
hogy az aszimptotara utald elsé paragrafusbeli labjegyzet-hivatkozas csupan a halmozodo
hibak eredménye. Mdsrészt azért — és ezt fontos kiemelniink, hiszen a hiba 1étrejottének elsod
lépésére vilagit rd —, mert a Janos féherceghez kiildott eredeti, Bolyai-féle német atdolgozas,

azaz az eredeti kéziratos Raumlehre elsé paragrafusa nem tartalmaz az aszimptotikussagra
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vonatkoz6 labjegyzetet (MTAK, Bolyai-gylijtemény, K 24/1-es jelzet). Marpedig ez képezte
Stackel szamara a kompilacié sszeallitasanak és kozlésének alapjat. Igy az is kérdéses, hogy
a Raumlehre Stackel-féle kozzétételekor mi alapozhatta meg egyaltalan a labjegyzetet érintd
eljarast. A kéziratot figyelembe véve persze gy tlinik, hogy semmi. Ugyanakkor az is
gyanithatd, hogy valdjaban éppen azok a visszautald forrasok latszottak megalapozni egy
ilyen tartalmu labjegyzetet, amely forrasok tobbértelmiiségét és probémait mar lattuk. Ez a
1épés tehat Stackel — filologiailag nem teljesen igazolhatd — 1épése, és nem Bolyai¢.”’ Ezzel
mindaddig nincs is baj, amig csupan Stackel segitd szandékl labjegyzetének tekintjiik, és nem
Bolyaito6l szarmazo6, az elsddleges forras rangjara emelt hivatkozasként. Véeredményben ezért
a Standard Nézet el¢ azt a kovetelményt allithatjuk, hogy ha az els6 paragrafushoz kapcsolddo
labjegyzet-hivatkozassal kivanja allaspontjat igazolni, akkor a bizonyitas alapja csak eredeti
kéziratos vagy elsddleges forras értékii dokumentum lehet.

Azt, hogy az eredeti Appendixben sem volt ilyen labjegyzet, és hogy ezért ez a 1€pés az eredeti
forrasbol nem vezethetd le, néhany tovabbi dolog is alatamasztja. Sem a To6th Imre-féle, sem
az 1897-es Rados-féle Appendix-forditas elsé paragrafusdhoz nincs az ,,aszimptotikussagot”
tartalmazoé labjegyzet (30.F és 31.F abra). Ezek szerint a forditas elkészitése soran egyikiik
sem talalt olyat az eredeti miiben, amely arra késztette volna d&ket, hogy kozvetlenil a
szovegbe forditsak az ,aszimptotikussdgot”, vagy hogy Bolyaitdl szarmazoénak tind
hivatkozast kelljen hasznalniuk, illetve, hogy t6liik, mint forditoktol eredd és az ,,értelemzést
segité” labjegyzetre kelljen ragadtatniuk magukat.®*

Mindent egybevéve azt allitom, hogy nem varhatd olyan példanyok eldkeriilése, amelyekben
valoban taldlunk a haromvonalas jelet értelmezd labjegyzet, még olyan példanyoké sem,
amely az ,,aszimptotikussagra” hivatkozik. J6 okunk van azonban ugy vélni, hogy olyat sem
fogunk taldlni, amely ,parallelaként” vagy ,aszimptotikus parallelaként” értelmezné a
haromvonalas jelet. Ha ugyanis a Stackel-féle kozlésnek és az ebbdl késziilt Rados-féle
forditasnak hitelt adunk, akkor abban olyasmire lelhetiink, amely aztan végképp ellentmond a
bevett nézet altal az Appendix els6 paragrafusa ¢és a ,parallela” kozott feltételezett

kapcsolatnak. Az iménti merész kijelentés mellett persze nem csupan a Raumlehre Stackel-

8 Valdjaban nem akarom sem Stackelt, sem Radost elmarasztalni. Ugyanis az 6 kozléseik, illetve forditasaik
legalabb implicite és jol elrejtve, de magukban foglaljak azt az informaciot is, amelyek az értekezés kovetkezo
tézisével kapcsolatosak. fgy Stackel és Rados megoldasai egésziikben véve egyéltalan nem tamogatjak a
Standard Nézetet, hanem nagyonis ellentmondanak neki. Ez pedig a 22. paragrafushoz flizott és késobb
targyalando labjegyzetiikon mulik.

%% Rados sziikségét érezte azonban az Erratdban szerepl$ megjegyzéseket libjegyzetként feltiintetni, példaul a 7.,
és a 17. paragrafusok esetében. Ekkor azonban egyértelmiien jelzi, hogy a szerzotél szarmazo eredeti, az
Erratdban szerepld megjegyzésekrol van sz6. (Kincses és tsai 2002: 36, 41).
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féle kozlése, és ennek Rados-féle forditdsa szolgalnak bizonyitékok gyanant. Bar a Bolyai-
paralleldk kérdésében elfoglalt Stackel-, és esetleg Rados-féle allaspontot nem konnyti tetten
érni, mégis fontosak. Rejtett modon, az Appendix elsd paragrafusatol kiilonbozd részhez
kapcsolodd magyardzo labjegyzetiik révén azt sugalljdk ugyanis, amit magam is allitok.
Nevezetesen, hogy a ,,parallela” terminus valdjaban ott van a miiben, csak nem a forgatas
soran eldszor nem metszO (hatarhelyzetli, elpattand) egyenesekkel €s nem a haromvonalas
jellel Gsszefiiggésben, hanem mashol: mas helyen és mas jellel kapcsolatban. Az altalam
korabban megfogalmazott kdvetelmény miatt azonban tovdbbra sem tdmaszkodhatunk az
(esetleg) nem alakhii és hibés, azaz nem facsimile-jellegii utankozlésekre és forditasaikra. gy
hat 4jbol az elsédleges forrasok felé¢ kell fordulnunk. Az 0j tézis és bizonyitdsa azonban mar

atvezet az értekezés kovetkezo részéhez.

112



Masodik rész

A megtalalt ,,parallela”
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Hatodik fejezet

A Bolyai-féle ,,parallela” az Appendixben

A kovetkezOkben a Bolyai-féle ,,parallela” Appendixbeli azonositasara és lokalizalasara teszek

kisérletet. Tételem szerint a , parallela” terminus a pdrhuzamossdg szokdasos jeldlésére

«

hasznalt és Bolyai altal a mii 22. paragrafusaban bevezetett kétvonalas ‘||’ szimbolummal

hozhato oOsszefiiggésbe. Ez azzal a kovetkezménnyel jar, hogy ha a Bolyai-féle
parhuzamossagon a Bolyai-féle ,,parallela” Appendixbeli értelmét értjiik, azaz arra vagyunk
kivancsiak, hogy a nem-euklideszi geometria egyik felfedezdje milyen értelemben hasznélja a
miiben, akkor nézetem szerint a valasz a kovetkezd. Bolyai a , parallela” terminust
ekvidisztans értelemben hasznadlja az Appendixben. A parallel vagy parhuzamos vonalak
Bolyai szamadra az egymastol egyenlo tavolsagra elhelyezkedd vonalak.

Az Uj tézis a kovetkezd moddon viszonyul a ,parallela” elsé paragrafusbeli hidnyat allitd
tételemhez, valamint az alatdmasztasara felhozott érvekhez. Mindenekel6tt: a ,,parallela” els6
paragrafusbeli hidnya szemantikailag sziikséges feltétele annak, hogy a kifejezés a mi mas
helyén, mas Osszefliggésben és mas szemantikai tartalommal bukkanhasson fel. Ehhez a
Bolyai-féle abszolut és hiperbolikus geometria fogalmi apparatusaval kapcsolatban két dolgot
kell feltételezniink, illetve elvarnunk. Egyrészt feltételezhetjiik, hogy Bolyai mind az abszolut,
mind a hiperbolikus geometria fogalmi appardtusanak kialakitasakor igyekezett a belsd
szemantikai ellentmondast elkeriilni. Masrészt elvarhatjuk, hogy az abszolit geometria
fogalmi apparatusat ugy alakitotta ki vagy megvalasztotta meg, hogy az elég tag legyen mind
az euklideszi, mind a hiperbolikus geometridban val6 alkalmazhatésdghoz. Ekkor azok a
kifejezések, amelyeket Bolyai az Appendix abszolut geometriai targyaldsa soran vezet be, az
euklideszi és a hiperbolikus geometridban vald alkalmazhatdsdgot egyardnt meg kell
engednilik. Marpedig az Appendix minden olyan tétele (paragrafusa) abszolit geometriai tétel
(paragrafus) — ilyen a mii elsé tizenkét paragrafusa is —, amelyben Bolyai nem mondja meg,
hogy az euklideszi vagy a hiperbolikus geometriardl van-e sz6. Az abszolut geometria
korében bevezetett kifejezések nem jelenthetnek implicit allasfoglalast egyik geometria
mellett sem a masik rovasara, azaz nem eredményezhetnek ellentmondast az abszolut
geometria hiperbolikus geometridhoz vezetd specifikacidjakor. Ez pedig kdvetelményt jelent

a ,parallela” kifejezés ekvidisztans értelemben torténd hasznalhatdosdga szdmara. Amig
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ugyanis a Bolyai-féle abszolut geometridban eldontetlen, hogy az ekvidisztans vonalak
egyenesek-e vagy sem, és hogy a nem metsz6 egyenesek ekvidisztansak-e vagy sem, addig a
Bolyai-Lobacsevszkij-féle hiperbolikus geometriaban a nem metsz6 egyenesek nem lehetnek
ekvidisztansak (azaz nem lehetnek ekvidisztans vonalak), az ekvidisztans vonalak pedig nem
lehetnek egyenesek (és igy nem metsz6 egyenesek sem) (Toth 1979, valamint Toth 2000a:
23-4). A, parallela” terminus ekvidisztans értelemben valé hasznalhatosagéhoz az
egyenesekre (és igy a nem metsz0 egyenesekre, értelemszeriien tehat az Appendix elsd
paragrafusanak haromvonalas, legel6szor nem metsz6é egyeneseire) valo alkalmazas tiltott. A
»parallela” terminus ekvidisztans értelemben vald alkalmazdsa csak akkor nem vezet
ellentmondasra a Bolyai-féle hiperbolikus geometridban, €s csak akkor nem jelent az abszolut
tételek korén beliil a hiperbolikus geometriat kizard (és az euklideszi geometria melletti
implicit) allasfoglalast, ha a ,parhuzamos” (vagy a ,,parallela”) terminust az abszolut és a
hiperbolikus geometridban nem hasznaljuk ,,nem metsz6” vagy ,,legelészér nem metsz4”
értelemben, és nem alkamazzuk egyenesekre. Roviden: a ,,parhuzamos” (vagy a ,,parallela”)
kifejezés az abszolut és a hiperbolikus geometridban nem hasznalhaté mindkét értelemben
(,,ekvidisztans”, illetve ,,nem metsz8”), de az egyikben és csak az egyikben: igen. A
»parallela” ekvidisztans értelemben vald ellentmondédsmentes hasznalhatosaganak sziikséges
feltétele a kifejezés els0 paragrafusbeli hidnya, illetve a nem metszé (csakigy, mint a
legeldsz6r nem metszd) egyenesekre vald alkalmazas elkeriilése. A ,,parallela” ekvidisztans
értelemben vald ellentmonddsmentes hasznalhatosdgahoz tehat sziikséges, hogy az Appendix
elsd paragrafusaban ,,a forgatas soran el6allo legeldszor nem metszé egyenes” ne legyen a
szoban forgd terminus meghatidrozasa, a mii egészében pedig legyen ilyen értelemben
hasznalatva. Az altalam képviselt két tézis ennyiben kiegésziti, illetve kdlcsondsen feltélelezi
egymast.

Az 1j tézis persze Uj helyzetet teremt a Standard Nézet szadmara azaltal, hogy megmondja, a
szoban forgd kifejezés ténylegesen hol és milyen formaban taldlhaté meg a miiben. Ez pedig
felvetheti azt a kérdés, hogy vajon megtakarithatd lett volna-e az el6z0 szakasz megmentési
kisérleteinek szdmba vétele és a megvalaszolasuk? Az 0j tézist kozvetleniil alatamasztod
bizonyitékok fényében esetleg az ellenérvek és ellenvetések eldzetes elharitdsa feleslegesen
elvégzett munkanak tiinhet. A dolog azonban nem ilyen egyszerii. A kordbban vizsgalt
ellenvetések egy részében éppen az a fondorlatos, hogy azt vonhatjdk kétségbe: az egyes

dokumentumokat, adatokat, bizonyitékokat névértéken kelljen venniink, illetve, hogy

6 Lasd az 59. sz. labjegyzetet.
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hihessiink annak, amit latunk és annak, amit nem. A kordbban vizsgalt ellenvetések koziil a
harmadik, a negyedik és a hatodik megmentési kisérlet forras- és érvanyaga részben, az
otodike pedig teljes egészében felvethetd volna az 1) tézis eléadasa és bizonyitasa utén is. Bar
az alabb kovetkezd okfejtést kovetden a kordbban vizsgalt kontra-érvek eredendden is
gyengébb szinben tlinnének fel, &m ettél még eld lehetett volna veliik allni. Jelentds résziikkel
valamikor minden bizonnyal szembe kellett volna nézni, ezért legkésébb a kovetkezd
fejtegetés utan célszerii lett volna megvalaszolni éket. Ugy vélem azonban, hogy ez helyett
kifizetddébb volt a sorrendet felboritva preventiv mdédon eljarni. A kontra-érvek eldzetes
elharitasa végeredményben azzal a haszonnal jart, hogy az altalam ijonnan hirdetett allaspont
eld- és utdvédharcat egyarant szolgaltak.

Mindezekbdl kifolyolag a megmentési kisérletekre adott valaszaim jelentds részben
eldrevetitették azokat az érveket, amelyekbdl most épitkezni fogok. Ezek roviden a
kovetkezok. Els6ként: a Bolyaitol szarmazo és a haromvonalas jel eredetére visszautald forrés
kinalta értelmezési lehetdségek, amelyek koziil az egyik a ,parallela” kifejezésnek az
»aszimptotikus parallela”-r6l torténd és az ,,aszimptota”-t hatrahagyd levaldsanak iranyaba
mutatott. A ,parallela” kifejezésnek a forras altal sejtetett szabadda valdsa ugyanis
megteremti a lehetdséget ahhoz, hogy a mli mas helyén, mas kontextusban és mas értelemben
bukkanhasson fel. Masik, komolyabb ¢és erésebb érvként jon szoba a parhuzamossag
kétvonalas jelének hasznalata mogott allo tradicié, amely az egész tetejébe még a
haromvonalas jel ujszerliségével és ismeretlenségével is szembedllithatd. Mivel azonban a
kétvonalas jel hasznalata mogott all6 hagyoménnyal kapcsolatos érvet korantsem aknaztam ki
teljesen, igy arra vissza fogok térni. Es végiil az az érv fontos, hogy a Standard Nézet altal a
nyelvi és jelolési szigorusag dolgaban Bolyairol kialakitott képet komolyan kell venni. Ez az a
pont, ahol a Standard Nézettel tobbé-kevésbé egyetérthetiink. Ugyanakkor tigy vélem, hogy
ezt a képet is arnyalni és finomitani kell. Ezek azok a fontosabb argumentumok, amelyeket
mar érintettiink, és amelyek Onmagukban is megfontolandova kellene, hogy tegyék a
kétvonalas jel és a ,parallela” kozotti szoros kapcsolatot. Lesznek azonban tovabbi,
meglepetésszamba mend erds érveim is. Kezdjiilk azonban a Bolyai nyelvi szigorusagarol

kialakitott kép felidézésével és részleteinek tokéletesitésével.
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6.1 Bolyai Janos ,,Kijelelési szigorusaga”

A Standard Nézet Bolyai nyelvi szigorisagat kész tényként kezeli. Olyan ténynek tekinti,
amelyet a legjobban az Appendix ,,tomorsége” bizonyit (Kalman 1989: 103; Kéarteszi 1973: 7-
8; Weszely 1981: 82). Azon forrasok dontd tobbsége azonban, amelyekre az elfogadott nézet
a Bolyaira jellemz6é nyelvi szigorusag felfestése soran alapoz, a mi sziiletését kdvetden
sokara, hozzavetdleg 10-15 évvel keletkeztek. A nyelvre vonatkozé feljegyzések 1842 utan
kezdtek szaporodni (Benkd 1978: 296), bar Bolyai egyik 1852-es feljegyzése szerint bécsi
tanulmanyai idejére, egészen pontosan 1823-ra (a nem-euklideszi geometria felfedezésének
idejére) datalhatd a szigort és reflexiv nyelvi hozzaallas kezdete:
(...) még fiatal koromban valami tani eszméimet akarvan, még pedig lehetd jol, tehat jo
frasmoddal fol-jegyezni, s csakhamar €szre-vevén a nyelv tokélyetlenségét azonnal at-lattam s
meg-is-allitottam 6n-szamomra a f6-elveket is 1823-ban. (Benkd 1968: 296, ‘781°; Benko 1960:
1314).%¢

A Standard Nézet perspektivajabol Bolyainak az 1842-t kovetd altalanos nyelvi megfontolasai
egyrészt illusztraljak, masrészt altalanositjak azt a nyelvi magatartast, amelyet az Appendix
formaban Ontése soran megvalositott. Szamukra tehat az Appendix hibatlan elékép: a mi
Bolyai nyelvi ¢és jelolési magatartdsanak matematikan beliili kifogastalan megvaldsuléasat
rogziti. Ily modon A4ltaldban vett nyelvi szigorusagat valdjaban levezetik abbdl a
hozzaallasbol, amely szerintiik az Appendixben kifejezésre jut (Benkd 1978: 295; Weszely
2002: 180).®” Annyiban mindenképpen igazuk van, hogy a forrasok egészében véve tényleg
azt sejtetik: Bolyai a fogalmi ¢€s jelolési rendszerre vonatkozo eszmefuttatasok keretében
azokat az 4ltalanos elveket fogalmazta meg, amelyeket a nem-euklideszi geometria forméaba
Ontése sordn betartott, vagy amelyeket ebben a folyamatban megfigyelt és beldle lesziirt. A
nyelvre vonatkozo feljegyzések kétségtelen értéke a retrospektiv reflexivitds. Csakhogy a

nyelvi és jelolési rendszerre vonatkozd észrevételek gyakorta talsagosan altaldnos szinten

5 Az egyszeres idéz6jelben megadott szamok Benk$ Samu tantisdga szerint a marosvasarhelyi Bolyai-kéziratok
leltari szadma. Az azonosithatdsag végett a tovabbiakban is mindig megadom.

7 Ez iigyben Benké Samu a leginkabb explicit: ,,A latinul irt Appendix sokat emlegetett tomorsége és
felreérthetetlen eldadasmodja azt bizonyitja, hogy zsenialis mondanddjahoz egyszer mar megtalalta a tokéletes
format. Az 6sszes tudomanyokat Osszefoglalo Tant is hasonlo igénnyel akarta megszerkeszteni. Nyelvészeti
érdeklodésének kiformalddasaban tehat dontd szerepe volt annak a szubjektiv tényezének, hogy minden esetben
mar-mar kinos precizitassal torekedett mondanivaldja félreérthetetlen megfogalmazéasara.” (Benkd 1978: 295).
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mozognak. Az igazi kérdés pedig az, hogy ki lehet-e hamozni beldliik, mi szamit utdlagos
tanulsagnak €s mi szamit a mii megformaldsa sordn sikeresen megvaldsitott nyelvi-jeldlési
magatartasnak. Nézziik hat a nyelvre vonatkozo forrasokat:
Nydlv (nem egyéb) jegytan (latinul definitiones) a része, mi néhany sz6 s szok (csoport, 0ssz-
rakat altal), miknek értelmok tanithatlan (latinul indefinibile), (minden) mas, a tobbi sz6 s szok
értelmoket tanitja: miszerint vilagos és kétségen kiiliili, hogy az egész nyoOlvnek a tanban

eléfordulo sziikséges része a jegytanba valo. (Benkd 1978: 294,°842”).

Magyar nyolv (ugyan) Ugy nevezett miveltségnek, nem sok évi pallérozas utan mar szinte all,
sOt hiszem épen all a fokon, melyen allnak leg-miveltebb nyo6lvek, ugy hogy elméleteket (csak
legyenek elébb ilyenek készen) magyarul is kijelelni s meg-értetni jeloket, vagy is masokban is
oly elméleteket okozni, épen ugy lehet, mint mas akarmely nydlven.” (Benké 1960: 1315,
“782%).

Mas a nyitanilag [azaz mennyiségtanilag, altalanosan pedig matematikailag — T. J.]°® tokélyes,
vagyis véghetetlen szigorrali jeltan, s mas az érzdszereink-, vagyis észrevevoképességiinkre
nézve elég tokélyes jeltan kozotti kiillonbség: az utdbbi nemi jeltan altal irddnak le a termények,
példaul a vilagossag, a levegd, arany; a cserfa; az oroszlan, a 16; ... Hol ugyan, ambar az ily
targyakrol, példaul a 1616l s csak annak idomjardl is nyitani szigorrali jeltant nem lehet adni, s6t
oly torekvés éppen célellenes volna — itt nem lévén a természettdl tokélyesen megallitott s
athaghatlan mérték, s6t ahany 16, szigoran szo6lva annyiféle mértékii 1évén — elég annyira, s oly
hatarok ko6zé szoritva leirni a lovat: hogy azt azonnali vilagosan és biztonsagosan meg lehessen
minden mas targyaktol, példaul a szamartdl vagy 6szvértdl kiilonboztetni. (Benkd 1978: 306,

“620°).

Némely bolcsész azt tartja, allitja: hogy elmélni 6nkényes vagy-is okos jelek nélkiil lehetlen,
vagy-is, elmélésre el-keriilhetetleniil okos jelek sziikségesek. Az azonban nem ugy van. On
szamara, vagy is magaban az ember minden okos jelek nélkiil is, kdzvetleniili vilagos képzelése
altal az illeto-1ényeknek s viszonyjaiknak; gy hogy minden okos jelek s ki-jelelés nélkiil is, oly
modon el-lehet ugyan jutni mindenik okos ismerethez. Az okos jegyek azonban sziikségesek €s
tomérdek hasz(n)uak s gyonyoriek a gondolatok mdsokkali kozlésére, sOt az onmagdavali
kozlésére nézve is késobb(i) idoben, vagyis azoknak emlékben tarthatasara, emlékbe vissza-
hivhatasara, idézhetésére, ujonnani folébreszthetésére; csak lathato, tapinthato s egészben, de

nem részeikben véve, mozgékony, vagyis kény szerént hordozhato jelek altal biztosithatvan az

6% Lasd Benké (1978: 282-3).
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elme sziileményeit allandoul a feledék, az elveszés ellen; s azért, minden magos becse, érdeme
mellett a szajjali el6-adasnak, de elropiilvén, elhangozvan s az-utan tobbé nem lévén valo: a
tudat csak akkor nyeri-meg egész becsét: ha tokélyes jelek altal megtestesiil. (Benké 1960:
1320; Benko 1978: 308, ‘629”).

S ha o6hajtom jegyemet mas altal is ugyanolyan célra megismertetni s folvevodni: akkor azon
jegy mindenikiinkre egy-értelmil jegy lesz. Egyébarant minden jegy lehet, kény s cél szerént,
vagy csak bizonyos ideig, vagy helyig, vagy pedig — bolcs fonnhagyasaval csakugyan netalan
lehetd tokélyesebb altali szamiizésének — Orokre, legalabb az idei életre allandouli

fonnmarasztasra, megtartasra szant, intézett. (Benko 1978: 308-9, ‘629°).

Azonban, minthogy nyelviink eddigi allapotjdban (abban tudniillik: melyben azt szeretett
anyamtol s a dics6 magyar nemzettdl vettem) tan egy szabalyt sem lehet hiven s minden olvasé
kedve szerént (szerint) kdvetni, azon egyszerli okbol, hogy részint (minden szamos foliantnyi
nyelvtanok mellett) tudtomra, s mint hiszem, még eddig egy[etlen(ben) egy] tékélyes nyelv-
szabaly sem vala — nemcsak magyar, hanem mar e f6lgdmboni nyelvtanban is — s ami volt is,
vagy kivételt szenvedhetd, hatarozatlan (az eddigi ingadozo, tantorgé elvek szerint kinek-kinek
kénye szerint), vagy legalabb rossz izlésli, ami pedig a legveszélyesebb, két[értelmii]ségnek
kitevd volt: konnyen érttetik (konnyli meg- vagy folfogni — ezzel), hogy tokélyesen
szabalyszerilleg (tehat kovetkezetesen s hiven egyidomulag) csak gy kezdhetnék: ha elébb
Euklid[es]i vagy mathesisi szellemben ¢és szigorral (rigorral, more geometrico, mit

mathematischer Strenge) a kdvetett nyelvszabalyaimat kijelelném. (Benkd 1978: 304-5; 585°).

Csak az a fatalis koriilmény szur, far most is mi tanim kiadasatol eddig is mind eltartott, hogy a
Tan mig tokélyes rendben, idomban nincs, vagyis mig a kijelelésre is nem tokélyes (barmily
tokélyesen is tudja az ember maga, mind értésre, mind kijelelésre nézve, de ha az olvasot is meg
nem baratkoztatta még a helyes nyelvvel): olyan, mint mikor egy darazsfészekbe nyul az ember.

(Benko 1978: 297, ‘445°).

Bolyai tehat valoban Iépten-nyomon hangsulyozza az elméletek formaba Ontésére (az 6

szOhasznalataval:  kijelelésére) vonatkozd szigori kovetelmények megtalalasanak,

megfogalmazasanak és betartasdnak fontossagat. A fogalmi és a jelrendszer tobbszorods, tobb

szempontbol levezett szigora ellenérzésének kovetelményét irja el6. Am még ha ezt az

Appendix nyelv el6tti, nem-nyelvi kialakulasatol a fogalmi-terminologiai €s jeloléstechnikai

megformalasig iveld folyamat utélagos lecsapodasanak tekintjiik is, akkor sem tartalmaznak
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tulsagosan sok konkrétumot. A forrdsokbdl tehat, eredeti kérdésiinkre valaszolva, éppen azt
nem lehet kihdmozni, hogy mi tekintendd utdlagos tanulsagnak, és mi szamit az Appendix
idején érvényben 1évo elvnek vagy sikeresen kovetett nyelvi és jelolési magatartasnak. Bar
Bolyai altaldanos (mindenekeldtt persze az 1842-t kdvetd iddszakot jellemzd) nyelvi
habitusarol képet kapunk, amely szerint ,,az igazi mathesisi, vagyis isteni elme nem elégszik
meg azzal, hogy megértethesse, kdzolhesse elméleteit ... s viszont hogy megértsen mast,
hanem kivanja a mondanddkat mathesisi csinnal tokélyvel is jelelni”®, am az Appendix

fogalmi, terminoldgiai és jeloléstechnikai formaba ontésének tényleges elveirdl és a folyamat

igazi részleteirél nem tudunk meg 1ényegében semmit.”

6.2 Az Appendix felemas nyelvi szigorusaga: a nem-euklideszi geometria 1j

fogalmai és jelolései

Az igazi nehézség abban all, hogy csak kevés, az Appendix 1étrejottével, megformaldsaval
illetve megjelenésével egykoru, vagy a mii keletkezését kovetden nem sokkal sziiletett forras
all a rendelkezésiinkre. A rendelkezésre allo szovegek rdadasul egyaltalan nem érintik sem a
két, sem a haromvonalas jelet, sem a ,parallela” terminust — kovetkezésképpen miibeli
jelenlétiiket és szerepiiket illetden nem tudunk meg semmit. Két okbol mégis érdemes
elemzés targyava tenniink e forrdsokat. Egyrészt azért, mert mind idében, mind

tényszertiségben ezek a dokumentumok visznek a legkdzelebb benniinket ahhoz, hogy a

% 1dézi Benkd (1978: 295, <842”).

" Ugy tiinik, hogy Bolyai Janost leginkdbb a természetes nyelv pontatlansiga és a szinonimitasbol fakadd
redundancia zavarta: ,,Azonban, részint a nyelvbeli izetlen bujasag, pazérlds szembetiintetésére, részint az
azokkali (dusztigi) ismeretségemre, részint vilagositasra (gyakran zarojelek kozott) bovon és mind magamnak,
mind (kétségen kiviil) az olvasénak az unalomig szolgélok.” (Benké 1968:199, °585°). ,,...minden izmos, vastag
nagy szamu eddigi nyelv-tanok mellett, tokélyes szabalyok telyes hianyja, és szamtalan kovetkezetlenség —
inconsequentia — fonaksag, onellenkezés, és részint a nyelv szegénysége, részint annak lepcses és izetlen
gazdagsaga, 6n-elégedetten tigy nevezni szokott ,,dUs-tara” miatt; mi mellett konnyen észre-vehetd: hogy a leg-
elsé meg-szolalas vagyis ki-induldssal mar nem oly onkénytt és kényelmesen folyhat a dolog egyenesen, s6t egy
uton a f6-cél felé: hanem Ut azonnal sok fel¢ agazik: ezen dgak is még alsobb agakra oszolvan.” (Abafay (1960:
19). ,,Eredett pedig minden baj s tiinddés, tepreny foleg (...) az eddigi nyelv teste, kiils6je nem tokélyes voltabol,
jelesen abbol: hogy részint ugyanazon egy lényegii dolgot tobbnyire sok-féleképpen kifejezhetek.” (Abafay
1960: 19). Stackel a kovetkezd megjegyzését fiizi Bolyai egyik észrevételéhez (,,Akadalyt okoz a nyelv avval,
hogy ugyanazt a fogalmat és még inkabb itéletet tobb, sét sokféle modon lehet kifejezni”): ,,Ez a kijelentés
szolgaltatja magyarazatat Janos egy mar emlitett sajatossaganak, mely elészor érthetlennek, sét beteges allapotra
mutatonak latszik, hogy t.i. elérehaladott korabdl szarmazo, ha nem is minden, de sok foljegyzésében a legtobb
sz6bhoz még egy, két, harom egészen egy tuczatig is rokonértelmi szot tesz hozza. Evvel kifejezésre akarta
juttatni, hogy mennyire tokéletlen a mostani nyelv, a melyben ugyanazt a fogalmat, ugyanazt az itéletet tobbféle
modon lehet kifejezni. A tokéletes nyelvet mint a gondolat egyértelmii leképezését tervezte.” (Stackel 1914:
190).
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vizsgalt iddszakkal kapcsolatban részleteiben ¢€s arnyaltan ladssuk Bolyai nyelvi-jel6lési
szigorusagat. Bar az emlitett kérdések vonatkozdsaban e forrdsok nem informativak, de
mondanak valamit a Bolyai-féle abszolut ¢és hiperbolikus geometria néhany fontos
objektumanak elnevezésével, a mogottiik 4alld6 megfontoldsokkal, &ltalanosabban pedig
Bolyainak a fogalomalkotasra vonatkozo felfogasaval kapcsolatban. A fogalmi-terminologiai
rendszer kialakitasakor felmeriilt azon nehézségek és kezelésiik szempontjai is itt érhetdk a
leginkabb tetten, amelyek azutan az Appendixben, mint megoldasok realizalodtak.
Az Osszes informacid, amivel kdzvetett modon pillanatnyilag rendelkeziink, abbdl adodik,
hogy Bolyai miive kommentarokat kényszeritett ki Gaussbol, majd Gauss megjegyzései
Bolyait is magyardzatra késztették. Gauss ugyanis 1832. marcius 6-1 valaszlevelében, Bolyai
Farkas kérésének megfelelden, értékelte a neki biralatra megkiildott miivet. Ebben szova tette
az Appendix jeloléstechnikai sajatossagait — a Standard Nézet altal sokat és pozitive
emlegetett ,,tomorséget”:
Nagyon jellemzdéeknek és rovideknek taldlom a jeloléseket: de azt hiszem, hogy jo lesz némely
féfogalomra nemcsak jelet vagy betiit, hanem meghatarozott nevet is megallapitani, és én mar
régen gondoltam néhéany ilyen névre. A mig a dolgot kdzvetlentl szemlélve atgondoljuk,
nevekre vagy jelekre nincs sziikségiink, ezek csak akkor valnak sziikségessé, ha masokkal
akarjuk magunkat megértetni.
fgy pl. azt a felilletet, melyet fiad F-nek nevez, parasphaeranak, az L-vonalat pedig
paracyklusnak lehetne nevezni: alapjaban ezek a végtelen sugaru gémb ill. kor. Hypercyklusnak
volna nevezhetd ama pontok Osszessége, melyek valamely egyenest6l, melylyel egylitt
ugyanabban a sikban fekszenek, egyenld tavolsagra vannak; hasonld volna a hypersphaera.

Amde mindezek csak jelentéktelen mellékes dolgok f6 dolog a tartalom, nem a forma.”'

Bar Gaussnak a jeldlésrendszerre vonatkozd megjegyzései sem itt, sem a levél tovabbi
részében nem ¢érintik a parhuzamossaggal kapcsolatba hozhato két-, illetve haromvonalas
jelet, ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy a valaszlevélben Bolyai Janossal egyezd
moédon hasznélja a ‘|||’ szimbolumot. Gauss a nélkiil veszi 4t Bolyai jeldlését, hogy a
haromvonalas szimbdlummal jeldlt egyeneseket megnevezné, vagy a szimbolumot verbalisan

. 1.z 72
interpretalna.’

' Magyarul idézi Stackel (1914: 89). A levél eredeti, német nyelvii szovege megtalalhaté: Schmidt és Stackel
(1899: 109). A levél Appendixre vonatkozd részének teljes, modernebb helyesirasu forditasat kozli Karteszi
(1973: 33).

2 Lasd Schmidt és Stackel (1899: 110).
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A Gauss altal javasolt kifejezések — a ,,paraciklus”, a ,paraszféra”, a ,hiperciklus” és a
,hiperszféra” — késObb a nem-euklideszi geometria bevett kifejezéseivé valtak. E kifejezések
olyan nem-euklideszi objektumokra vonatkoztak, amelyek valamiképpen tjak, azaz a torténeti
értelemben vett euklideszi geometria korében addig teljességgel ismeretlenek voltak.

Bolyai és Lobacsevszkij geometridja a hiperbolikus geometria mentén érintkezik: ez az, amit
mindketten megalkottak (ezért lehet, illetve szokas Bolyai-Lobacsevszkij-féle hiperbolikus
geometrianak nevezni). Bolyai azonban vildgosan elkiilonitette az euklideszi és hiperbolikus
geometria kozos magjat alkotd abszolut geometridt (ezért szokas Bolyai-féle aszolut
geometriat is megkiilonboztetni). Ha figyelmen kiviil hagyjuk, hogy eredetileg Gauss olyan
vonalakra ¢és feliiletekre javasolta az elnevezéseket, amelyek Bolyaindl nem csupan
hiperbolikus, hanem abszolut geometriai objektumok 1is, akkor azt mondhatjuk, hogy
Lobacsevszkijnél a ,,paraciklus™ helyett a ,,hatarvonal” (,,horociklus™), a ,,paraszféra” helyett
pedig a ,hatarszféra” (,,horoszféra”) elnevezések szerepel (Lobacsevszkij 1840: 37, 44; ud.
1951: 61, 63). Ugyanezekre, illetve egészen pontosan azokra az objektumokra, amelyek
neveként Gauss a ,,paraciklust” és a ,,paraszférat” javasolta, Bolyai az L-vonal (L-linien, linea
L), illetve az F-feliilet (F superficies vagy F Fldche) (3.F dbra) roviditésszerii elnevezésekkel
hivatkozik. (Ami a superficies roviditésszerliségét illeti: egyrészt az S’ betli mar foglalt,
mivel Bolyai a hiperbolikus geometria rendszerének jelolésére hasznalja. Masrészt az *F” a
superficies szoban benne rejld €s I1ényegében azonos jelentésii, szintén latin facies rovitésének
is felfoghatd.) Az L-vonalak az el8szor nem metsz0 (a hiperbolikus geometridban
aszimptotikussd ~ valo) sikbeli egyenesek izogondlis pontjainak  Osszekdtésével
szarmaztathatok egyfajta modon, az F-felilletet pedig az ugyanilyen térbeli egyenesek
izogonolis pontjainak 0sszekdtése (vagy az izogonalis pontok alkotta L-vonal 1étrehozasdhoz
hasznalt barmely egyenes koriil torténd megforgatasa) eredményezi. Bolyai csakigy, mint
Lobacsevszkij, az egyenestdl egyenld tavolsagra elhelyezkedd pontok alkotta vonalra, az n.
hiperciklusra nem vezet be kiilon nevet, még az iméntihez hasonl6 roviditésszeri jelet sem.
Amikor tehat Bolyai az altala megalkotott (abszolut ¢és hiperbolikus) geometria két fontos
objektumara csupan roviditésszerti nevekkel utal, és o6vakodik a rdjuk vonatkozd Uj
terminusok bevezetésétdl, akkor a mi ,formdlis tartalménak” fogalmi-terminoldgiai
interpretalasa szempontjabol megprébal neutrdlis, de legaldbbis tartézkodd allaspontot
felvenni.

Bolyai Farkas elkiildte fianak a Gauss-féle levél masolatat, Bolyai Janos pedig észrevételeket

fizott Gauss megjegyzéseihez. Minthogy Bolyai szdmara az apropdt Gauss javaslatai
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szolgaltattak, ezért csak azokhoz a jelekhez és terminusokhoz flizott magyarazatot, amelyeket
Gauss kifogasolt, illetve javasolt.
Bolyai kapcsolodd jegyzeteit Stackel adta kozre. Bolyai egy-egy megjegyzése, Stackel
magyarazatanak ¢és adatainak tantisdga szerint a levélmasolat egy-egy sorara vagy jol
beazonosithato passzusara vonatkozik.” Ezt az eredeti levél (MTAK, Bolyai-gyiijtemény, K
24/4-es jelzet), valamint a réla késziilt masolat tanulmanyozasa egyarant megerdsiti (MTAK,
Bolyai-gylijtemény, K 24/133-as jelzet).” Ezekre alapozva a kovetkezd Bolyai-féle
megjegyzés ahhoz a sorhoz kapcsolodik, amelyben arrdl van szo, hogy a ,,paraszféra” illetve a
»paraciklus” ,,alapjaban véve a végtelen sugara gomb, illetve kor:
Elsé pillanatra ugyan vagy feliiletesen tekintve (igy jott red a szerzo is mar 13 évvel ezelott
[1819]), amde szigoribb vizsgalatban a végtelen radiusu kdrvonal kifejezést

helytelenmek ¢és alkalmatlannak talaljuk, a mit GAUSS is meg fog engedni, ha a dolgot
kozelebbrol megvizsgalja. (Stackel 1914: 233).

A hiperciklust” és a ,hiperszférat” tartalmazo sorokhoz flizodik, &m a Gauss altal javasolt
négy elnevezésre egyarant vonatkozonak tiinik a kovetkezd, Bolyaitdl szarmazé kommentar:
Ezek az elnevezések mindenesetre igen taldléak és kitiindek, amde majdnem hasonld

elnevezéseket taldlhatni a szerzé legrégibb irataiban, ki a jeleket csak kés6bb vezette be

rovidség kedvéért. (Stackel 1914: 233).

Egy masik, Stackel datdldsa szerint 1834-bOl szarmazd céduldra pedig Bolyai Janos a
kovetkezd folfegyzést irta:
Parasphaere — paracyklus. Ezeket az elnevezéseket, miutan a jelen elmélet kozoltetett vele,
Gauss javasolta ugyan; amde nem maradhatott el, hogy e tan elso keletkezésekor nalam hasonld
eszmék ne meriiljenek fel; én akkor a paracyklust O co-nak’” és [a hypercyklust O]’® hyper oo-
nek neveztem, bar az utdbbi hibas. En valoban legrégibb irataimban egészen hasonld

elnevezéseket hasznaltam, az analdgiat a parabolaval észrevettem, a mennyiben valdban is

[hatarérték] relaczio stb. [all fenn — kieg. T. J.]” (Stackel 1914: 233).

V6. Stackel (1914: 89; valamint 1914: 233, és 1914: 273-4).

™ A forrasok rovid leirsat és a kapcsolodd megjegyzéseket lasd Frater (1968: 42; 46), valamint az értekezés
irodalomjegyzékében.

7 Lasd a 78. sz. labjegyzetet.

7 Ez a forrast csak nem sikeriilt eredetiben azonositanom. Stackel kozlése alapjan nem egyértelmii, hogy a
szogletes zardjel Bolyai sajatja kezii betoldas-e a kéziratban vagy Stackel kiegészitésének kell-e tekinteniink.

7 1dézi Stackel (1914: 233.)
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Bolyai megjegyzéseiben a Gauss-féle inditvanyok mérlegelésének két szempontja
azonosithatd. Az egyik a javasolt terminusok elfogadhat6saganak szempontja, mig a masik a
javaslat indoklasa, azaz a terminologiat aldtdmasztod érvelés. Amig azonban Bolyai a Gauss
altal javasolt kifejezéseket elfogadja, addig az aldtdmasztasukat szolgald lehetséges
érveléseket nem. Sem a Gauss-félét, amely a fogalmak tagan vett értelmére tdmaszkodik, sem
a sajatjat, amely a ,,kézenfekvden kindlkozd” analogiara épit. Egy masik, szintén 1834 tajan
keletkezett és A tér tudomanya cimii mivéhez szant el@szavabol szarmazod idézetben a
felfedezés heurisztikus mozzanatanak fogalmi leképzése is megjelenik az elébbi két érv
mellett (Stackel 1914: 77; és 236):

Azt is felismertem azonnal, hogy midén a sugar [kozelit] co: akkor a kdrvonalnak van egy
térbeli hatarvonala vagy, ha a szot valamivel bovebb értelemben vessziik, felismertem a
végtelen sugard korvonal létezését, mely a véges sugari korvonalokkal és az egyenessel
egyenk6z0 vonalokkal olyan olyan viszonyban all, mint a parabola az ellipszisekkel és a

hiperbolakkal. (Stackel 1914: 77).

Bolyait a ,,végtelen sugaru kor” kifejezésben jol lathatéan az zavarta, hogy ehhez a dolgot
nem a kivant pontossaggal, hanem ,,bovebb értelemben” kell tekinteni. A tagabb értelemben
vett euklideszi kifejezésekre alapozott koriilirast (,,végtelen sugaru korvonal”) nem tartotta
megfelelden pontosnak, mint ahogy a felfedezés heurisztikus mozzanatdnak fogalmi
leképzését (,,a végtelenhez tartd sugarti kor térbeli hatarvonala”) vagy a terminologia
megalapozasara szolgalé analégiat sem tartotta kielégitének. Ugy tiinik, hogy Bolyai szamara
egy kifejezés csak akkor hasznalhato, illetve publikdcidos célu hasznélata csak akkor
engedélyezhetd, ha a kifejezés jelentése megalapozhat6. Ennek a megalapozasnak, legalabb
Bolyai sajat szempontjai szerint, kelléen pontosnak és egyértelmiinek kell lennie. Az el6bb
latott harom megalapozasi lehetdség egyikét sem taldlhatta megnyugtatonak — ez végiil is
éppen abbol latszik, hogy a gyakorlatilag rendelkezésre 4llo kifejezések egyikét sem vette
igénybe az Appendix megformdldsakor. Végeredményben azt mondhatjuk, hogy az Uj
fogalmakhoz kapcsolodo tjsiitetii terminusok megalapozédsat biztositdé mechanizmusokkal
valo elégedetlensége vezetett oda, hogy elallt az Appendixbeli alkalmazasuktol ¢s megmaradt
a roviditésszerli elnevezéseknél.

Bolyai tehat 6vakodott a nem-euklideszi geometria bizonyos objektumainak és fogalmainak

terminologiai interpretaciojatol akkor, amikor a kozvetlen és egyértelmli megnevezés vagy a
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jelhasznalat révén kozvetett, de a ,,sz0 szerinti interpretalhatosag™”® helyett roviditésszerti
jelekhez folyamadott. A roviditésszerti jelek természetesen tagabb teret hagynak a fogalmi-
terminoldgiai interpretacionak, és nem teremtik meg azokat a belsé fogalmi Osszefliggéseket,
amelyek példaul a para- és hiperciklus terminusokkal 1étrehozhatok vagy kiemelhetdk. Bolyai
megoldasa egyfeldl a fogalmi-terminolédgiai szigorisag kovetkezetes végigvitele: annyiban,
amennyiben elkeriili az altala pontatlannak itélt fogalmi koriilirasokat vagy ,helytelen”
kifejezéseket. Masfeldl azonban a szigortisag rovasara tett engedmény. Engedmény annyiban,
amennyiben a megfeleld terminusok hidnyaban, vagy — ami szdmara ugyanaz — a kindlkoz6
terminusokat aldtdmasztd6 mechanizmusokkal valé elégedetlensége miatt lemondott a
,mathesisi tokéllyel valo kijelelésrdl”, és jellegtelen, az értelmezési lehetdségeknek tag teret
ado6 roviditésszert jelekhez folyamodott.

A kommentarok sorozata jol lathatéan felemds: a Bolyai-féle abszolut és hiperbolikus
geometria fogalmi, terminologiai és jeloléstechnikai megformaltsdga csak egy jellegzetes
vonatkozasban kényszeritett ki egymast kovetd megnyilatkozasokat, mig mas
vonatkozasokban nem. A Gauss altal széva tett jelek és az altala javasolt kifejezések az
abszolut ¢és a hiperbolikus geometridban Ujonnan megjelend geometriai objektumok,
tulajdonsdgok ¢és viszonyok névalkotasi nehézségeivel fliggenek Ossze. A Bolyai Farkasnak
irott valaszlevélben Gauss altal emlités nélkiil hagyott — és vizsgalatunk el6terében allo —
jelek koziil a kétvonalas szimbolum hasznélataval kapcsolatos kérdés nem mas, mint a
torténeti értelemben vett euklideszi geometria fogalmainak, kifejezéseinek, illetve a veliik
kapcsolatban tradiciondlisan hasznalt jelek tovabbi alkalmazasanak kérdése. Amig tehat az
egyik kérdés a teljesen uj terminusok ¢és jelek megalkotasaval, illetve bevezetésével
kapcsolatos, addig a masik a régi, ismert kifejezések €s jele(i)k megtartasaval, illetve a
Bolyai-féle abszolut és hiperbolikus geometridban valo tovabbi megfeleld alkalmazassal fiigg
0ssze. Mivel ez két kiilonbozo kérdés, illetve a felfedezo szamara lehet két kiilonbozo kérdés
— még a fogalmi-terminoldgiai és jelolési rendszer kialakitdsanak el6bb latott nehézségeit
figyelembe véve is —, ezért a valaszok és a megoldasok lehetnek kiilonbozdek. Attdl ugyanis,
hogy a geometria torténete szempontjabdl frissen alkotott és tUjonnan bevezetendd
terminusokat Bolyainak sajat perspektivdjabol nem sikertiilt kelldképpen megalapozni, nem
nyilvanvalo, hogy a régi terminusokrdl és szimbolumaikrdl is le kell mondani. Az alkoto-

felfedez6, azaz Bolyai ugyanis minden tovabbi nélkiill érezheti a kifejezések és a

® Az utobbira lehetne példa a ,,paraciklus™-sal Osszefiiggésben felmeriilt ,O0” jel, amely az Appendix
jelmagyarazatanak (I.F dbra valamint 29.F dbra).fényében konnyen kifejtheté lenne. Mivel a ,,Or” jel az ,,’r’
sugaru korvonalat” jelenti, ezért a ,,O” jel értelemszeriien a ,,végtelen sugart kdrvonal-at.
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szimbolumok jelentésénél fogva magatdl értetéddnek tovabbi alkalmazhatdsagukat, vagy
donthet tovabbi alkalmazasuk mellett alapos és megfontolt mérlegelést kdvetden is. Ezért
Bolyainak az 0j terminusok alkotdsaval Osszefliggésben el6bb latott nehézségeibdl és a
megoldas jellegébdl egyaltalan nem kovetkezik, hogy le kellett mondania a ,parallela”
terminusrol vagy a kétvonalas jelrdl. Még az sem kovetkezik, hogy alkalmazasuk kérdését az
uj kifejezésekéhez hasonléan kellett volna latnia. Az Appendix vizsgalataval eldontendd
kérdés az, hogy végiil is lemondott-e a ,parallela” kifejezés, valamint a kétvonalas jel
hasznalatarol, vagy sem. A valaszokat azonban nem kell eléfeltételezniink, hanem helyette az
Appendix mint elsddleges forras vizsgalatara kell hagyatkoznunk.

Osszegezve: a felemas észrevételsor Bolyai felemasan végigvitt nyelvi szigorusagat mutatta.
Egyfeldl transzparenssé tette a fogalmi, terminoldgiai €s szimbolumrendszer kialakitdsanak
elveit. Ezzel megmutatta egyrészt a fogalmi-terminologiai reflexivitast, masrészt a fogalmi-
terminologiai és jeldlési szigorusag altalanos jellegét. Masfeldl azonban napfényre hozta,
hogy Bolyai e szigortisdgnak a sajat maga altal felallitott mérce szerint nem tudott megfelelni,
¢s az 1) terminusok megalkotasdnak nehézségét nem sikeriilt (még sajat magat kielégitéen
sem) megoldania. Az a viszonyulds azonban, amit ezaltal tetten érhettiink, valamint az az
altala valasztott megoldas, hogy végiil jellegtelen roviditésszeri elnevezésekhez folyamodott,
boéségesen elég ahhoz, hogy azt allitsuk: amit az Appendixben taldlunk, az vagy alapos
megfontolas eredménye, vagy az ennek szlir6jén is atment és a jelentés magatol értetddo
voltabol fakadd kovetkezmény. A latottak egy bizonyos vonatkozasban arnyaljak a Standard
Nézet altal kialakitott képet, &m azt, hogy amit az Appendixben talalunk, névértéken kell
venni, megerdsitik.

Ugy vélem, hogy az Appendixbeli matematikai szimbolumok altalanos és a kétvonalas jel
specifikus hasznalatanak sajatossdgai nem hagynak kétséget a régtdl fogva ismert és centralis
helyzetii ,,parallela” terminus miibeli helyét és értelmét illetéen. Szo6 sincs arrdl, hogy az 1j
terminusokhoz hasonldé ,bizonytalankodast” vagy a ,parallela” kifejezés tovabbi
alkalmazasanak kérdésében elbizonytalanodast figyelhetnénk meg. A kétvonalas jel
hasznélatat és a ,parallela” kifejezés Appendixbeli szerepét illetden nagyonis vilagos és
sokatmond¢é jelhasznélattal, meglehetdsen egyértelmii olvasattal van dolgunk. Ehhez pedig
nincs masra sziikség, mint komolyan venni a mii meglehetésen konzekvens, 6nmagéban is

arulkod6 — a Standard Nézet altal Iényegében figyelmen kiviil hagyott — jelhasznalatat.
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6.3 A kétvonalas jel, mint a Bolyai-féle ,,parallela” jele

6.3.1 Az Appendix jelmagyarazata

Az Appendix egyik megkiilonboztetd jegye a mi elején kozolt Explicatio signorum, azaz a
jelek kifejtése”. A jelmagyarazat egyik sajatossagat az adja, hogy Bolyai a rendkiviil preciz
jelmagyarazatban szamos olyan jelet vezet be és értelmez, amelyek teljesen eredetiek. Ezek
hasznélata csak a Bolyaiakra jellemzd. A jelmagyardzat igazi értelmét persze a jelek késdbbi
hasznalatanak sajatossdga vilagitja meg: az eldzetesen bevezetett jelek mogott allo latin
terminus verbalitdsara mind Bolyai Janos, mind Bolyai Farkas igen intenziven tdmaszkodik.

Egyelore az Appendixnél maradva: a jelmagyarazat nytjtja, tobbek kozott, példaul a *L>°, a
'A’,az ’R’, a =’ és az "Or’ jelek értelmezését, tovabba néhany mas, tipografiailag nehezen
visszaadhato jel verbalis feloldasat is. Ezek jelentése sorjdban a kdvetkezd (eldszor a kifejezés
magyar forditasat, majd zarojelben az eredeti Bolyai-féle latin kifejezés szerepel a megfeleld

alakban:

L: merdleges (perpendicularis, -e, mn.),
A sz0g (angulus, -i, hn.),
R: derékszog (angulus rectus, -i, hn.),

egybevagdsag vagy kongruencia (congruens, -entis, mn.),

Or: az ‘r’ sugaru kor keriilete (peripheria circuli radii r).

A tipografiailag visszaadhatatlan jelek kozé szamit példaul a hatarérték Bolyaiak altal
hasznalt jele, az izogonalitas (vagy egyenldszogliség), valamint az » sugara kor teriiletének
jele. Emellett sajatos jeleket vezet be az egyenesre illeszkedd pontok Osszességének, a
félegyeneseknek, a sikbeli pontok Osszességének, a félsiknak, a szdgtartomanynak és a
siktartomanynak a jelolésére. Ezen feliil Bolyai természetesen hasznal a miiben olyan tovabbi
matematikai jeloléseket is, amelyek a jelmagyarazatban nem keriiltek és nem is szorulnak
értelmezésre. A verbalisan kifejtetlen matematikai jelek a kovetkezdk: *+°, ’<’, ’>°, ’=', °0’,
n’, ’sin’, ’cos’, ’tang’, ’cot’, ’lognat’, *A’, ’0’, ’sinvers’ és a hatvanyozas szokasos jeldlései.
Ezeket valoban tgy tekinthetjiik, mint kézismert, elézetes értelmezésre nem szoruld vagy
onmagukért besz¢éld jeldléseket. Van azonban két tovabbi jel is, amelyet Bolyai nem fejt ki
verbalisan az Explicatio signorum keretében. Az egyik a mii elsd paragrafusdban bevezetett
haromvonalas jel (°|||’), mig a masik a mii huszonkettedik paragrafusdban bevezetett
kétvonalas jel (‘||’) (4.F abra). A haromvonalas jelet a legeldszor nem metszo

(féD)egyenesekkel sszefliggésben, mig a kétvonalasat az egyenld tavolsdg L-vonalakkal — a
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nem-euklideszi geometria 4ltalanossd valt terminologidjaval: a paraciklusokkal -
kapcsolatban vezeti be. Bolyai ezaltal, pusztan a jelek kifejtését vagy bevezetését tekintve,
egyik jelhez sem kapcsol direkte a torténeti értelemben vett euklideszi geometridban
gyokerezd jelentésii terminusokat, igy a ,,parallela” terminus megfeleld valtozatat sem. Bolyai
ilyen szempontbdl sem a jelmagyarazatban, sem a jelek bevezetésének méddjaban nem tesz
kiilonbséget kozottiik. Valdjaban éppen ezért nincs alapja annak, hogy a Standard Nézet
Bolyai jelhasznalatdra hivatkozva megalapozott modon rendelhesse hozza a ,parallela”
terminust az elsd paragrafusban bevezetett jelhez: a bevezetés modjat illetden nem
indokoltabb a haromvonalas szimbolumhoz hozzarendelni, mint a 22.§-ban bevezetett
kétvonalas jelhez. Ebbdl a szempontbol, mar ami a jelmagyarazatbeli hianyukat vagy a
foszovegbeli bevezetés jellegét illeti, a két jel teljesen egyenrangii banasmodban részesiil.
Tagabb perspektivabdl tekintve azonban az egyenrangusdgot két dolog is megsziinteti: a
kétvonalas jel kozismertsége és kozkeletli hasznalata, azaz a jelhasznalati konvencid altal
biztositott kézenfekvd értelmezhetdség, valamint a jelhasznalat azon altaldnosabb, Bolyaiakra
jellemzdé vondsa, amelyet a Bolyai Janos Appendixét magéba foglald Bolyai Farkas-féle

Tentamen 1s mutat.

6.3.2 A parhuzamossag kétvonalas jelének tradicionalis hasznalata

Nézziik els6ként a parhuzamossag kétvonalas jelének tradiciondlis jellegébdl fakado
kovetkezményeket. A kovetkezOkben persze mindvégig érdemes szem eldtt kell tartanunk,
hogy a parhuzamossag kozismert kétvonalas jele az Ujszerli haromvonalas jellel verseng a
,parallela” terminussal valo térsithatdosagért. A Standard Nézetnek a haromvonalas jel
Appendixbeli szerepérdl adott beszdmoldja, illetve az erre €piild tényleges érvelések, valamint
az elképzelheté megmentési kisérletek éppen azt hagyjak figyelmen kiviil, hogy a
parhuzamossag kozismert jele igenis ott van a miiben, csak mas helyen és a nézet felfogasatol
eltéréen az egymastol egyenld tavolsagra elheyezkedd L-vonalakkal dsszefiiggésben. Igy a
haromvonalas jelnek az Appendixtdl kiilonb6zd, tobbértelmill, visszautald forrasokbol
levezetett Standard Nézet szerinti értelmezése éppen azt nem magyarazza meg, hogy mit
kezdjink azzal a ténnyel, hogy a parhuzamossag konvencionalis jele a nézet altal
kivanatosnak tartott helytdl kiilonb6z6 helyen igenis ott van a miiben.

Lattuk, hogy a kétvonalas jel elsé paragrafusbeli szereplése elfogadhatova tenne egy olyan

magyarazatot, amely a jelhaszndlati konvenciora alapoznd a magatol értetédd verbalis
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értelmezhetdséget, €s ezzel magyarazna az Explicatio signorumbeli kifejtetlenségét. Ebbol
azonban az kovetkezik, hogy a Standard Nézetet igazan megkérddjelezd jelenség nem a
kétvonalas jel elsd paragrafusbeli hidnya, hanem mashol és mds értelemben vald
felbukkanasa. Ez az, ami kizarja, hogy a haromvonalas jelet a kétvonalas jel felvaltasaként,
lecseréléseként lathassuk.

Masfeldl a haromvonalas jel legjobb esetben is sziikkori, legfeljebb a Bolyaiak kérnyezetére
kiterjedd ismertsége, valamint a kétvonalas szimbolum széleskorii és hossza multra
visszatekintd hasznalata éppenhogy nem azt az olvasatot teszi magatol értetddové, amely
szerint inkdbb az elsé paragrafusban bevezetett jelhez kell a ,parallela” (vagy a
»parhuzamos™) kifejezést kapcsolni, ¢s nem inkdabb a masik helyen bevezetett masik
szimbolumhoz. Legaldbbis akkor biztosan nem magatdl értetédd a bevett nézet szerinti
olvasat, ha ehhez nem kapunk — mint ahogy a mii korabeli olvasdja sem kapott — olyan
utmutatast, amely a kétvonalas jel terminoldgiai értelmezését a tradicioval ellentétes iranyba
mozditana. Ellenben nagyon is kézenfekvd, hogy a jelhasznalati konvencid alapjan a
parhuzamossag jelolésére addig is hasznalt kétvonalas jelhez tarsitsuk — illetve, hogy a mi
korabeli olvasoja is ehhez tarsitsa — a parhuzamossagot, vagy a neki megfeleld terminust. A
dolgot a Standard Nézet 4ltal sugallt [4tdsmod helyett pontosan forditva kell latni: Bolyai nem
szamithatott arra, hogy a megszokott kétvonalas jel helyett a merdben Gjszerti haromvonalas
jelhez fogjak ,,parallelat” tarsitani. Arra sem szamithatott, hogy a ,,parallelat” nem fogjak a
kétvonalas jelhez kapcsolni. Ha a Standard Nézet felfogasdnak megfeleléen elfogadjuk, hogy
Bolyai jelhasznalata, szimbolumai ,,bonyolult kifejezéseket potolnak™ azért, mert ,.el akarta
keriilni a szemléletességtol atitatott hagyomanyos terminolédgiat” (a la Salld), akkor nem elég
elkeriilnie a hagyomanyos terminusokat — el kell keriilnie a hagyomanyos jeleket is. Ha pedig
mégsem keriili el a hagyomanyos jeleket, akkor milyen alapon éllithato, hogy a parallelizmus
szokéasos kétvonalas jele Bolyainil nem a parallelizmust jelenti? Erdemes itt megjegyezni,
hogy egyaltalan nem taldltam olyan idézetet vagy forrashivatkozast, amellyel alatdmaszthato
lenne a ,,szemléletességtdl atitatott hagyomanyos terminoldgia elkeriilésének” szandéka, ezért
ezt egyeldre sokkal inkabb tekinthetjiik Sallo értelmezési torekvésének, mint Bolyai terminus-
és jelhasznalati szandékdnak. Am még ha a ,szemléletességtol atitatott hagyomanyos
terminologia elkeriilésének™ igazolhat6 lenne is, akkor azt, hogy Bolyai a parhuzamossag
jolismert kétvonalas jelét nem keriilte el, nem inkdbb annak bizonyitékaként kellene-e
latnunk, hogy a hozza kapcsolédd terminust sem akarta elkeriilni? A parhuzamossag

konvenciondlis jelérdl nem lehet egyszerre allitani, hogy Bolyai elkeriilte és megtartotta. Ha
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pedig szemmel lathatéan megtartotta, akkor mindaddig, amig nem kapunk tovabbi
fogodzokat, nincs alapunk ahhoz, hogy a megtartast az elkeriilésnél kevésbé tudatos
dontésnek, vagy ,,a jel jelentésének kézenfekvd jellegébdl fakadoan onkéntelen”, de kevésbé
relevans 1épésnek tartsuk. Kovetkezésképp: a Standard Nézet altal sugallt olvasattal szemben
nincs indok arra, hogy ne a kétvonalas jelhez kapcsoljuk a ,,parallela” kifejezést, €¢s hogy ne
kapcsoljuk 0ssze vele.

Ez a két szimbolum egymadssal folytatott kiizdelmében igen erésen a kétvonalas jel felé
billenti a mérleg nyelvét a ,,parallela” ként vald interpretalhatosaghoz. A tovabblépéshez a
Bolyai Janos 4altal az Appendixben ¢és a Bolyai Farkas altal a Tentamenben kovetett
jelhasznélat azon vonasarol kell beszélnlink, amelyet eddig egyaltalan nem érintettiink, ¢és
amelyet lényegében figyelmen kiviil szokas hagyni. A Bolyai Janos altal megvaldsitott
jelhasznélat ugyanis rendelkezik egy olyan jellegzetességgel — egy olyan kodolasi eljarast
kovet — amely céljabol adodoan a mii megfeleld, egyértelmii olvasatat hivatott biztositani. Ez
a kétvonalas jelhez hozzarendelendd és egymassal versengd terminusok koziil csak az egyiket
tamogatja. Ehhez az olvasathoz nem csekély tovabbi municiot a Tentamen jelmagyarazatanak

szemrevételezésébdl is nyerhetiink.

6.3.3 A kétvonalas jel és a ,,parallela” a Bolyai Farkas-féle Tentamen jelmagyarazataban

Vessiink egy athato pillantast Bolyai Farkas Tentamenjének Explicatio signorumara is.
Amikor ugyanis kordbban azt Aallitottam, hogy az Appendixet Bolyai Janos 4altal
jeloléstechnikailag, altalanosabban pedig tipografiailag jovahagyott miinek kell tekinteniink,
akkor sem gondoltam azt, hogy a Tentamentdl teljesen filiggetleniteniink kellene. Nem
képzelem, hogy a Tentament teljesen irrelevansnak kellene tekinteniink az Appendixre nézve.
Csak azt allitom, hogy az Appendixre nem tekinthetiink ugy, mint amely nem tiikr6zi Bolyai
Janos jel- és kifejezéshaszndlatat. A dolgot sokkal inkabb ugy kell felfogni, hogy az
Appendixet 6nallé miiként és fliggelékként egyarant szemiigyre kell venniink, és az Appendix
0nallo, valamint Tentamenbdl kovetkezo olvasatara egyarant sziikségiink van. A kétfajta
olvasatnak egymassal egyezOnek, de legalabbis ellentmondasra nem vezetdnek kell lennie.

Hogy mi sz6l az Appendix tipografiai zartsaga és az 6ndllo miiként valod értelmezhetdség
mellett, mar lattuk. A két Bolyai kozotti szoros matematikai kapcsolatot figyelembe véve
azonban az sem feltételezhetd, hogy ne ismerték volna tokéletesen egymas jeloléstechnikai
apparatusat és modszereit. Marcsak azért sem, mert ennek eldnyeire tdmaszkodtak az

egymassal folytatott levelezés sordn is. Az is elgondolhatatlan, hogy a k6zds megjelentetés
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soran nem kellett ismernilik és szem el6tt tartaniuk egymas jelolésrendszerét, valamint a
jelhasznélat alapelveit. Ha masért nem, hat a fliggelék-jelleg miatt éppen azt nem
gondolhatjuk, hogy Bolyai Janosnak miive megformalasakor nem kellett tekintettel lennie, és
nem volt tekintettel a Tentamen megformalasanak sajatossagaira. Nem képzelhetd el, hogy a
két miivet ne kellett volna tipografiailag egységesiteni, azaz a kiilondsen nehézkes nyomdai
eléallitasi koriilmények miatt, illetve a mil egységes megjelenése végett harmonizalni. Es
véglil azt se felejtsiik el, hogy az egyik korabban vizsgalt forrasban Bolyai Janos éppen azt
tette egyértelmiivé, hogy az altala hasznalt sajatos jelek (a szog és a hatarérték jele, valamint a
haromvonalas szimbolum) eredetileg Bolyai Farkastol eredtek, és hogy téle vette at ezeket.
Végeredményben tehat a Tentamenhez két célbdl is fordulhatunk. Egyrészt a jelhasznalati
egyezések ellendrzésének szandékaval, masrészt tdmaszkodhatunk ra tovabbi informacidk
szerzése céljabol, ha az ily modon nyert ismereteket az Appendix megerdsiti.

Az elsé fontos egyezés, hogy Bolyai Farkas szintén a miive elején adja meg a
jelmagyarazatot. Bar a Tentamen elsé kotetének nagy formatumu, kihajthaté Explicatio
signoruma csak a konyv kotését kovetden keriilt beragasztasra, a masodik kotet mar az
atszerkesztett, normal méretli lapokra nyomott és a miibe rendesen bekotott jelmagyarazatot
tartalmazza. Tovabbi fontos parhuzam, hogy bizonyos jeldlések és kifejtéseik megegyeznek a
két miiben (a Tentamenben és az Appendixben). Egyezést mutat példaul a derékszog €s a szog
jele, valamint feloldasuk. Bolyai Farkas Tentamenjének els6 kotete azzal a tovabbi
sajatossaggal is rendelkezik, hogy néhany, Bolyai Janos altal kifejtetleniil hagyott, de
onmagéért beszElo jelet is értelmez, példaul *A’ (haromszog; triangulum, -i, kn.) illetve a 0’
(négyszog; quadratum, -i, kn.).

Kiilonbség azonban, hogy Bolyai Farkas a Tentamen jelmagyarazataban is szerepelteti a ‘||’
kifejezéseket tarsitja hozzd a megfeleld, ragozott alakban. A két kiilonbozd valtozat forrasa,
értelemszertien, a Tentamen két kiillonbozo kotete: a ,,parallelus” valtozat a mi 1832-es elso,
mig a ,,parallela” az 1833-as megjelenésii masodik kotetének jelmagyarazatdban szerepel.

A ‘||’ jel feloldasa az els6 kotetben:

PN [ J— A parallelum ipsi B”

Az 1833-as masodik kotet esetében pedig a kovetkezo:
A L B denotat, quod A ad B perpendicularis sit.*

" Azaz magyarul: A parallel (parhuzamos) magéhoz B-hez.”
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A || B significat, quod A parallela ad B sit.*'

Ez tehat kétségtelenné teszi, hogy a kétvonalas jel értelme, a tradicionak megfelelden:
»parallela” (,,pdrhuzamos”).
A Tentamen 6nmagan tilmutatd jellemvonasa pedig szamunkra az, hogy a Bolyai Farkas-féle
Explicatio signorumban felfedésre keriil a miiben — és majd az Appendixben is — kovetett
kodolasi eljaras mikéntje €és a visszafejtés alapelve. Az Appendix ugyanis nem pusztan a
jelmagyarazat stilusaban, hanem a Bolyai Farkas altal alkalmazott ,,sifrirozasi eljarasban” is
koveti a Tentament. Ami kiilonbség, hogy amig az Appendix kapcsan ezt a — nem talsdgosan
nehéz — feladvanyt az olvasdénak maganak kell megoldania, addig a Tentamen ezt sem bizza
az olvasora. A Tentamen egyértelmiivé teszi, hogy a szoban forgo jelek a tovabbiakban a szo
roviditését szolgaljak, és ragozasra is keriilnek. A Tentamen jelmagyarazataban ugyanis a
kovetkezd, a visszafejtést segitd jelkulcsot talaljuk:

Ala, Ali, |]la, |[logrammum, ||lepipedum, L ris etc. tantum est, ac triangula, anguli, parallela,

parallelogrammum, parallelepipedum, perpendicularis etc.®

Mindent egybevetve a Tentament két szempontbol is mérvadonak tekinthetjiik. Egyrészt
specidlisan, a kétvonalas jel ¢és ,parallela” terminus kozotti viszonnyal kapcsolatos
utmutatasban, masrészt altalanosan, a jelmagyarazati jeleknek — a mi egyértelmii olvasatat

szolgalo — ,,desifrirozasaban”.

6.3.4 A ,,parallela” megkeriil

Az imént a Tentamenre elmondottak az Appendix helyes olvasatdhoz is irdnymutatdssal
szolgalnak — Bolyai Janos pontosan ugyanazt a jelolési-kodolasi eljarast koveti, mint Bolyai
Farkas. Bolyai Farkas Tentamenjének jelkulcsa igy egytttal az Appendix jelkulcsa is. Hogy ez

valdban igy van, azt a legegyszerlibb ellendrizniink a jelmagyarazatban értelmezett jelek

% Azaz magyarul: ,,A L B jel6lje, hogy A merSleges B-re.”

81 Azaz: A || B jel6lje, hogy A parallel (parhuzamos) B-vel.”

%2 Azaz magyarul (de az eljaras kidomdoritasa céljabol a geometriai targyak latin neveit nem forditva): ,,Ala, Ali,
[la, [logrammum, ||lepipedum, L ris stb. annyit tesz, hogy triangula, anguli, parallela, parallelogrammum,
parallelepipedum, perpendicularis stb.” Bolyai Farkas egy 1ényegesen késobbi megjegyzése szerint a kétvonalas
jel még mindig ,,parallelt” jelent, hiszen: ,,|| és L esmert jegyek; az elsd parallelt, a’ 2dik pedig perpendicularist
teszen” (Bolyai 1843: XXXIX).
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szovegbeli hasznalatan, hogy azutan attérhessiink a kifejtetleniil maradt jel (vagy jelek)
hasznalatanak megfigyelésére is.
A jelmagyardzat verbalisan interpretalt jelei koziil a szog (’A’) vagy a merdlegesség (L")
jeleit a szovegben a kovetkezo sajatos formakban talaljuk meg:

Aus, Alum, Ali, Alo, Alos, Nlorum

Lri, Lre Lres, Lris, Lria, L rium, Lribus, L riter

A szOg és a merdlegesség jelét Osszesen hatvanszor taladljuk meg az Appendixben ilyen,
toldalékkal ellatott forméaban (3.F és 11.F dbra). Az Appendix szovegében azonban vannak
olyan tovabbi, toldalékkal ellatott jelek, amelyek a jelmagyardzatban nincsenek kifejtve. Ilyen
verbalisan értelmezetlen, de toldalékkal kiegészitett jel 6sszesen harminchatszor fordul el a
miiben. A jelmagyardzatban ki nem fejtett, de az Appendix szovegében ragozott formaban
szerepld szimbolumnak szadmitanak a szamnevek onmagukért besz¢ld jelei, a ,.triangulum”
Bolyai Farkasndl kifejtett, Bolyai Janosnal kifejtetlen szimboluma, és végiil a kétvonalas jel
Bolyai Farkasnal ugyszintén kifejtett, Bolyai Janosnal megintcsak kifejtetlen jele (6.F abra és
12.F abra). A jelmagyarazatbeli kifejtettségre tekintet nélkiil Bolyai tehat minddsszesen
kilencvenhatszor hasznal az Appendixben ragozott, toldalékolt marematikai szimbolumot.
Lényegesen tObbszor annal, hogy — fiiggetleniill az Explicatio signorumbeli szobeli
értelmezettség tényétdé — ne tudatos és ne kovetkezetesen alkalmazott jelolési modszernek
tekinthessiik (6. tablazat). De mi a toldalékok funkcidja, és mire lehet beldliik kdvetkeztetni?

Nos: az alapjeleket a jel altal fedett latin kifejezés ragozott alakjainak megfeleld toldalékok
egészitik ki. Hasonl6an ahhoz, mint amikor a haromszoég roviditése céljabol sajat hasznalatra
bevezetett A’ jel hasznalata mellett is szeretnénk megdrizni a szoveg helyes, értelmes ¢€s
Osszefiiggd kiolvashatosagat. Ekkor példaul a ,haromszogek” a ’Aek’, esetleg *A-ek’, vagy
’Agek’ a ,mer6legesen” pedig a ,,Len”, esetleg ,,L-en” vagy ,,Lsen formdban volna
kifejezhetd. E séma szerint ellendrizve a szoban forgd szimbolumokat €és a nyelvtani
jellemzdket (sz6faj, nem, ragozasi tipus €s esetei) figyelembe véve a jelmagyarazati jelek altal
fedett latin szavak épptigy tokéletesen simulnak bele a szovegbe, mint az 6sszes tobbi. Ezt az
Appendix 1902 és 1903-as akadémiai kiadasa is megerdsiti (Kiirschak Jozsef és tarsai 1902,
1903), amely éppen ennek a sémdanak megfeleléen ,,irta” 4 a ma 0j kiadasat — eltiintetve
ezaltal a jelenség kiugrd, vagy egyaltalan megfigyelhetd jellegét (38.F abra és 39.F dbra).
Ugyanakkor az eredeti megjelenési forma kilencvenhat esete Bolyai Farkas Tentamenjének

jelkulcsa nélkiil is felismerhetové és egyértelmiivé teszi a szerzOi szandékot: a szovegbeli
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jelhasznalat 6nmagéban is Gtmutatassal szolgal a jelek verbalis visszafejtéséhez. Mivel pedig
ez a sajatos jelolésmod az Appendix Erratajaban is visszakdszon (amelyet, mint lattuk, Bolyai
Janos ,,nyomtattatott” sajat kezilileg), ezért kétségek nélkiil tekinthetjiilk Bolyai Janos-féle
irasmédnak is (9.F dbra és 10.F abra).

A Bolyai Farkas-féle jelkulcs mellett ugyanis a latin nyelv grammatikai szabalyai,
mindenekelOtt a ragozasi szabalyok, jarulékos ellendrzési lehetdséget biztositanak szamunkra.
Ez azért van igy, mert a Bolyaiak 4ltal alkalmazott eljards nemcsak a ragozdsi osztaly
(declinatio) esetrdl esetre valtozd végzodését, hanem a valtozatlan sz6td utolsod betiijét is
feltiinteti. A szotd utolsd betlijének feltiintetése nélkiil példaul az angulus jele CA’) a
kovetkezOképpen ragozddna, illetve a kovetkezd formak fordulna el a szdvegben: ’Aus’,

b ) 2

Aum’, Al’, A0°, Ao0s’, “Aorum’. Ehhez képest jelent tobblet-informéciot a Bolyaiak altal
kovetett eljaras, amely a sz6g A’ ragozott jelét a *Alus’, *Alum’, *Ali’, *Alo’, *Alos’, *Alorum’
formaban alkalmazza. Mindez nagymértékben leegyszerlisiti a jel altal takart kifejezés
visszafejtését és a szoba johetd lehetdségek sziikitését azokban az esetekben is, amikor a
Bolyai Janos altal interpretalatlanul hagyott jelekrdl van szo.

Ratérve ezekutan a kétvonalas jel Appendixbeli eléfordulasara a kovetkezOket mondhatjuk: a
‘I’ jel (a ragozatlan el6fordulasokon kiviil) a kdvetkezd formékban fordul eld toldakékkal
kiegészitett alakban: |[lam, ||la, |[lae és |[las (Karteszi 1973: 54-5, 7.F, 8.F és 13.F abra). Mind
a négy eset az Appendix 32. paragrafusanak III. pontjaban talalhato.

A jelhez jarulo toldalékok két komponense — a valtozatlan szoté utolso betiije plusz a valtozo
rag — egylittesen megszabja a °‘/|’ jellel lefedheto kifejezések koreét, és lényegében a
,parallela”-ra” sziikiti le a szoba joheto jelolteket. Mindez tokéletesen egybevag a
Tentamenbdl kévetkezo, Bolyai Farkas jelkulcsa segitségével elorevetitett olvasattal.

Ami igazan meglepd, hogy a Stackel-féle Raumlehre-Appendix-kompilacié, valamint ennek
Rados-féle forditasa, tovabba a Toéth Imre Appendix-forditas is megfelel az altalam adott
olvasatnak. Stackel a Raumlehre kozlésekor (Stackel 1913/2: 193) és Rados a forditasban
(Stackel 1914/2: 206) ugyanis a 22. paragrafus kétvonalas jeléhez olyan, az értelmezést segitd
k62161, illetve forditoi labjegyzeteket kapcsoltak, amely szerint: ,,igy olvasandé: pdrhuzamos™
(42.F abra és 45.F abra).

Kiilon érdekesek Stackelnek, Radosnak és Tothnak az Appendix 32. paragrafusanak
atliltetésekor valasztott forditdsi megoldédsai. Ekkor ugyanis a forditoknak szembe kellett
talalniuk magukat a kétvonalas jel ragozasaval. Vajon hogyan oldottdk meg a kérdést? A

Stackel-féle Raumlehre-kompilacid 32. paragrafusaban (ne feledjiik: ez mar az Appendix
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Stackel-féle forditasa) a kétvonalas jel a kovetkezd formaban szerepel: ’|len’ (Stackel 1913/2:
205, 46.F abra). Ez az eredeti ragozott latin jel ,,parallelen”-ként valo értelmezését sugallja,
ami 0sszhangban is van Stackel 22. paragrafushoz fizott labjegyzetével. Rados forditasa is
ehhez igazodik: ,,Az elébbiek alapjan ugyanis konnyen kimutathatd, hogy a sikban az L-en, a
koron és az egyenessel ||-okon kiviil mas egyenletes vonal nincsen.” (Stackel 1914/2: 219-
220.

To6th Imre pedig tigy oldja meg a dolgot, hogy a kétvonalas jelhez egyszer az ,,-0s”, masszor
az ’-osokon” toldalékot illeszti, vélhetéen az eredetibdl vald forditas és a magyar szoveg
értelmessége altal egyiittesen megkivant kdvetelményeknek megfelelden. Ez pedig az adott
helyeken a ,parhuzamos” kifejezés behelyettesithetdségét sejteti. Mig Stackel esetében
kétszeresen is megerdsitést nyert, hogy a Bolyai-féle ,,parallela” kérdésében nem tartozik a
Standard Nézet képviseldi kozé (legfeljebb részlegesen, a haromvonalas egyenesek
»aszimptotikus”-nak mindsitése miatt), addig Toéth Imre esete bonyolultabb. Forditasi
megoldasa, feltéve, hogy az atiiltetés sordn valdban a ,,parhuzamos” szt tartotta szem elott,
nem felel meg annak, amit egyébként képvisel. Egyfeldl megintcsak arr6l van szd, hogy
forditdsi metddusara €és konkrét megoldéasaira az altala is képviselt Standard Nézet nem
nyomta ra bélyegét, ugyannakkor masfel6l mintha valami megakadélyozta volna abban, hogy
az altala tapasztalt jelenség konzekvenciat mind a sajat alldspontjara, mind
matematikatorténet-irasra nézve levonja.

Ami a Standard Nézet tobbi képviseldjének megoldasat illeti: Karteszi a 32. paragrafus
forditasakor az ekvidisztans értelemben hasznalt kétvonalas jelet sz6 szerint kiirva tobbszor is

parhuzamos”-nak forditja (Karteszi 1973: 101-2; Karteszi és Szénassy 1987: 104).%

Figyelembe véve, hogy az elsd paragrafussal kezd6dé résznek is a ,,A parhuzamossag”

% A helyzet kaotikus jellegét mi sem mutatja jobban, mint hogy Kérteszi a 22. paragrafushoz fiiz6tt magyarazé
kommentarjaban is (majd folytatdlagosan) egymassal szinonim kifejezésként hasznalja a ,,parhuzamos” és az
»egyenlokoz” kifejezést: ,,Ha a paraciklust onmagéban eltoljuk — a tengelyeket a gérbéhez mereven kotdttnek
képzeljiik —, egy tengelynek barmely pontja paraciklust ir le. Az igy szarmaztatott paraciklusokat egymashoz
képest parhuzamos vagy egyenlokozii paraciklusoknak nevezzilk. A parhuzamos paraciklusoknak minden
normalisa kozos és két paraciklusnak a normalison mért tdvolsdga mindeniitt egyenld. (...) Ha a paraciklust a
tengelyéhez kotjiikk mereven és a tengelyt toljuk el, 5nmagaban, akkor a paraciklus a vele parhuzamos paraciklus
helyében 1ép ... Két parhuzamos paracikluson — a kdzos normalisok metszéspontjait egymashoz rendelve — egy-
egyértelmii megfeleltetés létesiil.” (Karteszi 1973:141). Kalman hasnlbéan egyszerre tartja Bolyai-féle értelemben
parhuzamosnak az elészor nem metszé egyeneseket, valalmint az egymastol egyenld tavolsagra elhelyezkedd
paraciklusokat (Kalman 2003: 39-41). Ezekbdl latszik, hogy mennyire nem kézenfekvé még modern
matematikaban, és ezen beliil a nem-euklideszi geometriaban jartas matematikusok szamara sem az euklideszi
parhuzamossag pusztan nem metszoként értelmezése, €s hogy mennyire kézenfekvd az ,.ekvidisztans”,
»egyenlokozi” értelemben vald hasznalata. V. 6. az Appendix 1-3. paragrafusdhoz flizott magyarazataival
(Karteszi 1973: 124); valamint az értekezés 3.2 pontjaval.
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fejezetcimet adta (Karteszi 1973: 71; Karteszi és Szénassy 1987: 75), valamint hogy az elsd
paragrafust ,,az euklideszi értelmezést specidlis eset gyanant magaba foglalo tagabb
parhuzamossag-értelmezésnek™ tartja (Kdarteszi 1973: 127), eljardsat Osszességében is
inkoherenssé¢ teszik. Az Appendix 1902 és 1903-as 0j akadémiai kiaddsanak pedig az a
sajatossaga, hogy mikozben egyetlen kivétellel minden ragozott matematikai szimbolumot
visszaalakit és sz6 szerint kiir, addig egyediil a ragozott kétvonalas jelet hagyja meg eredeti
formajaban (Kiirschdk Jozsef és tarsai 1902, 1903: 22).

A Standard Nézet tobbi képviseldjétdl szarmazo forditasok a szoban forgd helyen egyszeriien

ignoraljak a kétvonalas jel toldalékait.

Mindent egybevetve: a kétvonalas jel tradiciondlis haszndlatabol adodo olvasat, Bolyai
Janosnak az Appendixben alkalmazott kovetkezetes és informativ jeloléstechnikai
eljarasmodja, figyelembe véve a mii tigabb kontextusabol — a Bolyai Farkas-féle
Tentamenbdl fakado értelmezési utmutatast és a geometria torténete altal kitiintetett fogalmi-
terminologiai apparatust —, kiilon-kiilon és egyiittesen egyarant arra mutatnak, hogy a ‘||’ jel
rejti a ,,parallela” terminust, azaz a , parallelus” megfelelé alakjat. Erre az eredményre ¢és a
kétvonalas jel Appendixbeli hasznélatara alapozva lehetségessé valik, hogy kideritsiik: Bolyai
szamara mit jelent, azaz milyen értelemben hasznalja a miiben a ,,parallela” kifejezést. Ez az,
amit Bolyai-féle ,parallela”-nak tekinthetiink. Ha pedig a ,parallelat” a parhuzamossal

azonositjuk, akkor a Bolyai-féle parhuzamossagrol is ebben az értelemben kell beszélniink.
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6. tablazat. Az Appendixben hasznalt ragozott matematikai szimbolumok

A Az
A ragozott jel ragozott | alapjel
Ap;l:::;)tcil;eli A raggzott jel. Az Appendix,beli eléfordulas helye és 621:;1; r;ft(:-
eléforduldsi teljes Kkiirt alakja darabszama (paragrafus/db) eléfor- | eléfor-
formajaban dulasa | dulasa
(db) (db)
Alus angulus 5.8/1 1
Alum angulum 7.§8/1,10.§/1, 18.§/1, 37.§/1 4
Ali anguli 32.§/1,35.§/1, 39.§/1, 42.§/1 4
Alo angulo 5.§/2,20.8/1, 25.8/1, 33.8/1, 35.§/2, 39.§/1 8 32
Alos angulos 31.§/1, 33.§/1 2
Aorum rilomn iggg, 26.8/1,39.§/2,40.§/1, 41.§/2, 42.§/4, 13
L ri perpendiculari 17.§/1, 41.8/1, 43.§/2 4
L re perpendiculare 17.§/2 2
L res perpendiculares 30.§/1, 39.§/1 2
L ris perpendicularis 19.8/2, 35.8/1, 36.§/1, 38.§/1, 40.§/1, 41.§/1 7 28
L ria perpendicularia 27.8/1 1
L rium perpendicularium | 20.§/1, 32.§/1 2
L ribus perpendicularibus | 32.§/1 1
L riter perpendiculariter | 8.§/1, 10.§/4, 18.§/1, 32.§/1, 35.§/1, 43.§/1 9
Alum triangulum 33.§/1 1
Ali trianguli 41.8/1,42.8/4,43.§/1 6
Alo triangulo 25.8/2,26.8/1,41.§/3 6 22
Ala triangula 40.8/1,42.8/1 2
Alorum triangulorum 30.8/2,37.§/1,39.§/2,42.§/2 7
Imo primo 31.§/1 1 1
2dum secundum 32.8/1 1
2do secundo 31.§/1 1
2dae secundae 32.8/1 1 5
2darum secundarum 32.8/1 1
2di secundi Errata/l 1
3tio tertio 31.§/1, Errata/l 2 3
3tae tertiae Errata/1 1
4tum quartum 37.8/1 1 1
[la parallela 32.8/1 1
|[lam parallelam 32.§/1 1 ;
|[lae parallelae 32.§/1 1
|las parallelas 32.8/1 1
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6.4 A Bolyai-féle ,,parallela” értelme

Most tehat adott, hogy hol rejtézkodik a miiben a ,,parallela” terminus — a kérdés mar csak
az, hogy milyen értelemben jut szerephez.

Ha az Appendixben a kétvonalas jel fedi a ,parallelus” kifejezést (vagy a beldle
grammatikailag levezethetd formaju ,parallela™t), akkor a ’||” jel minden el6fordulasi
helyéhez ezt kell tarsitani. Ez azonban Iényegesen tobb esetet jelent, mint ahol a ragozasbol
kovetkezd és az alapjelet kiegészitd toldalékot talalunk. Ragozott alakban ugyan csak a 32. §-
ban tlinik el6, de mar a ma 22. §-atol alkalmazasra keriil. A kiegészitések pedig csak akkor
jonnek szoéba, ha a matematikai szoveg ,,0sszefliggd olvashatdsaga” sziikségessé teszi, €s
ekkor is csak a ,,parallela” formahoz képesti valtozdsok nyomon kovetésére szolgalnak.

Ha a kétvonalas jel takarja a ,parallela” szot, akkor jelentése azokkal a geometriai
alakzatokkal, illetve azzal a kozottiik fenndllo reldcioval van Osszefliggésben, amelyekkel
kapcsolatban Bolyai alkalmazza. A kifejezés értelmének rekonstrudlasahoz az Osszes ilyen
hasznalatot kell figyelembe venniink.

Bolyai a kétvonalas jelet az egymastdl egyenld tavolsagra elhelyezkedd, ugynevezett L-
vonalakkal Osszefiiggésben vezeti be, és a miiben mindvégig haszndlja az egymassal
ekvidisztans viszonyban all6 L-vonalakkal Osszefiiggésben. Bolyai mindazonaltal maés
vonalfajtakkal Osszefiiggésben is a szoban forgd jelhez folyamodik — akkor is tehat, ha mas
vonalfajtak ugyanolyan viszonyban vannak egyméassal, mint az egymastol egyenld tavolsagra
elhelyezkedd L-vonalak. Igy a kétvonalas jelet veszi igénybe akkor is (bevezetésszeriien a mii
27. §-aban), amikor a szoban forgo relacié két olyan vonal kozott all fenn, amelyek koziil az
egyik egyenes, mig a masik olyan vonal, amelyre az egyenestdl egyenld tavolsagra
elhelyezkedd pontok illeszkednek.

Két tetszoleges paraciklus (L-vonal) nem sziikségképpen ekvidisztdns, mint ahogy egy
hiperciklus és egy egyenes sincs sziikségképpen ilyen viszonyban. Bizonyos paraciklus-parok
¢s bizonyos egyenes-hiperciklus parok azonban ilyen viszonyban vannak, azaz egymashoz
képest ekvidisztansak — Bolyai pedig éppen ennek a sajatos viszonynak a jelolésére hasznalja
a ,,parallela”-t helyettesité kétvonalas jelet. Erdemes felfigyelni arra is, hogy a relaciot az
uniformis (6nmagéban eltolhatd) vonalfajtakon beliil vonaltipustol fiiggetleniil hasznalja, azaz
tekintet nélkiil arra, hogy paraciklus-paraciklus, vagy hiperciklus-egyenes vonalparrdl van-e
$Z0.

Erre alapozva azt mondhatjuk, hogy Bolyai szdmara a ,parallela” kifejezés az

»ekvidisztansat”, azaz az ,.egyenlotavolsagut” vagy ,,egyenlokoziit” jelentette. Megengedve,
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hogy a ,,parhuzamos” azt jelenti, amit a ,,parallelus” vagy a ,,parallela”, azt is mondhatjuk,
hogy Bolyai szdmara a ,,parhuzamos” az ,.ekvidisztans”-at, a ,,parhuzamos vonal” pedig az
»egyenlokozii vonal’-at jelentette.

Ez egyszeriben érthetévé teszi azt is, hogy Bolyai miért nem hasznalja — miért nem
hasznalhatja — semmilyen modon sem a ,,parallela” vagy a ,,parallela linea recta” kifejezést az
Appendix els0 passzusdnak eloszor nem metsz0 (hatarhelyzeti) (fél)egyenesére. Mint
korabban lattuk, az Appendix els® paragrafusa abszolut geometriai tétel. Az el6szér nem
metsz6 (fél)egyenes meghatarozasa nyitva hagyja a kérdést, hogy az ,,el6szor nem metszés”
milyen szognél kovetkezik be, azaz, hogy a kozos transzverzalissal alkotott belsé szdgek
Osszege mennyi. Ha ez az Osszeg egyenld m-vel (Bolyai jelolése szerint 2R-rel), akkor az
»Euklidész XI. axiomajanak feltevésén alapuld” rendszerrdl, azaz a logikai értelemben vett
euklideszi geometria rendszerérdl van sz6 (Z-rendszer). Ha pedig az 6sszeg kisebb, mint ©
(Bolyai jelolése szerint kisebb 2R-nél), akkor az ,Euklidész XI. axiéomdjaval ellentétes
feltevésén alapuld” rendszerrdl, azaz a nem-euklideszi (egészen pontosan a hiperbolikus)
geometriai rendszerrdl van szo6 (S-rendszer). Mig az elsd, euklideszi eset megengedi, hogy az
elészor nem metsz0 (fél)egyeneseket ,parallel”-nek tekintsilk és nevezzik a szo
»ekvidisztans” értelmében, addig a masodik, hiperbolikus eset nem. Minthogy a hiperbolikus
geometridban az el0szor nem metsz0 (fél)egyenes az egyik iranyban meghosszabbitva
végteleniil kozeledik, a masik irdnyban meghosszabbitva pedig végteleniil tdvolodik a masik
egyenestdl — kizart tehat, hogy pontjai a masikhoz képest egyenld tavolsadgra helyezkedjenek
el. Ha a ,,parallela”-t megtaldlnank az Appendix elsd cikkelyének hdromvonalas (el6szor nem
metsz0) egyenesére alkalmazva, akkor az a jelen koriilmények kozott igen nagy baj lenne: a
Bolyai-féle abszolit geometriara vonatkoztatva fogalmi kovetkezetlenséget, a Bolyai-féle
hiperbolikus geometrian beliil pedig egyenesen fogalmi ellentmondast jelentene. Igy az
altalam képviselt tézispar masodik fele tokéletes Osszhangot mutat az elsdvel, mintegy
magyarazza ¢s indokolja azt.

képnek, 6nmagéban tekintve semmi baj nincs: fogalmi ellentmondastol mentes, koherens és

konzekvens.
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Hetedik fejezet

Osszegzés

A kovetkezdkben roviden attekintem a disszertacié legfontosabb mozzanatait és eredményeit,
valamint jelzem a vizsgélat tovabbi tavlatait és kutatasra érdemes kérdéseit.

A disszertacio keretében bemutatasra és rekonstrualasra keriilt a Bolyai Janos-féle ,,parallela”,
illetve ,,parhuzamos” elfogadott matematikatorténeti felfogasa. A felfogést dsszefoglaldan a
Bolyai-féle ,,parallela” vagy ,,parhuzamos” Standard Nézeteként jellemeztiik. A vizsgalodas
megmutatta, hogy a matematika torténete, azaz a ,,parhuzamosok probléméja” altal kitlinetett
terminus a ,,parallela”, és ezért jogos a Bolyai-féle ,,pdrhuzamos” atfogalmazasa a Bolyai-féle
,parallela” kérdéséveé.

A Standard Nézeten beliil harom olyan allaspontot sikeriilt (SN;, SNp, SNpy) elkiiloniteni,
amelyek tartalmilag is kiilonb6z6 dolgokat képviselnek a Bolyai-féle ,,parallela”-nak az
Appendix elsé paragrafusaban betoltott szerepét illetéen. A harom allaspontbdl kettd volt
olyan (SN;, SNp), amelybdl levezetheté volt, hogy a ,parallela” valamilyen formaban
ténylegesen is jelen van a mil elsd paragrafusaban, mig a harmadik (SNy) valdjaban a szoban
forgd kifejezés hianyat vetitette elére. A bevett nézet altal felvallalt két allaspontvaltozat
(SN., SNp) elkiilonitése lehetdvé tette egy olyan feltételrendszer megfogalmazasat, amelynek
tagaddasa ugyan negativ egzisztencialis allitdshoz vezetett, de filologiailag tekintve
alkalmasnak mutatkozott arra, hogy empirikusan cafolhat6 legyen.

Az értekezés egyik legfontosabb allitdsa az volt, hogy a ,,parhuzamosok problémajanak”
torténete altal kitlintetett, valamint a m{i nyelvének figyelembevételével valdoban a szovegbe
ill6 ,,parallela” kifejezés az Appendix els® paragrafusdban egyaltalan nem szerepel. Ezen
tulmenden azt allitottam, hogy a mii 6nmagdban tekintve nem szolgaltat semmilyen tovabbi
tampontot — a jelmagyarazat (Explicatio signorum) révén sem — a mi elsd paragrafusanak a
»parallela” kifejezéssel torténd 6sszekapcsolasahoz. Mindezekbdl kovetkezéen az Appendix
els6 paragrafusa nem tekinthet6 a Bolyai-féle ,parallela” vagy ,,parhuzamos”
A Bolyaiakkal kapcsolatos irodalomban lappangd véleményekbdl —alkalomadtin
szarmaztathat6 ellenvetések megvalaszolasat kovetéen sor keriilt egy merében uj és a

Standard Nézettel homlokegyenest ellentétben allo tézis megfogalmazasara, illetve
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bizonyitasara. A tétel szerint Bolyai Janos az Appendixben a hagyomanyos kétvonalas jel fedi
a ,,parallela” terminust. Ezt szamos érv mellett az a sajatos jelhasznalat tamasztja ala, amely a
jelek altal fedett latin kifejezések ragozéasaban, egészen pontosan a jelekhez jaruld ¢és a
szoveget grammatikailag helyessé és teljess¢ alakitd toldalékok alkalmazasaban nyilvanul
meg. A jelmagyardzatban verbalisan is értelmezett, valamint az itt értelmezetleniil hagyott, de
magukért beszéld jelek kapcsan egyarant megfigyelhetd jelhasznalat Osszességében egy
konnyen megfejthetd és félre nem érthetd jelkulcsot adott a keziinkbe. Mindezek figyelembe
vételével, valamint a szovegben a kétvonalas jelhez jaruld ragok alapjan, hozzavéve az
egészhez a ,,parhuzamosok problémajanak”™ torténete altal kitlintetett terminologiat és fogalmi
kapcsolataikat, kiséreltem meg bizonyitani, hogy a kétvonalas jel rejti a ,,parallela” kifejezést.
A kétvonalas jel miibeli hasznalatdnak megfigyelésével lehetségessé valt a ,,parallela”
értelmének, jelentésének rekonstrukcioja. Ez arra vezetett, hogy Bolyai a ,,parallela” terminust
»ekvidisztans”, ,,egyenldkozii” értelemben haszndlja, és uniformis (6nmagukban eltolhato)
vonalfajtak (kor, egyenes, paraciklus, hiperciklus) kozott fennalld sajatos viszonyra
alkalmazza. Ez egyrészt alatdimasztja, hogy — Bolyai fogalmi ellenmondasmentességre
torekvését feltételezve — miért nem hasznalja és miért nem hasznilhatja a mi els6
paragrafusdban az el6szor nem metsz0, azaz a hiperbolikus geometridban aszimptotikussa
valé egyenesekre a szoban forgo6 terminust. Masrészt az eredmény a ,,parallela” terminusnak a
torténeti értelemben vett euklideszi geometriabol szarmazo fogalmi kapcsolatait figyelembe
véve — ,,nem metszE€s” €s ,.ekvidisztancia” —konnyen értelmezhetdnek tlinik. A ,parallela”
»ekvidisztans” értelemben vald hasznalata a miiben mintegy visszaigazolja azt a feltevést,
hogy a kétvonalas jel mogé, a toldalékokat is figyelembe véve, valdéban a ,parallela”
terminust kell helyettesiteni.

A vizsgalat egyik legfontosabb hozadéka azonban az értekezésnek keretet add szemantikai
tézisre adott negativ valasz. Mint lattuk ugyanis a ,,parhuzamosok problémajanak” és a nem-
euklideszi geometria torténetirdsanak szemléletét a horror aequidistantiae 1égkore hatja at.
Az ,ekvidisztanciatol vald félelemben” az a torténeti tapasztalat latszott testet dlteni, hogy a
»parhuzamosok ekvidisztans-elmélete” sziikségképpen latszik az 06todik posztulatum
bizonyitasanak kudarcahoz és ezaltal a nem-euklideszi geometria felfedezése folyamatanak
megrekedéséhez vezetni. Ugy tiinhetett, hogy a nem-euklideszi geometria ekvidisztans-alapon
felfedezhetetlen. Ez a szemantikai felfedezhetetlenségi tézis egyuttal megmagyarazni latszott
azt is, hogy 1ényegében miért egyontetli és egymashoz kozel allo a két felfedezd, Bolyai Janos

¢s Lobacsevszkij fogalmi-terminoldgiai rendszere, és ennek masik oldalaként azt, hogy miért
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nem latunk egymastol Iényegesen eliité fogalmi-terminologiai rendszereket. Az értekezés
eredményeként készen kapjuk e két tézis, illetve allitas egyiittes cafolatat.

A ,parallela” ,ekvidisztans” értelemben vald Bolyai-féle haszndlata ugyanis aldassa azt a
gondolatmenetet, amely ahhoz a konkluzidhoz vezet, hogy a ,parallela—ekvidisztans”
kapcsolat a felfedezés folyamatanak szemantikai feltételei kovetkeztében nem megvalosulhat
meg. Mivel a disszertacidé eredményei szerint a ,parallela—ekvidisztans” szemantikai
kapcsolat a felfedez6k szaméra igenis realizdlhatd, ezért az a gondolatmenet, amely ennek
lehetetlenségét allitja, nem lehet helyes. Eszerint a felfedezés folyamatanak nincs olyan
altalanos szemantikai feltételrendszere, amely magaban hordand, mintegy determindlna ¢és
eldrevetiten¢ a nem-cuklideszi geometria lehetséges fogalmi-terminologiai rendszereit,
megmutatva egyuttal az onmagukat automatikusan kizar6 kombinaciokat. Ha van ilyen
feltételrendszer, akkor nem az altaldnossag ilyen szintjén, hanem példaul, esetleg, a valasztott
moddszerhez kdtve ragadhatd meg.

Feltételezve, hogy a Lobacsevszkij-féle parhuzamossag-felfogasra adott jellemzésiink
szabatos — €s nem hasonloképpen téves, mint amilyennek egykori megingathatatlansaga
ellenére mostanra a korabbi Bolyai-féle tiinik — az adodik kovetkezményként, hogy Bolyai és
Lobacsevszkij egymastdl lényegesen eltérd fogalmi-terminologiai rendszert alakitott ki,
legalabbis az egész problémakor centralis terminusat illetden. A ,,parallela” ,.ekvidisztans”
értelemben vald Bolyai-féle hasznalata mellé allitva a ,,parallellinien” ,,el0sz6r nem metsz6”,
,hatarhelyzetli nem metsz0” értelemben vald Lobacsevszkij-féle hasznalatat, a két fogalmi-
terminoldgiai rendszert lényegi kiilonbozoségét latjuk — egyontetiiségiik vagy lényegi
egyezeésiik helyett. Ez néhany tovabbi tanulsag lesziirésére is alapot ad.

Egyrészt a felfedezés folyamata mogé nem allithatunk, vagy nem feltételezhetiink olyan
szemantikai mechanizmust, amely oly moddon vezeti a fogalmi altalanositds, fogalmi
kiterjesztés folyamatat, hogy sziikségképpen egyontetii vagy jol egyezd fogalmi-terminoldgiai
rendszert eredményezzen. Nincs olyan, a ,,fogalmakban lakozd kényszeritd erd”, amely
legalabb az ismert kifejezések esetében konvergens fogalomalkotasi-fogalomkiterjesztési
folyamatot eredményezne.

Ugyanez a masik oldalrél ugy fogalmazhatd meg, hogy a jelentésnek, jelen esetben a
»parallela” kifejezés (torténeti értelemben vett) euklideszi geometriabeli jelentésének nincs
olyan 0Osszetevdje, amelynek feladasara a felfedezé inkabb hajlamos, mint a masikra.
Masként: a ,,parallela” kifejezés jelentésének nincs olyan dsszetevdje, amelynek feladasara a

»parhuzamosok problémdjan” dolgozd geométernek — mint a nem-euklideszi geometria
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potencialis felfedez6jének — inkabb hajlamosnak kell lennie, mint a masikéra, ahhoz, hogy a
nem-euklideszi geometriat egyaltalan felfedezhesse, €s potencidlis felfedezobdl ténylegessé
valhasson.

Az értekezés téziseinek fényében a nem-euklideszi geometria fogalmi-terminoldgiai
rendszereinek Bolyai- és Lobacsevszkij-féle valtozatai kozott korvonalazodd kiilonbségek
alapjan két tovabbi tanulmanyozasra érdemes kérdéscsoport jelolhetd ki.

Az egyik a matematikai fogalmi-rendszerek kozotti valasztis problémaja, amely a
tudomanyos elméletek kozotti valasztds problémajaval parallel. A fogalmi rendszerek
kiilonbozbésége valamilyen tovabbi szempont szerinti valaszthatosagot feltételez, teret hagyva
példaul az utélagos egyezkedésnek, vagy valamilyen tovabbi (akar kontingens torténeti)
mechanizmus szerinti kivalasztodast enged meg. Ha valoban a nem-euklideszi geometria
lényegileg kiilonb6zd fogalmi-terminoldgiai rendszerei jottek létre, akkor értelmes és
tanulmanyozasra érdemes kérdés, hogy hol és hogyan doél el a megfeleld fogalmi-
terminologiai rendszer kivalasztasa-kivalasztoddsa? Mi hatdrozza meg, vagy kik és milyen
szempontok szerint dontik el, hogy a rendelkezésre all6 lehetdségek koziil melyik valdsul
meg ¢s véglegesedik?

A masik kérdéscsoport a fogalmi rendszerek Osszetalalkozasakor varhatd és megfigyelhetd
jelenségek tanulmanyozasaval kapcsolatos. Az ide tartozd jelenségek tanulmanyozéasat az
teszi egyaltalan lehetéveé, hogy Bolyai Janos az Appendix megalkotasa utdn hozzavetdleg hiisz
évvel, 1850-51 koriil feljegyzéseket készitett Lobacsevszkij Geometrische Untersuchungen
zur Theorie der Parallellinien (Geometriai vizsgalatok a parhuzamosok elméletének korébol)
cimii miivéhez. Bolyainak e kéziratos munkéja Eszrevételek cimen ismeretes.”* Ez a maga
nemében paratlan és rendkiviil fontos mii: nem csupan a hiperbolikus (nem-euklideszi)
geometria egymastdl fiiggetlenil megalkotott fogalmi-terminoldgiai rendszereinek
szembesiilése egymassal, hanem 1ényegében az egyetlen olyan statuszu dokumentum, amely a
fogalmilag ¢és terminologiailag kidolgozott nem-euklideszi rendszerek Osszetalalkozasanak
lenyomatat 6rzi. A kortars felfedezOk koziil ugyanis Lobacsevszkij még csak nem is hallott
Bolyai Janosrdl és miivérdl, igy modjaban sem allt észrevételeit megtenni. Gauss ugyan
bizonyos értelemben felfedezOnek szamit, azonban eredményeit nem tette kozzé,
kovetkezésképp nem kényszeriilt gondolatainak a tudomanyos publikacid kivanalmait is

kielégitd megforméalasara, a fogalmi-terminoldgiai rendszer részletes kidolgozasara.

8 Az értekezés 5.3 és 5.4 pontjaban elemzett forrasrészletek (14.F, 15.F, 16.F és 17.F ébra) az Eszrevételekbol
valok.
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Nyilvanvald, hogy a Bolyai Janos-féle Eszrevételek az értekezés eredményeinek, téziseinek is
a probajat jelenti. Erdemes azonban a kérdést altalanosabban megfogalmazni, és nem csupan
az altalam képviselt téziseket szem el6tt tartani. Az Eszrevételek ugyanis tagabban tekintve
minden, a Bolyai-féle ,,parallela”-val, illetve a fogalmi-terminoldgiai rendszerrel kapcsolatban
allast foglalo torténeti felfogasnak, igy a Standard Nézetnek is probakove. Igy valdjaban
harom egyméssal 6sszefiiggd kérdés tanulmanyozasat teszi lehetévé az Eszrevételek.

Az els6, kdzvetlen szinten a vizsgalat értelemszeriien a Bolyai-féle ,,parallelaval” kapcsolatos
kiilonb6z6 torténetirasi nézetekre — a Standard Nézet két valtozatara (SN, és SNp), valamint az
altalam képviselt felfogasra — vonatkozhat. Ezen a szinten arra kaphatunk majd valaszt, hogy
a megfigyelt és felszinre hozott jelenségek melyik torténetirasi felfogashoz illeszkednek. A
majdani elemzést jelentésen befolydsolni latszik az a tény, hogy az egyes felfogasok a
fogalmi-terminologiai rendszerek egyontetiiségével, illetve kiillonbozdéségével kapcsolatban
Iényegesen eltérnek. A kérdés ezen a szinten az, hogy a fogalmi azonossag vagy kiilonbség
dolgaban elfoglalt alapallas befolyasolja-e a fogalmi rendszerek Osszetalalkozasanak
szituacidjarol adott beszamolot, valamint az, hogy mi szamit, vagy mit tekinthetiink a fogalmi
rendszer egyontetliségére vonatkozd mogottes felfogdsok megerdsitésének, illetve
megkérddjelezésének. Ez valdjaban azzal a filolégiai modszertani kérdéssel azonos, hogy a
torténész-rekonstruktérnek a fogalmi azonossag dolgaban elfoglalt alapallasa hogyan jut
szerephez a tOrténeti anyag értelmezésében, ¢és hogyan befolyasolja nézdpontjat,
magyarézatait.85

A vizsgalat a harmadik szinten a probdk alapjaul szolgédlo forrdsanyag, azaz a Bolyai-féle
Eszrevételek el6térbe allitasat és feltarasat fogja szolgalni. Az értekezésben feltart vagy jelzett
forraskezelési problémak fényében megkeriilhetetlennek latszik az elsddleges forrasokhoz
valo visszatérés, a forrdsok kiilsd és belsd kronoldgidjan alapuléd differencialt forraskezelés,

tovabba az eddig kialakitott forrasértelmezések feliilvizsgalata. Ilyen elsddleges, standard

% Az altalam képviselt tézisekre vonatkoztatva e vizsgalatot elvégeztem (Tanacs 2005). Az értekezés alapjat ado
korabbit eredmények fényében (Tanacs 2000 és 2001a) a Thomas Kuhn altal leirt forditova valas jelenségét
lehetett prognosztizalni. Az Eszrevételek elsé latasra inkoherensnek mutatkozik. Az elébb emlitett tanulmany
kisérletet tesz arra, hogy az inkoherenciat a fogalmi kiilonbségre és a forditasi szituacioban ebbdl adddo
sajatossagokra alapozva magyarazza, azaz a Thomas Kuhn-féle értelemben vett forditova valas jelenségét
demonstralja (Kuhn 2000: 202-8). Ez azért Gjdonsagértékii, mert amennyiben a ,régi és Uj paradigma”
terminusaiban fogalmazzuk meg a dolgot, akkor a Kuhn altal leirt jelenséghez képest fontos kiilonbség
mutatkozik. Nevezetesen: Bolyai és Lobacsevszkij esetében nem a régi és az 0j paradigmaban tevékenyked6k
kozott 1étrejové kommunikacios jelenségekrol, és nem a paradigmak kozott ily modon 1étrejové forditova
valasrol van sz6, hanem a paradigmaalkotok, azaz az uj paradigmat €s nyelvét létrehozo felfedezok kozott
létrejovo forditova valasrol. Ezen tal azonban sziikségesnek tartom a Standard Nézetre vonatkozd vizsgalat
elvégzését is, valamint egy olyan parallel futé elemzést, amely az egyes torténetirasi felfogasok miikddésmodjat
egyszerre, egymas mellé allitva jeleniti meg.
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értelmezését tekintve feliilvizsgélatra szoruld és kiaknazatlan informacidforras az
Eszrevételek is. Az pedig, hogy a Bolyai-geometria fogalmi-terminoldgiai rendszerének
kialakulasarol festett kép tilsagosan statikus, és ezért a kialakitds folyamatanak jragondolasa
sziikséges, nem csupan az értekezés eredményeibdl, hanem akar a Standard Nézet mellett
sz0l6 forrasokbol is kovetkezik. Az Eszrevételek jelentdsége az tGjragondolasban kettds:
egyfeldl a korai iddszakra vonatkoz6, visszautaldé megjegyzések révén, masfeldl a késoi

id6északra jellemzd kifejezéshasznalat rogzitése atlal juthat szerephez.
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Forras- és irodalomjegyzék

Kéziratos forrasok

Eredetiben tanulmanyozott kéziratos vagy kézirasos bejegyzést tartalmazé nyomtatott forrasok

Budapest, Magvar Tudomanyos Akadémia Konyvtara, Bolyai-gyiijtemény

K 24/1
Bolyai Janos: Raumlehre. H. é. n. Német. Autograf.

K 24/2
Bolyai Janos magyarazo abrai a Raumlehre szovegéhez. H. é. n. Autograf.

K 24/3

Bolyai Janos: Scientia spatii, a veritate aut falsitate (a priori haud unquam determinanda)
Axiomatis Euclidei XI. independens: atque pro casu falsitatis Quadratura circuli
geometrica. Nyomtatvany a szerz0 sajat kezli cimbejegyzésével.

K 24/4

Bolyai Janos: Auszug aus dem Gauss’shen Briefe. (Kivonat és ehhez készitett
megjegyzések Karl Friedrich Gauss 1832. marcius 6-an kelt Bolyai Farkasnak sz6lo, az
Appendixrdl irt leveléhez. Bolyai Janos mellékletként csatolta a Janos fOherceghez irott
folyamodvanyhoz. H. é. n. Német. Autograf.

K 24/133
Bolyai Janos: Fussnoten zum Briefe des Hofrates Gauss vom 6. Marz. 1832. E. n. Német.
Bolyai Janos Gauss levélehez kapcsolodd megjegyzéseinek datirasa. Az eredeti
megjegyzések Gauss levelének ama masolatan vannak, amelyet Bolyai Janos a Janos
foherceghez 1832. aug. 8-an intézett folyamodvanydhoz mellékelt. Ismeretlen kézirasos
masolat.

K 30/25
Szasz Karoly geometriai jegyzetei. Valosziniileg kollégiumi eléadasanak szovege. E. n.
Toredék. Részben autograf, részben két masik idegen kéziras.

K 30/26
Szasz Karoly jegyzetei iskolai az iskola fiiggvénytannal kapcsolatban. Kolozsvar, 1846.
Autograf.

K 30/35

Szasz Karoly: Ur-tan elemei. (Valdsziniileg kollégiumi eléadas szdvege.) Marosvasarhely,
1852. Toredék. Autograf.
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542.012

Bolyai Farkas: Tentamen.

1.  kotet: Marosvasarhely, 1832. A példanyt 1833. nyaran kiildte meg a Magyar Tudos
Tarasagnak. Az el6zéklapon Bolyai Farkas autograf bejegyzése.

2. kotet: Marosvasarhely, 1833. Az elézéklapon Bolyai Farkas autograf bejegyzése.

545.091
Bolyai Janos: Appendix. Marosvasarhely, 1832. A kotet elézéklapjan a szerzore, a cimre
¢s a kiadasra vonatkozé adatok Bolyai Janos autograf irasa. A vele szemben 1évo
boritolap belsé oldalan ugyancsak Bolyai Janos autograf német nyelvii megjegyzése
lathatd. A belsd cimoldal a Bolyai Farkas kezétdl szarmazik, valdsziniileg a cimlap elsd
tervezete lehetett. Ez a példany eredetileg Bolyai Janos tulajdona volt, amelyet a
példany ceruzabejegyzései bizonyitanak.

Mikrofilmen tanulmanyozott kéziratos forrasok

Budapest, Magvar Tudomanyos Akadémia Konyvtara, Mikrofilmtar
B 1120-as jelzeti mikrofilm

Nyomtatott forrasok

Budapest, BME-OMIKK
5488-as raktari jelzet:
Bolyai Farkas. 1830. Az arithmetica eleje. (az el6-szoban irt modon) B.B.F. Mathesist
és Physicat tanito P. altal. M.Vasarhelyt. 1830. Nyomtattatott a’ Reform. Kollégyom
bettiivel Fels6 Visti Kali J6’sef altal. Marosvasarhely.

2513/1, 2513/2-es raktari jelzetek
Bolyai Farkas. 1832-33. Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae,
elementaris ac sublimioris, methodo intuitivo evidentiaque huic propria, introducendi.
Cum appendice triplici. Auctore Professore Matheseos et Physices Chemiaeque Publ.
Ordinario. Tomus 1. II. Marosvasarhelyini: Typis Collegii Ref. per Josephum et
Simeonem de Fels6é Vist. Tomus 1. 1832. 4. lev. LVIII, 502 o.
Hozzékotve:
Bolyai Johannes: Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut
falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem:
adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geometrica. 36 o., Egy kis toldalék és
jelentés a dedk els6 kotethez. XVI. Tomus II. 1833. 3. lev. 383 o., 10 tabla
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6474-es raktari jelzet
Bolyai Farkas. 1843. A4 Marosvasarhelyt 1829-be kinyomtatott Arithmetica elejének
részint bovitett, altalan jobbitott, ’s tisztaltabb kiaddsa a szerzo altal. Marosasarhelyt,
nyomult az ev. ref. kollégyom betiivel Felsd-Visti Kali Simon altal.

Budapest, Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet Konyvitdra,

D 1003-as jelzet, bejegyzéssel: ,,A Szerz6 Ur ajandekabol Herzteg Janosé. 1830. majus
3kan.”

Bolyai Farkas. 1830. Az arithmetica eleje. (az elo-szoban irt modon) B.B.F. Mathesist
és Physicat tanito P. altal. M. Vasarhelyt. 1830. Nyomtattatott a’ Reform. Kollégyom
betiiivel Fels6 Visti Kali Jo’sef altal. Marosvasarhely.

Szeged, Somogyi Kdroly Varosi és Megyei Konyvtar, Kézirattar
E.a. 313-as jelzet. A Marosvasarhelyi Reformatus Fétanoda Konyvtaranak pecsétjével.

Bolyai Farkas: Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae,
elementaris ac sublimioris, methodo intuitivo evidentiaque huic propria, introducendi.
Cum appendice triplici. Auctore Professore Matheseos et Physices Chemiaeque Publ.
Ordinario. Tomus I. II. Marosvasarhelyini, 1832-33. Typis Collegii Ref. per Josephum
et Simeonem de Felso Vist. Tomus 1. 1832. 4. lev. LVIII, 502 o.
Hozzékotve:
Bolyai Johannes: Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut
falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem:
adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geometrica. 36 o., Egy kis toldalék és
jelentés a dedk elsd kdtethez. XVI. Tomus I1. 1833. 3. lev. 383 o., 10 tabla

E.a. 610-es jelzet. Kotés €s boritd nélkiil.
Bolyai Farkas: Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae,
elementaris ac sublimioris, methodo intuitivo evidentiaque huic propria, introducendi.
Cum appendice triplici. Auctore Professore Matheseos et Physices Chemiaeque Publ.
Ordinario. Tomus 1. II. Marosvasarhelyini, 1832-33. Typis Collegii Ref. per Josephum
et Simeonem de Fels6 Vist. Tomus I. 1832. 4. lev. LVIII, 502 o.
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Nyomtatott forrasok facsimiléi

Bias Istvan. (szerk.) 1907.

Bolyai Janos. Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens, a veritate aut
falsitate Axiomatis XI. Euklidei (a priori haud unquam decidenda) independentem:
adjecta ad casum falsitatis quadratura circuli geometrica. Facsimile editio prima.
Marosvasarhelyini, 1907. Typis A. Adi de Szilagyfokeresztur.

Karteszi Ferenc. (szerk) 1973.

Bolyai, Johannes. Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut
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