VARGA JANOS

BOLYAI JANOS a ’Teremtd’

., Ki mit irni méltat tanomrol,
legyen az bar jo vagy rossz ...
nagy koszonettel veszem.”

BOLYAI JANOS (1404/16)

Ennek a tanulmanynak legfobb célja nem az, hogy uj levéltari kutatasi eredményeket tegyen kozzé,
hanem az, hogy a nem matematikus olvasokozénség szamdra a teljességre torekvés igénye nélkiil,
ugyanakkor részletesen csokorba gyujtve bemutassa Bolyai Janos gazdag életmiivét, vilagra szolo
matematikai eredményeit, megszabaditva ezzel az olvasot tobb tucat cikk, esetleg szakkonyv eloke-
resésétol, attanulmanyozasatol és értelmezésétol, bizonyitva, hogy Bolyai Janos nemcsak vilaghirii
geomeéter, ,,A tér abszolut igaz tudomanyanak”, az elso nemeuklideszi geometrianak a megalkotoja
volt, hanem egyetemes matematikai zseni, akit a matematika szinte minden dga érdekelt, és aki ko-
ranak szamos alapveté problémdajaval a tudomanyos vilagtol teljesen elzartan sikeresen foglalko-
zott, olykor évtizedekkel megelozve mas nagy nevekhez fiizodo felfedezéseket, vagy koriilbeliil
ugyanabban az idében hasonlét alkotva, akinek tobb meglatdsa, kérdésfelvetése, sejtése beigazolo-
dott, illetve bizonyitdst nyert. George Bruce Halsted, az austini (Texas) egyetem volt matematika
professzora, Bolyai Janos egyetlen nyomtatasban megjelent munkajanak, az Appendix-nek — melyet
2009-ben az UNESCO is bejegyzett a Memory of the World regiszterbe, mint a Vilagemlékezet ré-
szét képezé miivet — angolra forditéja ugy jellemezte 6t, hogy: ,, ... a halhatatlan Janos a vilagtorté-
nelemben a lingésznek legtokéletesebb megtestesitdje...”. Mi magyarok is valljuk, Szentdgothai
Janos szintén vilaghirii, Nobel-dijra is tobbszor jeldlt agykutato tudosunkkal, Tudomanyos Akadé-
midnk volt elnékével egyiitt, hogy: ,,A magyar nép géniusza a tudomdany teriiletén, legmagasabb
fokon Bolyai Janosban 6ltott testet.”

Teremteni annyi, mint ,,a semmibdl létrehozni valamit” — irja a lexikon.
Ebben az értelemben tehat Bolyai Janost *Teremtdnek’ kell tekinteniink.
Toéth Imre vilaghiri matematikus, filozofus, matematika- és miivel6déstor-
ténész és Suranyi Laszl6 matematikus egybehangzoan azt allitjak, hogy az
Appendixbe stritett életm{i maga a teremtés aktusa volt [24]. A mar idézett
Halsted professzor szerint: ,,a legrendkiviilibb két tucat oldal a gondolko-
das torténetében”. Vekerdi Laszl6 ide kivankoz6 gondolataval ,,sz6 szerint
megteremtette az abszolit geometriat”, minden elézmény nélkiil, sajat sza-
vaival is ,,a semmibdl egy 11jj, mas vilagot teremtettem”. Ez az j mas vilag
egy Uj mértan, vagy pontosabban egy 0 geometria, ami alapjaiban kiilon-
bozik az altalunk kézépiskolaban tanult, egy Eukleidész nevii gorog mate-
matikus altal rendszerbe foglalt és rola elnevezett geometriatol. Ezt az 0j
geometriai rendszert — amely a maga nemében az elsd a vilagon — ma Bo-
Bolyai Janos (1802-1860)"  lyai-geometridanak nevezziikk. Ezt hozta 1étre, ha ugy tetszik teremtette az
Erdélyben €16 Bolyai Janos hadmérnok (vigyazat, képzettsége szerint nem matematikus!), akinek
geometriaja abszolut, illetve hiperbolikus geometria néven valt ismerté. (Ez valojaban két geomet-
ria.)

Ezért az alkotasaért nyilvanosan soha, senkitdl elismerést nem kapott, de hat egy teremt6 ne is
varjon semmilyen mas magasabb rendii elismerést, mert 6 a ,,legmagasabb”, és mindenfajta 6ndi-
cséret gyalazat.
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Mint minden nagy dolog a vilagon, valami kicsibdl fejlédik ki, mint a ndvény a magbodl. Az 1j
geometria ,,magva”’, amibdl aztan Bolyai geometridja is kifejlodott, egy rendkiviil egyszerti, véges
méretekben viszont nem kdnnyen belathaté geometriai allitas (a matematikusok posztulatumnak
nevezik), miszerint: Ha adott a sikban egy egyenes és rajta kiviil egy pont, akkor a ponton at egy
olyan egyenes fektethetd, amely nem metszi az adott egyenest (vele parhuzamos). Ezen allitds —
amely XI. axidma néven ismeretes — bizonyitasara tett kisérletek mindegyike kudarcba fulladt, pe-
dig minden valaminek szamité matematikus megprobalkozott vele. Ez lett a matematika Szent Gral-
ja, a legkeményebb did, amit koézel 2000 évig senki sem tudott feltorni. Ma mar tudjuk, hogy min-
den kisérlet eleve kudarcra volt itélve, mert az allitas bizonyithatatlan. Bolyai Farkas — Bolyai Janos
apja — szintén évekig foglalkozott a problémaval, de mint fianak irott egyik levelében irja: ,,irtozta-
to, Oridsi munkakat tettem, de életemnek minden vilagossaga, minden 6rome kialudt benne.” Egy-
szer azt talalta mondani az akkor tizenhat éves fidnak, hogy ,,aki ezt a problémat megoldja, az akko-
ra gyémantot érdemel, mint a F6ld.” Gauss volt iddben az elsé matematikus a vildgon, aki szakmai
alapossaggal észrevette, hogy Euklidesz parhuzamosokra vonatkozo kijelentése — egy vele egyenér-
téki allitas felhasznaldsa nélkiil — nem bizonyithat6. Ezt igazoljdk azok a levelek, melyeket Gauss
1820 kortil Wilhelm Olbers, Christian Gerling, F. A, Taurinus, €s mas levelezdtarsainak irt. Gauss-
tol fliggetleniil, kdzel ugyanabban az idoben ugyanerre a kovetkeztetésre jutott az Erdélyben é16
Bolyai Janos is, aki ezt a gordiuszi csomot tigy vagta at, hogy egyszeriien elhagyta a XI. axiomat,
igy hozta 1étre a tér abszolut igaz tudomanyat, illetve azt az ellenkezdjével helyettesitette, megal-
kotva ezaltal a kés6bb hiperbolikusnak nevezett geometriat. Bolyai masik nagy gondolata, hogy ha
mar van tobbféle geometria, akkor melyik az, amelyik megvalosul? Amig csak egy van, addig ez
nem kérdés, de ha mar tobb van, akkor mér kérdés, hogy a J6 Isten ezek koziil melyiket szerette? O
erre is megadta a valaszt, megsejtette, hogy valojaban az anyag hatarozza meg a geometriat. Ez a
relativitaselmélet alapgondolata, amit késébb Einstein egy gyonyorli elméletben — kozvetetten ép-
pen Bolyai geometriai eredményére tamaszkodva — kvantitative részletesen kidolgozott. Bolyainak
ez a korai felismerése kézirataiba rejtve maradt hosszu évtizedeken keresztiil, csakugy, mint sok
mas matematikai eredménye, amelyeket késobb masok is felfedeztek, mivel 6k maguk sem tudtak,
hogy valaki mar megeldzte dket.

Kiket el6zott meg Bolyai Janos, és miben?

» Kurt Godel (1906-1978) vilaghirii matematikust: a rola elnevezett
un. nemteljességi tétel alapkoncepcidjanak tobb mint 108 évvel ko-
rabbi megsejtésével, felismerésével. Természetesen Bolyai nem ma-
gat a Godel-tételt fedezte fel, hanem zsenialitasaval csupan azt vette
észre, hogy a XI. axidma nem bizonyithato. Ez viszont egy hatalmas
1épés volt abban az idében! Ez a felismerése Godel tételében teljes
altalanossaggal keriil majd megfogalmazasra, miszerint minden
olyan axiémarendszerben, amely ellentmondasmentes, €s legalabb a
természetes szamok axidmarendszerével azonos erésségii, nem tel-
D ;d : jes, azaz, van legalabb egy olyan kérdés, amely a rendszerben meg-

Lot ‘:,' fogalmazhat6, de nem lehet véges 1épésben bizonyitani, vagyis el-
donthetetlen. Ezt az Gin. nemteljességi tételt Godel 1931-ben publikalta [1].

Ennek a tételnek a nem ismerete kdzrejatszott abban, hogy a 11. axiémat tobb mint 2000 évig
senki sem tudta bebizonyitani, mivel az nem bizonyithat6. Bolyai el6tt mindenki bizonyitani akarta,
mar a gorogok is, de nekik sem sikeriilt. Eppen ezért vette fel Eukleidész axiomanak. Ha vessziik az
cuklideszi geometriat, és kivessziik bel6le a parhuzamosok axiomajat, akkor az n. ,,maradék” axi-
O6marendszer alapjan felépitett geometriat abszolut geometrianak nevezik. Ebbdl az abszolut geo-
metriabol a parhuzamosok axidoméja nem bizonyithatdo. Maga Bolyai is el0szor bizonyitani akarta,
de 1823-ban rajott, hogy a XI. axioma sem nem bizonyithatd, sem nem cafolhat6. Ezt a tényt Bolyai
Farkas a Gaussnak kiildott Appendixhez mellékelt 1832. januar 16-i levelében e szavakkal irja meg:
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,Fiam ... bebizonyitotta, miszerint lehetetlen a priori [a tapasztalat alapjan — a szerzd] eldonteni,
hogy a XI. axioma igaz-e, vagy sem.” Bolyai Janos felfedezte, hogy egy geometriai axiomarend-
szerben megfogalmazhaté olyan allitas, amelynek igaz vagy hamis voltat eldonteni nem lehet. A
Gadel-tétel is éppen ezt mondja, csak altalanosan, minden axidomarendszerre vonatkozdan. Bolyai
Janos csoddlatos meglatasa tehat Godel univerzalis tételével megerdsitést nyert.

Milyen kar, hogy a geometrian kiviili teriiletekre ezt nem gondolta végig, akkor most lehet, hogy
6t tekinthetnénk a nemteljességi tétel teljes felfedezdjének is. E felfedezésének legfobb bizonyitéka
egyetlen nyomtatasban megjelent miivének, az Appendixnek hosszabb cime is: 4 tér abszolit igaz
tudomanya, a Xl. Euklidész-féle axioma (tapasztalat utjan soha el nem donthetd) igaz vagy nem
igaz voltatol fiiggetlen targyalasban.: annak téves volta esetére a kor geometriai négyszogesitésével.

(Bolyai Janos ezzel a munkéjaval egyszerre harom vilagesucsot is felallitott, mivel ez a leghosz-
szabb cimi, de ugyanakkor a legtomorebb, és — most ismét Halsted professzort idézve — egyben: ,,a
legrendkiviilibb két tucat oldal a gondolkoddas torténetében’.)

Bolyai Gausstodl fiiggetleniil jutott arra a kovetkeztetésre, hogy a Xl. axioma nem bizonyithato,
sOt, az ellenkezdje is feltehetd. Ha ezt tessziik, azaz a parhuzamossagi axidoma Bolyai-féle valtozatat
csatoljuk az abszolut geometriahoz, vagy masképpen mondva az euklideszi parhuzamossagi axio-
mat a hiperbolikus axidoma helyettesiti, az a Bolyai-geometria, vagy mas néven hiperbolikus geo-
metria. Ez azt mondja ki, hogy egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at tobb parhuzamos is
htzhato. Ezt a geometriat nem Bolyai, hanem Felix Klein nevezte eldszor hiperbolikusnak 1871-
ben.

* Niels Bohr (1885-1962) vilaghirti, Nobel-dijas fizikus 1916-ban a fizikaban
fogalmazta meg az un. korrespondencia-elvet. Eszerint a kvantummechanika
torvényei nagy kvantumszamok esetében meg kell, hogy egyezzenek a klasszi-
kus mechanika térvényeivel [2]. A korrespondencia-elv (az egymas mellé ren-
delés elve) szerint egy magasabb rendii rendszer/elmélet/tétel magaba foglalja
az alacsonyabb rendiit. Tudomanytorténeti hiiség kedvéért meg kell emliteni,
hogy tobb mint 90 évvel korabban Bolyai Janos is alkotott egy magasabb szintii
geometriai rendszert — a hiperbolikus geometriat —, amely specialis esetként
magaba foglal egy alacsonyabb rendiit — az euklideszi geometriat. Tehat példat
adott egyfajta geometriai ,,mellérendelésre”, bar 6 ezt sohasem fogalmazta meg
altalanos elvként. Ez az elv a matematika alacsonyabb szintjén is mtikodik. Az alabbi tablazat né-
hany ilyen esetet tartalmaz.

Magasabb rendi rendszer/ tétel Specialis esete Specidlis eset feltétele
Hiperbolikus geometria Euklideszi geomeria (Bolyai- | k —oo
(Bolyainal S-renszer) nal X-renszer)
Kvantummechanika klasszikus mechanika nagy kvantumszamok
Kozépponti és keriileti szogek tétele | Thalész-tétel kozépponti szog = 180°
Koszinusz tétel Pitagorasz-tétel a haromszog egyik szoge 90°-0s
Ptolemaiosz-tétel Pitagorasz-tétel hurnégyszogben az atlok és a szem-
kozti oldalak is egyenlok egymassal
Korhoz hazott érintd és szeldsza- | Pitagorasz-tétel a szel atmegy a kor kozéppontjan
kaszok tétele (Dugonics Andras bizonyitasa)
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Bolyai geometriaja valoban mintegy hataresetet foglalja magaba Euklidész geometriajat.

Ha a hiperbolikus geometriaban k — oo (k paraméter tart a végtelenhez), akkor az euklideszi
geometria torvényeit kapjuk. Ezt Bolyai mar 1826-ban® kimutatta. Rajétt tehat, hogy az 6 4j geo-
metriaja, mint magasabb rendli elmélet, specialis esetként magaba foglalja az alacsonyabb rendii
euklideszi geometriat. Ez valojaban a korrespondencia-elv elsé felismerése a tudomanytorténetben.

Nézziik erre egy konkrét példat a szerzé levezetésével. Vezessiik le a kor keriiletének az euklide-
szi geometridban érvényes Osszefiiggését a hiperbolikus geometria hasonld Osszefliggésébdl. Az
eredményt a k — oo hatarérték kiszdmitasaval kapjuk meg.

A kor keriilete a hiperbolikus geometridban (Bolyai jelolésével): O, = 2mk-cotu,
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ami valoban a kor keriilete az euklideszi geometriaban. (A mérnokok inkabb a d-m alakot hasznal-
jak, mivel az atmérd kdzvetleniil mérhetd, mig a sugar nem.)

 Bernhard Riemann (1826-1866) vilaghirG matematikust: a tér szerkeze-
tét meghatarozo fizikai tényezd felismerésében. Riemann Gauss gottingai
utoda, aki 1854-ben irt értekezésében kifejezi azon véleményét, hogy a tér
szerkezetét fizikai tényezOk hatarozzak meg, de nem tudta megmondani,
hogy melyik az a fizikai tényezd. Einstein ezt irta Riemannrol: ,tiszta el-
. meélkedéssel jutott arra a felismerésre, hogy a geometria elvalaszthatatlan a
fizikatol. Ezt az elvet 70 évvel késdbb az altalanos relativitaselmélet valo-
sitotta meg [4].” Bolyai tal azon, hogy ugyanezt Riemann el6tt megsejtette
és leirta, tobbet allitott, mert kijelentette, hogy ez a fizikai tényez6 a gravi-
tdcio, azaz az altalanos tomegvonzas, a nehézkedés.

* Albert Einstein (1879-1955) Nobel-dijas fizikust — akit a Time magazin
az évszazad emberének valasztott —, a relativitdselmélet alapgondolatanak
felfedezésében. Bolyai tobb mint 80 évvel Einstein el6tt leirja azt a gondo-
latat, miszerint a tér szerkezetét a gravitacio hatdrozza meg.

A Bolyai-hagyaték 491. lapjan ez olvashato: ,,az nehézkedés torvénye is
szoros 0sszvekdttetésben, foljtatdsban tetszik (mutatkozik) az ir természe-
tével, valdjaval (alkotasaval), miljségével; gondolom az egész természet
(vilag) foljasa” — vagy mai helyesirassal: ,,4 nehézkedés torvénye is szoros
osszekottetésben, folytatasban mutatkozik a tér természetével, valojaval,
alkotasaval, milyenségével; gondolom az egész természet folydsdval
[16, 353.0.].”

,,Ez a meglatasa végeredményben annak felismerését jelenti, hogy a fizikai gravitdcios erdtér és
a geometriai tér kozott belsé dsszefiiggésnek kell lennie [10, 133. 0.].”

,,Ez valdjaban a relativitaselmélet alapgondolata, a fizika geometrizdlasanak tézise [4].” A nem-
rég elhunyt Tor6 Tibor fizikaprofesszor szerint: ,,Bolyai Janost joggal tarthatjuk szdmon a XX. sz4-
zadi fizika egyik legszebb és legalapvetdbb fizikai alapeszméje: a fizika geometrizalasa gondolata-
nak legelsé megfogalmazojaként [17, 146. o.].” Bolyai ezt a fontos tézist ¢letében nem publikalta.
De még ennél is nagyobb szenzaciot keltett, amikor kideriilt, hogy egy 1835-6s keltezésti kézirata-
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ban a nemeuklideszi alapra helyezett mechanika kidolgozasat szorgalmazta. Els6 1épésként egy 1,
nemnewtoni gravitacios torvényt adott, amit Stickel publikalt el6szor az 1914-ben kiadott Bolyai
Farkas és Bolyai Janos geometriai vizsgalatai cimii konyvében. Gabos Zoltan professzor Paul
Stiackel konyvére alapozva azt irja, hogy Bolyai Janos ezzel kapcsolatos eredeti kéziratanak nyoma
veszett [14]. Olah-Gal Robert csikszeredai Bolyai-kutatd nemrégiben szerencsére rabukkant az el-
veszettnek hitt kézirati lapokra, de még 6 is feltételezi, hogy esetleg még ettdl hosszabb fizikai tar-
gyt Bolyai-féle eszmefuttatas is fellelhet6 lesz a kézirati anyagban [15].
Bolyai Janos erétorvényével tehat fél évszazaddal eldzte meg korat.

« Carl Friedrich Gauss (1777-1855) matematikust, a ,,matematika feje-
delmét”: az els6 nemeuklideszi geometria felfedezésében és részletes ki-
dolgozasaban. .,... ezt a fiatal geométert, Bolyait, elsérangi langésznek
tartom.” — irta Gauss 1832. februar 14-én baratjanak, Christian Ludwig
Gerling marburgi matematikusnak, miutan elolvasta a Bolyai Farkas altal
neki kiildott Appendixet. Gauss 30-35 éves vizsgaloddasai soran — melybol
semmit nem tett k6zé —, ért el eredményeket, de rendszerét nem dolgozta
ki teljes mélységében, csak tervezte. gy nem tekinthetd a hiperbolikus
geometria megalkotdjdnak. Széndssy Barna matematikatorténész ¢és
Prékopa Andras akadémikus professzorok részletesen tanulmanyoztak
Gauss ezzel kapcsolatos munkassagat, és megallapitottak, hogy ez valoban
igy van. A témaban valo tajékozottsagat viszont egyértelmiien bizonyitja az a szakszer(i hozzaszola-
sa az Appendix-hez, amit baratjanak, Bolyai Farkasnak 1832. marcius 6-an kiildott levélben leirt. E
levélben is dicsérd szavakkal illeti Janos teljesitményét: ,,nagvon oéromteli szamomra, hogy éppen
régi baratom fia az, aki ily sajatos modon megeldzott [kiemelés télem — VJ]”. Ez a mondata egyér-
telmiien eldonti a prioritast.

A Bolyai iratokban esetleg lehetnek még mas olyan eredmények, amelyekkel Janos megeldzte
Gausst, akit apjahoz irott egyik levelében ,,a f6ldgomb és az évezred matematikusainak herkulese”
jelzdvel illet, akit példaképnek, de ugyanakkor tulszarnyalando vetélytarsnak is tekintett, és ugyanitt
megjegyzi, hogy ,,sok egyebet is 1étesitettem, mit Gauss lehetetlennek declaralt [9, 181. 0.].”

» Ferdinand von Lindemann (1852-1939) német matematikust: a kor
négyszogesités® lehetetlenségének felismerésében. Ezt a gondolatat az Ap-
pendix utolso, 43. paragrafusaban a kovetkezd tomor formaban fejezi ki:
»vagy ervenyes Euklidész XI. axiomdja, vagy pedig lehetséges a kor mer-
tani kvadramrdja4 [négyszogesitése — a szerzG]”. Tehat a kor négyszogesi-
tésének lehetséges volta kizarja a 11. axiomat. Habar Bolyai Janos latta be
az emberiség torténetében taldn legeldszor, hogy a kor négyzetesitése az
euklideszi geometriaban lehetetlen — ezzel Lindemannt 50 évvel megel6z-
te —, a végsO bizonyitasat Lindemann adta meg. A matematikatorténetben
azért tulajdonitjak neki a felismerést is, mert 1882-ben 6 igazolta, hogy a ©
transzcendens szam, azaz nem lehet megoldasa algebrai egyenletnek.

A technika torténetében gyakran megesik, hogy ha egy eszkoz iranti igény jelentds mértékiivé
valik, akkor szinte biztosak lehetlink benne, hogy az ezzel kapcsolatos talalmany(ok) kozel azonos
idében kiilonbozo helyeken is megsziilethetnek. Hasonld a helyzet a tudomany teriiletén is. Ha egy
téma/tétel tobb kutatd kozosség vagy egyén, intenziv érdeklddésének kdzéppontjaba keriil, akkor itt
is varhatok parhuzamos felfedezések. Bolyai Janos esetén is szembesiiliink ezzel a jelenséggel,
amelyre apja e szavakkal hivta fel a figyelmét: ,,az eszméknek mintegy megvan a maguk korszaka,
amikor a kiilonbozé helyeken egy idében fedeztetnek fel, amint tavasszal az ibolydk mindeniitt kikel-
nek, ahol csak siit a nap.”

Az apa joslata beteljesedett, hiszen Bolyai Janoshoz hasonld geometriai gondolatokra jutott egy
téle tavol — Kazanyban — ¢16 matematikus is, illetve maga Bolyai is fedezett fel, bizonyitott be
olyan tételeket, melyeket t6le fliggetleniil mésok is felfedeztek, illetve bebizonyitottak.
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Kikkel volt Bolyai Janosnak parhuzamos felfedezése? Milyen parhuzamos felfedezéseket tett?

Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij (1792-1856) kazanyi matematikussal
szinte id6ben parhuzamosan, téle fiiggetleniil megoldotta a parhuzamosok
problémajat, azaz felfedezte a vilag els6 nemeuklideszi geometridjat.

George Bruce Halsted, az austini (Texas) egyetem volt matematika pro-
fesszora, aki Bolyai miivét, az Appendixet 1891-ben leforditott angolra,
Osszehasonlitotta  Bolyai  felfedezéseit  Lobacsevszkijével, de a
nemeuklideszi geometria megteremtdjeként Bolyait tiszteli: ,,... a halhatat-
lan Janos a vilagtorténelemben a langésznek legtokéletesebb megtestesito-
je...” Muvérdl pedig azt irta, hogy az ,.a legrendkiviilibb két tucat oldal a
gondolkodas torténetében’™. A masik tudds, aki sokat foglalkozott a Bolya-
iakkal, Paul Stickel német kutatd volt. O is Bolyai Janost ismerte el a
nemeuklideszi geometria megteremtdjeként. ,,Bolyai Jdanos abszolit geo-

%94/%%1 metriajat teljesen onalloan fedezte fel és dolgozta ki” — irta Stackel.

Lobacsevszkij a hiperbolikus geometria tételeit, mig Bolyai a két esetet
egyiitt kezelve a kétféle geometria — euklideszi és hiperbolikus — kdzos részét, az abszolut geomet-
ria tételeit dolgozta ki.

Mig Lobacsevszkij (akinek cikke egy kazanyi egyetemi folyoiratban latott napvilagot 1829 és
1830 kozott) csak egy olyan geometria létezésének lehetds€gét bizonyitotta, amelyben Euklidész V.
posztulatuma hamis, a Bolyai altal leirt abszolut geometriai vizsgalatok azonban teljesen fliggetle-
nek az elébb emlitett euklideszi elvtdl, és a gorbiilt tér kiilonbozd fajtdin is alkalmazhatdak. Ezzel
az elméletével ujraértelmezte a parhuzamossagot, és bemutatta a hiperbolikus sik kiilonféle neveze-
tes alakzatait. A két geometriat egyiitt targyalta, és parhuzamot vont a gdbmbi geometriaval is. Az
ifjabb Bolyai felfedezését 1820 és 1824 kozott — nagyrészt a bécsi katonai akadémian toltott évek
alatt — dolgozta ki, majd 1823 november 3-an Temesvarrol mar a kovetkezoket irta apjanak: ,,A
feltételem mar all, hogy mihelyt rendbe szedem, elkészitem, s mdd lesz, a paralellakrol egy munkat
adok ki.”

Apjanak 1825 elején mutatta meg a mar kidolgozott elméletet. Johann Wolter von Echwehrnek,
bécsi akadémiai matematikatanaranak 1826-ban Aradon adja at ennek egy kéziratos német nyelvii
fogalmazvanyat, ami sajnos — eddigi tudasunk szerint — elveszett. Miive végiil 1832-ben jelent meg
eldszor nyomtatasban Appendix néven, apja Tentamen® c. konyve fiiggelékeként.

Az 0j geometriat a szakirodalom Bolyai—LobacsevszKij-féle geometrianak nevezi. Munkajuk kor-
szakalkoto jelentdségét csak a XX. szazad elején ismertek fel, mert ez biztositott kozvetett matema-
tikai alapokat az 4ltaldnos relativitaselmélet kidolgozasahoz.
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Paolo Ruffini (1765-1822)

Ruffini olasz és Abel norvég matematikusokhoz hasonléan megoldotta az algebra 300 éves prob-
1émajat, 6 is felfedezte a roluk elnevezett hires tételt, amely szerint az 6t6d vagy magasabb foku
algebrai egyenletekre nem lehet olyan gyokképletet adni, amelynek segitségével az egyiitthatokbol
ki lehetne szamitani az egyenlet gyokeit, azaz ezek az egyenletek algebrai modszerekkel (vagyis a
négy alapmiivelet, a hatvanyozas és a pozitiv egész kitevoji gyokvonas véges sokszor vald alkal-
mazasaval) altaldban nem oldhatok meg. A tételt — amely a teljes komplex szdmtestben érvényes —
elészor P. Ruffini olasz matematikus talalta meg 1799-ben, majd N. Abel norvég matematikus bi-
zonyitotta be hibatlan gondolatmenettel 1826-ban [5]. Bolyai Janos is megoldotta az algebraban a
Ruffini—Abel-tételt, amit, mint irja, két moédon tudott bizonyitani. Az egyik a Ruffini hibas bizonyi-
tasanak altala ,,ill6leg megjobbitott, s tokélyre vitt szép eredeti, elmés eszméje”, valamint egy altala
talalt masik bizonyitassal. Ez utobbi bizonyitas sajnos nem talalhaté meg feljegyzései kozott, valo-
szintileg elveszett, vagy ott bujkal a hatalmas kézirattomegben, felfedezésre varva. Kijelentésének
szavahihetOségét erdsiti egyik gondolata — és ez reményt ad arra, hogy esetleg elékeriil ez a bizonyi-
tasa is —, miszerint ,,Az igazsdgot tanilag és erkolcsileg hatdrtalanul szeretem.” Bolyai nem tudott
arr6l, hogy Abel a tételre teljes bizonyitast kozolt. Ezért elhatarozta, hogy ,,Az Emberiség el6tt ked-
ves szolgalatot teendek: ha e bogok bogjat ... szerencsésen fol-oldandom. [9, 151. 0.]” Er6feszitése-
inek eredményességérdl igy ir: ,,...szerencsésen a dolog igaz erére talalnom és célhoz is jutnom
hala Istennek sikeriilt is. [9, 149. 0.]” Egyik helyen ezt irja: ,,Tan. [Tétel] Négynél fols6bb vagyis
legalabb ot-rangu (geber) [6todfoku algebrai] dltalanos egyenletet geberiil [algebrailag] fololdani
lehetetlen”. ,,1830-ban egy 1j csillag tiint fel a tiszta matematika egén, nem sejtett ragyogassal,
hogy hamarosan kialudjon: Evariste Galois” — irja Felix Klein. Galois 4llitotta fel annak feltételeit,
hogy egy négynél magasabb foku egyenlet megoldhaté legyen. E feltételek megallapitasahoz egé-
szen Uj matematikai elméletet kellett teremtenie — a csoportelméletet. Kidolgozta annak feltételét is,
amely mellet a p-edfoka egyenlet, ha p térzsszam, egyszerli egyenletekkel megoldhaté [18, 447. 0.].
Bolyai nem ismerte Galois eredményeit sem. Mindenesetre Bolyai feljegyzéseibdl vilagosan kitii-
nik, hogy kortarsaitol fliggetleniil 6 is eljutott a Ruffini—Abel-tételig és annak bizonyitasaig, ami
mai szemmel mérve is igen jelentds matematikai teljesitménynek tekinthetd. Micsoda véletlen egy-
beesése a daitumoknak, hogy Bolyai ugyanabban az évben sziiletett, mint Abel, és szintén 1826-ban
ért el kimagaslo matematikai eredményt. Sorsuk még abban is k6zos, hogy bar annak ellenére, hogy
hihetetlen eredményeket értek el, nagyszer(i felfedezéseket tettek, életiikben igen kevéssé ismerték
6ket. A ,,matematika hercege” (ez lenne a helyes forditasa a Princeps mathematicorum-nak, mert a
,princeps” “herceget’ jelent és nem fejedelmet! — a szerz6) Gauss, nyiltan egyikiiket sem ismerte el,
sOt, eredményiiket irigyelve inkébb elhallgatta dket. Nagyszerii eredményeikrél még egy sort sem
irt az altala szerkesztett matematikai folyodiratba. Mindketten egész életiikben szegénységben éltek
és szegényen haltak meg. Es ez mar valoban csak jaték a gondolattal, hogy ha Bolyai Janos ma élne,
akkor biztosan Abel-dijas lenne.
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Carl Friedrich Gausstol fiiggetleniil és koriilbeliil vele egy idoben dolgoz-
ta ki a komplex egészek aritmetikdjat. Bolyai Janos jol ismerte Gauss
Disquisitiones arithmeticae cimli szamelméleti munkajat, de a komplex
szdmokkal foglalkozé igen jelentds dolgozatai koziil sajnos mar joval
kevesebbet. Igy Janos tobb olyan eredményre jutott, melyeket Gausstél
fliggetleniil 6 is felfedezett. S6t még olyan meglatasai is voltak, amelyek
Gaussnal nem talalhatok meg. Az adatok tantibizonysaga szerint Bolyai
arra torekedett, hogy a szamelmélet bizonyos fogalmait és tételeit a komp-
lex szamokra is kiterjessze. Majd vizsgalodésai soran a szamelmélet alap-
tételének megfelel6jeként a komplexek korében is eljut a kovetkezé tétel-
hez: minden a + bi alaki [komplex egész] szam (a tényezok sorrendjétol
eltekintve) egyértelmiien felbonthatd véges szamu primek szorzatara. Ha annak idején Bolyai ilyen
iranyu eredményeir6l, ahogyan tervezte, egy kis terjedelmii munkat tudott volna kiadni, akkor ma a
tudomanytorténet vilagszerte minden bizonnyal gy is szamon tartana 6t, mint a komplex szamok
elméletének egyik legjelentésebb megalapozojat.

Sajnos Gaussal ellentétben 6 nem készitett 6sszefliggd dolgozatot probalkozasairdl. Bolyai elmé-
lete nem olyan kimerit6 és részletes, mint Gaussé, az alkalmazasokban viszont tilszarnyalta Gausst.
A komplex egészekre vonatkozd megallapitasait nagyszeriien felhasznalta kiilonb6zd szdmelméleti
tételek — példaul Fermat karacsonyi tételének — bebizonyitasanal.

William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikushoz hasonléan a
komplex szamokat rendezett valos szamkettosként fogja fel, igaz, még nem
éppen olyan kiforrott formaban, mint kortarsa.

Bolyai korat megel6z6 gondolatokat vallott a komplex szdmok elméle-
tében is. 1837 6szén a lipcsei Jablonowski Tarsasaghoz benyujtott,
Responsio nevii, minddssze nyolc oldal terjedelmi, 11 paragrafusbol allo
palyamiive sok 10j és értékes gondolatot tartalmaz. Eredeti meglatast rejt a
8. §, melyben az apjdnak a valds szamok logaritmusara vonatkozo Gjszerti
felfogasat a komplex szdmok esetére altalanositja. Mivel Janos nem is-
merte A. Cauchy komplex fliggvénytani vizsgalatait, ezért ez az eredmé-
nye eredetlnek tekinthet6. A matematikatorténészek a Responsio legértékesebb részének a 9. §-t
tartjak. Ebben szerzdje az Appendixre vald egyszerli hivatkozassal kozli az abszolut trigonometria
haromszogre vonatkozo két fontos képletét, megemliti a hiperszféra fogalmat, tovabba, hogy ezen a
feliileten érvényes hiperbolikus geometria trigonometriai képletei formailag megegyeznek a k/i su-
gart gdmb trigonometriajaval. Ezekkel a vazlatosan kozolt észrevételekkel azt igyekezett igazolni,
hogy az i képzetes egységnek milyen Oriasi jelentésége van az altala megalkotott geometriai rend-
szerben, €s ezzel a komplex szamoknak 1j, eddig ismeretlen mértani alkalmazésa tarult fel. A pa-
lyazatban kitlizott kérdésre a 10. és 11. §-ban igyekszik valaszt adni. Alexits Gyorgy szerint ,,a
Responsio egymagéaban elég lenne ahhoz, hogy a Bolyai névnek helyet biztositson a matematika
torténetében.” Ennek ellenére sajnalatos mddon a Responsio-t még csak kritikara sem méltattak, igy
Bolyai ¢letében nyomtatdsban sem jelent meg. A palyazat eredményének kihirdetése utan mindkét
Bolyai visszakérte dolgozatat.

Ennek a szerencsés lépésnek koszonhetd, hogy a Responsio kézirata nem veszett el, és azt
Stackel publikalta el6szor 1914-ben.
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James Hopwood Jeans (1877-1946) matematikus—fizikus—csillagaszt is
megeldzte: a nevét viseld szdmelméleti tétel tobb mint 40 évvel korabbi
felfedezésével. A szamelméletre, vagy ahogy Gauss nevezte, a ,,matema-
tika kiralyndjére”, apja hivta fel Janos figyelmét. Janost a szamelmélet
valosaggal elblivolte. (Olyannyira, hogy még blivos négyzetet is szerkesz-
tett! [9/113]) ,,A szdamelméletben nem csak az egész szamok, hanem az
egész tan legfontosabb, leghasznosabb, leglényegesebb, leQszebb, leger-
dekesebb, legkecsesebb feladatait talaljuk.” — vallotta [9/83]. Ezen beliil
is legtobbet a primszamokkal vesz8dott. ,,Az egész szamtan, sot az egész
tan mezején — vallja — alig van szebb és érdekesebb ... mint a fészamok
[primszamok] oly mély homalyban rejlé titka.” Mar gyermekkoraban el-
gondolkodott azon, hogy végtelen sok primszam Iétezik-e. A primek egy csoportjat
pszeudoprimnek (vagy alprimeknek) nevezziik. Az n pozitiv egész szam pszeudoprim, ha minden a
egészre a"-a maradék nélkiil oszthaté n-el. [Ezt a matematikusok igy irjak: a" = a(mod n), és azt
mondjak, hogy ez egy kongruencia. Pl. 19 = 7(mod 3) azt jelenti, hogy 19-7 maradék nélkiil osztha-
té 3-al, vagy masként, 19:3 és 7:3 esetén a maradék mindkét esetben 1, azaz 19 és 7 ugyanabba a
maradékosztalyba tartozik. a=2 esetén n=341pszeudoprim, mert 2342 oszthato 341-el. A kis Fer-
mat-tétel szerint minden prim egyben pszeudoprim is. Viszonylag kevés olyan pszeudoprim van,
amely nem prim. Ahhoz, hogy meghatarozzuk, primszdm-e egy egész szam, vagy Osszetett, hasznos
lehet el6szor megnézni, hogy pszeudoprim-e. A legtobb Osszetett szamra mar ez megmutatja, hogy
Osszetett. A legkisebb 2-h6z viszonyitott pszeudoprimet Bolyai Janos fedezte fel. Ez éppen az el6z6
példaban szerepld 341=11-31 szdm, amelyrdl kimutatta, hogy ha 211 oszthatd 31-el, és 2711
oszthato 11-el, akkor ezekbdl kévetkezik, hogy 2'“"-1lis oszthato 11-31=341-el, amely szam
pszeudoprim. Altalanosan fogalmazva tehat azt mondhatjuk, hogy ha p és q primszamok, a pedig egy
sem p-vel, sem g-val nem oszthatd egész szam, akkor, ha 2°*-1 oszthaté g-val és 27-1 oszthatd p-vel,
akkor ezekb6l kovetkezik, hogy 279 -1is oszthato p-0-val. Ez éppen a pszeudoprimekkel kapcsola-
tos Jeans-tétel. Szomort érdekesség, hogy ez a szép Bolyai-tétel a matematikai irodalomban Jeans-
tétel néven ismeretes. Ha Bolyai publikalta volna eredményét, azzal mindenképpen megel6zte volna
James Hopwood Jeans 1898-as dolgozatat és akkor ezt a tételt ma valodi felfedezdje, Bolyai Janos
nevével tartana szamon a matematika torténete [7]. A pszeudoprimek egyébként a XX. szazad 70-es
éveiben keriiltek az érdeklédés kozéppontjaba a titkositasok kapcsan.

Kiket szarnyalt tul Bolyai és mivel?

= Pierre de Fermat (1601-1665) jogasz és hires miikedveld matematikust, a rola
elnevezett tétel egyszeri bizonyitasaval. ,,Fermat az Gn. «descente infinite» vagy
«végtelen leszallas» modszerével bizonyitotta be a tételt [9, 97. old.].” Ez bonyolul-
tabb, mint Bolyai bizonyitdsa. Ezt a nevezetes tételt a matematika torténete Pierre
FERMAT-nak tulajdonitja, bar néhany évvel eldtte A. Girard (1595-1632) is meg-
fogalmazta. Mivel Fermat felfedezését egy 1640. december 25-én kelt levelében
kozli baratjaval, M. Mersenne-nel, a tételt szoktak ,,Fermat karacsonyi tételének™ is
- nevezni. Fermat sejtése a szamelmélet egyik klasszikus tétele, amely szerint minden
4m + | (m € N) alaka primszam a tagok sorrendjétél eltekintve egyértelmiien felir-
hato ket egész szam négyzetének ossze geként. Emiatt neve21k ket négyzetszam tételnek” is. Példaul
5=41+1 =22 + 12, 13 = 4-3+1 = 3242 17 = 4-4+1=4% + 1% stb.]. A tételt Euler is bebizonyitotta,
de nagyon bonyolultan, ¢s hosszadalmasan (55 oldalon!).
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= Leonhard Euler (1707-1783) matematikust: Fermat kardcsonyi tételének
egyszerll bizonyitasaval. A Teleki Tékaban is fellelhet volt Eulernak az a
miive, melyben ezt a tétel bizonyitotta. Az 55 oldalas bizonyitas kozel két-
szer olyan hosszu, mint az egész Appendix. Euler bizonyitasat Bolyai Far-
kas is tal hosszanak itélte, ezért levélben kérte fiat, hogy probalja rovideb-
ben bebizonyitani ezt a matematikai igazsagot. Janos Eulertdl egyszeriibb
bizonyitast adott a tételre, s6t mi tobb, apjahoz irott egyik levelében két
oldalon(!) négy(!) bizonyitasat irta le a tételnek. A negyedik bizonyitas 2
sorbol(!) allt. Bolyai Janosnak ez a bizonyitasa minden bizonnyal a
KONYV-be valo. (Erdds Pal szerint ,,Istennek van egy KONY Ve, amely-

' ben minden tétel és a legjobb bizonyitasok benne vannak. Ha nem is hiszel
Istenben, a Konyvben hinned kell! Talan az Isten maga a KONYV. — hirdette. Egy matematikus
csak akkor lehet nyugodt, ha egy probléemanak nem csak egy bizonyitasat, hanem a Kényvbol szar-
mazo bizonyitasat talalja meg.” Kiss Elemér professzor mutatott ra, hogy a fenti tétellel kapcsolat-
ban még 2000-ben is jelent meg olyan matematikai kdzlemény, amelyet Janos mar 160 évvel ko-
rabban kidolgozott [12].

Nem kizart, hogy a fenti névsor még folytatodhat, hiszen maga Weszely Tibor, a neves Bolyai-
kutaté nyilatkozta, hogy ,,Bolyai Janosnak kiilondsen az analizis teriiletén vannak még feldolgozat-
lan feljegyzései, de a matematika mas agahoz tartozo irasai is »vdarnak a napfényre«, ahogyan 6
fogalmazott [5].”

Olah-Gal Robert Bolyai-kutato is hasonléan vélekedik, amikor azt irja, hogy ,,még sok meglepe-
tést hozhat a Bolyai-kéziratok megfejtése [15]”.

Bolyai Janos mindenkit megelozott:

- az abszolut geometria felfedezésével, Sem Gauss leveleiben, sem Lobacsevszkij dolgozataiban
nincs sz6 az abszolut geometriarol, ezért joggal allithatd, hogy az abszolut geometria felfedezése
egyediil Bolyai Janos érdeme. Eldtte sem, de vele egy idében sem gondolt senki annak megalkota-
sara. Vekerdi Laszl6 ide kivankozo gondolataval: ,,Bolyai Janos nem a nemeuklideszi geometriat
fedezte fel. Neki a nemeuklideszi geometria ingyen ajandékként adodott, miutan folfedezte, sz
szerint megteremtette az abszolat geometriat, azt a Harmadikat, ahonnét a Masik kett6 kibontotta a
maga kiilon és 6nmagaban megtamadhatatlan igazsagat [21]”. Tehat a Bolyai altal abszolutnak ne-
vezett geometria azokat a tételeket tartalmazza, melyek mind az euklideszi (£ rendszer), mind a
hiperbolikus (S rendszer) geometriaban egyarant érvényesek.

- a fizika geometrizalasa gondolat megfogalmazasaval

- annak belatasaban, hogy a kor négyszogesitése az euklideszi sikban lehetetlen

- annak felismerésével, hogy a fizikai gravitdcios erdtér és a geometriai tér kozott belsé osszefiig-
gésnek kell lennie

- a modellmaédszer elsé alkalmazasdaval, amikor az Appendix 21. §-aban kimutatta, hogy ha a
paraszféran a paraciklust tekintjiik egyenesnek, akkor a paraszféran az euklideszi geometria érvé-
nyes. Tehat a hiperbolikus térben modellt szerkesztett — paraszférat —, amelyen az euklideszi geo-
metria érvényes. Ez a fontos tulajdonsdg nagy szerepet jatszik Bolyai ellentmondas-mentességi
vizsgalataiban. A modell 1étezése azt bizonyitja, hogy ha az S rendszer ellentmondéstalan, akkor
ellentmondastalan a X rendszer is. O azonban a modellmédszert arra hasznélta, hogy az S-ben érvé-
nyes tételeket a X-ban érvényes tételekbdl vezesse le.

- abban, hogy kimondta: ,,a nemeuklideszi geometria éppen ugy ellentmonddsmentes, mint az eukli-
deszi.”

,»Az igazsag az, hogy Bolyai felfedezése két alapvetd szempontbol volt dontd. Egyrészt, hogy a
geometriaban megadta ezt a lehetéséget, masrészt a matematikai logikaban elészor volt olyan, hogy
egymasnak latszolag két ellentmondani tiing tény is megvaldosulhat. Tehat az euklideszi geometria is
lehetséges, meg a hiperbolikus geometria is. ... hogy nem csak egyféleképpen szabad gondolkodni,
hanem tobbféleképpen is. Ebben vilagjelentdségi attdrést jelentett ez az 0j hiperbolikus geometria.”
— Osszegezte Bolyai hatasat Boroczky Karoly akadémikus [12].
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,Bolyai masik nagy gondolata, hogy ha mar van tobbféle geometria, akkor melyik az, amelyik
megvalosul? Amig csak egy van, addig ez nem kérdés. De ha mar tobb van, akkor mar kérdés, hogy
a jo Isten ezek koziil melyiket szerette? — teszi fel a kérdést Lovas Istvan akadémikus [12].

Az Appendix 33. paragrafusa bizonyitja, hogy Bolyait ez a kérdés is komolyan foglalkoztatta. Itt
ugyanis egy feladatot fogalmaz meg az altala felfedezett hiperbolikus geometria valosagot leird k
paraméterének meghatarozasara. Gabos Zoltan fizikaprofesszor mutatta ki, hogy ez a paraméter az
Einstein-féle kozmologiai allandoval hozhat6 kapcsolatba [14].

Ki képes arra, hogy a tudomanytorténet eme 6riasait akar 100 évvel is megeldzze, ha nem egy
géniusz! E6tvos Lorand szavaival mindenképpen egyetértve el kell fogadni, hogy ,,csak az az igazi
tudomany, amely vilagra szol; ... ez valosult meg Bolyai alkotasaval egyszer; ilyen teljes mérték-
ben talan egyetlenegyszer.” Szentdgothai Janos szavai egyaltalan nem talzéak, amikor azt irja, hogy
A magyar nép géniusza a tudomany teriiletén legmagasabb fokon Bolyai Janosban oltott testet.”
Bolyai Janos nagysagat Weszely Tibor Bolyai-kutat6 igy jellemezte [13]:

e amai napig a magyar nemzet legnagyobb matematikusa
e cgy szerencsétlen életli ember, akiben nagyon érzédik a magyar sors
e minden idOk egyik legnagyobb matematikusa

Felvetodik a kérdés, hogy mi mindennel gazdagithatta volna még a matematika tudomanyat ez a
zseni, ha kedvezo koriilmények kozott folytathatta volna kutatasait €s publikalhatta volna felfedezé-
seit [9]. Egy Pierre-Simon Laplace-nak tulajdonitott mondas kifejezi Euler hatasat a matematikara.

,,Olvasd Eulert, olvasd Eulert, 6 mindannyiunk mestere.” Maga Gauss, a matematika fejedelme
is ugy nyilatkozott, hogy ,,Euler miiveinek tanulmanyozasa mindig a legjobb iskola lesz. Semmi
sem helyettesitheti.” Bolyai Janos nem csak a geometriaban alkotott nagyot. ,,0 egyetemes matema-
tikai zseni volt, aki kora matematik4janak minden olyan agaval foglalkozott, amelyekrdl tudomast
szerzett [19].” A fentiekben nem is emlitett analizissel kapcsolatosan Domaldrél 1844-ben tudatja
apjaval, hogy ,,Az integrdlszamitasban is tomérdek uj konnyt, tiszta tanom van...[9, 164. 0.]” Mas,
alkotobb légkorben, kelld elismertség esetén a matematika sok teriiletére kiterjedd érdeklddésével,
parjat ritkit6 tehetségével egy masodik Euler lehetett volna.
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JEGYZETEK

1  Markos Ferenc festdmuiivész alkotasa. Az Amerikaban él6 miivész a képet a marosvasarhelyi Kulturpalota féldom-
bormiive, az apja arcvonasait sokban meg6érzé Bolyai Dénes arcképe, és a ra nagyon hasonlitdo Klapka Gyorgy
honvédtabornok képmasa alapjan készitette, iskolatarsanak, Weszely Tibornak otlete és felkérése alapjan.

2 Ebben az évben bizonyitotta be Abel, hogy a négynél magasabb foku algebrai egyenletek gyokképlettel altalaban
nem oldhatok meg.

3 Euklideszi geometria esetén a kér négyzetesitése lenne a matematikailag igazan preciz elnevezés.

4 A hiperbolikus geometria esetén viszont majdnem teljesen pontos az elnevezés, mert abban nincs is négyzet, csak

négyszog, és bizonyos esetekben elvégezhetd a kor ,,négyszogesitése”, vagyis szerkeszthetd egy adott kor teriile-

tével egyenld teriiletli négyzet.

George Bruce Halsted: One Hundred Books Famous in Science.

6  Nagy addssagunk, hogy Bolyai Farkas ezen miivét a mai napig nem forditottak le magyarra.
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