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Bevezetés

A fejlédés, amely a kozelmultban egyes modulaciés mé
terén (mint pl. a PCM és a PPM-modulacio, amelykkne
savszélesség helyett a jel/zaj-viszony kerlubtéebe)
végbement, megndvelte az érdmldst a hirkozlés
altalanosabb elmélete irant. Ennek az elméletnekagmait
Nyquist és Hartle§ e témaban kdzzétett fontos cikkeikben

raktak le. A jelen tanulmanyban Kkiterjesztjik ezt elméletet és ennek soran néhany Uj
tényedt veszink figyelembe, mint pl.: a zaj hatasat atoreaban és az eredeti Uzenet
statisztikus szerkezete, valamint az informaciéstégndeltetési helyének természete folytan
elérhet megtakaritast.

A hirkozlés alapproblémajaegy adott helyen kivalasztott Uzenet pontos vaggkézelid
visszadllitdsa egy masik helyen.

Az Uzeneteknek gyakranjelentésiikvan; ez azt jelenti, hogy valamely — bizonyos fizikai
vagy fogalmi dolgokkal jellemzett — rendszerre wnanak, ille6leg aszerint korrelaltakd
hirkozlés elméletének e szemantikai vonatkozasai kdmbosek a nfiszaki probléma
szempontjabol. A lényegi kérdés az, hogy a ténylegeizenet,egy sor lehetséges koziil
kivalasztottegyetlen GzenetA rendszert Ugy kell megtervezni, hogy valamenrglasztasi
lehetiséggel egyutt tudjon @wkodni, ne csak azzal az eggyel amely végul kivédeasa kerl,
hiszen azt, hogy ez melyik lesz, a tervezés szakaszmég nem tudjuk.

Ha a sorozatot alkoto Uzenetek szama veéges, Ugyszam, vagy ennek barmely monoton
flggvénye agy tekinthéf mint annak az informacionak a meértéke, amelydteszletlsl
egyforma valoszifséggel kivalasztott barmelyik Uzenet hordoz. Ahogyazt Hartley
kimutatta, legtermészetesebb a logaritmusfliggvéalasetasa, és amennyiben folytonos
Uzenetsorral rendelkezink, ez a meghatarozas dsleattalanositasra szorul, mégis,
lényegileg minden esetben valamilyen logaritmikustéket fogunk alkalmazni.

A logaritmikus mérték tébb okbdl kényelmesebb:

1. A gyakorlatban hasznosabb, mivel disaaki szempontbdl Iényeges paraméterek,
mint: id6, sdvszélesség, jelfogdk szama stb. a éslégek szaméanak logaritmuséaval
linearisan valtoznak. Pl.: egy csoport jelfogbhozyy e Ujabbat hozzatéve
megkétszerezzik a jelfogok lehetséges allapotasadknat, ui. ekkor a szam 2-es

1 A jelen cikkbeli 4brak nem az eredeti cikkkkeriiltek kimasolasra, de tartalmilag azok intetacidinak
felelnek meg. (szerk. T.Dénes T.)

2 Nyquist, H.: Certain Factors Affecting Telegraph Sped@ taviratozasi sebességet befolyasolé6 néhany
tényerol”), Bell System Technical Journal. 1924. 4priB24. old.: ,Certain Topics in Telegraph Transmiasio
Theory” (,A taviré-atviteli elmélet néhany kérdés&.1.E.E. Trans., 47.k., 1928. aprilis, 617. old.

% Hartley, R.V.L.:Transmission of Informatio,Az informacio atvitele”). Bell System Technicaburnal, 1928.
julius, 535. old.



alapu logaritmusat 1-gyel megnoveljik. Megkétsaeeaz idt, durvan négyzetesen
valtozik a lehetséges lizenetek szama, vagy megaigikda logaritmus stb.

2. Kozelebb all az intuitiv érzésinkhdz, mint a fekdd mértékhez. Ez szorosan
Osszefugg az 1. ponttal, mivel a dolgokat intumiddon Ggy meérjik meg, hogy
altaldnosan hasznélt mértékegységek segitségéedris 0sszehasonlitdst végzink.
Az ember pl. Ugy érzi, hogy két lyukkartyanak kétsannyi informacio tarolasara
kellene alkalmasnak lennie mint egyetlennek, és kéljesen azonos csatorna
kétszeres informacidatviteli kapacitast képvisebgyikhez képest.

3. Matematikai szempontbol alkalmasabb, ui. a BRaik szamitdsi fiveletek
logaritmikusan konnyen elvégezbikt mig a lehdiségek szama miatt egyébkent
nehézkezesen kezeltidormét dltenének.

A logaritmusalapot a mérednformacio egységének megfdleh valasztjuk meg. Ha 2-es
alapu logaritmust valasztunk, az igy kapott egységsaris digitnek, vagy roviden bit-nek
nevezhetjuk, mely elnevezést J. W. Tukey javasdtgy, két stabil allapottal rendelkiez
eszkdz, mint e jelfogd, vagy a multivibrator-aramkégy bitnyi informacio tarolaséara
alkalmas.N szamu ilyen eszkOk bitet tud elraktarozni, minthogy a lehetségespaliak
szama 2, és log2" = N. 10-es alapu logaritmus hasznalata esetén az gejydécimalis
digitnek nevezhetjuk. Mivel

———— =3,32logo M,

Egy decimalis digit minteg)Bé bitnek felel meg. Egy asztali szamoldgép szamkerelkéiz

stabil allapota van, ennélfogva egy decimalis d@ibolokapacitassal rendelkezik. Aiszaki-
tudomanyos munkaban, ahol differencial- és intsgéahitast alkalmazunk, gyakran hasznos
az e-alapu logaritmusrol &-alapura tortééh atszamitas soran csupan aydotgnyesdvel vald
szorzést kell elvégezni.

.' Uzenet

1. abraAltalanos hirkozlési rendszer vazlata

Hirkozlési rendszerben az 1. abran vazlatosan laaiutipusu rendszert fogjuk érteni. Ez
Iényegében 6t réséball:
1. Az informacioforras Uzenet, vagy Uzenetek sdiffitjia elb, amelyeket a veétel
végallomashoz kivanunk eljuttatni. Az Uzenet tofibfeehet, Ggymint:
(a) betik sorozata, mint pl. a vezetékes- vagy radiotaékon
(b) az idbnek egyszdrf(t) figgvénye, mint a radi6 vagy a tavbeszesetében,
(c) az idbnek és mas valtozOknak a flggvénye, mint a fekaésf televizios
atvitelnél, ahol az uzenet felfoghaté mif(x,y,t) azaz két tér- és egy



id6koordinata flggvényeként. Itt az lUzenet a képereyy adott(x,y) pontjan,
egy adott idében észlelhétfényebsseget jelenti,

(d) két vagy tobb iéfliggvéeny, mondjukf(t), g(t), h(t) — ez az eset éall fenn a
»haromdimenziés” hangatvitelnél, vagy ha a rendstddbb, egyedi csatornat
kivanunk nyalabolni (multiplexelni);

(e) kulonféle valtozok kulonféle fuggvénye; - amed televizional az Uzenet
hdrom fluggvényl — f(x,y,t), g(xy,t), h(x,y,t) all, amelyek egy
haromdimenzids kontinuumban vannak definialva; Keze flggvényeket agy
is felfoghatjuk, mint egy, ebben a tartomanybarinii@t vektortér elemeit), -
hasonloképpen, tobb fekete-fehér televizios foprasiukalhat olyan Uzenetet,
amely harom valtozé tébb fuggvényéRll;

(H a fenti esetek kulonféle kombinacidi i$trdulnak, pl. a televizids atvitelnél a
képhez tartoz6 hangcsatorna.

2. Az ado ugy modositja az lzenetet, hogy abb@&atoman tortéh atvitelre alkalmas
jelet allit eb. A tavbeszél technikaban ez a imelet egyszdren abbdl all, hogy a
hangnyomast azzal aranyos elektromos aramma alakdti A tavirGtechnikaban
olyan kodolasi riveletet végzink, amelynek soran az tzenetnek nedgjfpbntok,
vonasok és szinetek sorozatat allitjuk &t atviteli csatorna szamara. Az impulzus-
kédmodulalt (PCM) multiplex-rendszereknél a kulonbobeszéd-fliggvényekb
mintat veszink, ezeket komprimaljuk, kvantaljuk,d&fjuk és végul — a jel
Osszedllithsa érdekében — megtaal multiplexeljik. A vokéder-rendszerek, a tv és a
frekvenciamodulacio, a jelnek Uzendthortens Osszedllitasa Osszetettiveletére
mutatnak mas és mas példat.

3. Csatornan pusztan az atvikdzeget értjik, amelyen keresztil a jel az adétol
vewohoz eljut. Ez lehet kétérvezeték, koaxialis kabel, radiofrekvencias sanységar
stb. A jelet az atvitel sorén, vagy valamelyik végmn zaj zavarhatja meg. Ezt az 1.
abran sematikusan egy zajforrassal jel6ltik, araelgdo jelét vétel kbzben befolyasolja.

4. A veWw rendesen az adastuweletének forditottjat végzi, azzal, hogy a §elb
visszaallitja az lUzenetet.

5. Az Uzenet rendeltetésén azt a személyt (vadgotjoértjik, akinek (amelynek) a
részére az uzenet szol.

Meg fogjuk vizsgalni a hirkozlési rendszereknél mfeftiilb bizonyos altalanos
problémakat. Ennek érdekéberbsaor az egyes &orduld elemeket, mint matematikai
mennyiségeket kell &dhllitani, fizikai megfelabjuktél kelléen elvonatkoztatva
(idealizdlva). EI§ kozelitésben a kommunikécios rendszereket haréntsbportba
sorolhatjuk: diszkrét, folytonos és vegyes rendszereket kiltetiidk meg Az elin
olyan rendszert értink, amelynél mind az Uzenenhdma jel diszkrét szimbolumok
sorozatabol all. Tipikus példa erre a tavirotechaniihol az Uzenet ligt, a jel pedig
pontok, vonasok és szlinetek sorozatabdl all. Fabgaendszer az, amelyben az Gizenetet
eés a jelet egyarant mint folytonos flggvényeket ekék, pl. a radio- és a tv
muisoratvitelnél. Vegyes tipusu rendszereknél mindsakdét, mind a folytonos valtozék
eléfordulnak (pl. PCM beszédatvitelnél).

El6szor a diszkrét rendszerek esetét vizsgaljuk memely@ket nemcsak a
hirkozléselméletben alkalmaznak, hanem a szamigbgém tavbeszé&kdzpontok
tervezésében és egyéb terlleteken is. Ezen tdbnea diszkrét eset képezi az alapjat a



folytonos és a vegyes eseteknek, amelyeket jelealnteéiny masodik részében fogunk
targyalni.

|. Diszkrét zajmentes rendszerek

1. A diszkrét zajmentes csatorna

A Morse-tipusu tavir6 és a geéptaviré két egyszpélda a diszkrét informacidatviteli
csatornara. Altalanossagban diszkrét csatornam algadszert fogunk érteni, amelyben egy
S,...,S elemi szimbdélumokbdl allé véges késztdthivalasztunk egy jelsorozatot, hogy azt
az egyik ponttél a masikig atvigyuk. Valamen®yi szimbdlumt; idétartama azonos legyen,
(pl. Morse-taviratozasnal a pontok és a vonasokza&ilonbodzik). Nem feltétel az, hogy a
rendszer az§ szimbdlumkészlethh alkothaté valamennyi lehetséges sorozat atvielér
alkalmas legyen, megengedhetiink csupan bizonyagatokat, amelyek a csatorna szamara
lehetséges jeleket fogjak képviselni. Igy a Moibératozasnal a kovetkézszimbolumokat
tételezzik fel: (1) a pontot, amely az aramkor éggyi ideji zarasabol, majd ugyanolyan
nyitdsabdl all, (2) a vonast, amely édjységnyi zarast és egy egységnyi nyitast tartalmaz
(3) a betikdz, amely — mondjuk — 3 egységnyi ideig nyitothatat jelent, és (4) a szokozt,
amely 6 idegységnyi ideig nyitott vonalnak felel meg. A megethed sorozatokra nézve
azt a megszoritast tehetjik, hogy k6zok nem k@ttlegymast (mivel, ha két ligiz kerdl
egymas mellé, az egyenéritiédgy szokdzzel). Felmerll a kérdés most mar, hogyannetjik
meg egy ilyen informacidatviteli csatorna kapaditas

A taviré esetében, ahol valamennyi szimbolum azoétartamud, és a 32 szimbolum
barmilyen sorozatanakdbrdulasa megengedett, a valasz egyszdinden szimbolum 5 bit
informaciot hordoz. Ha a rendszer masodpercenkérsizamu szimbolumot bocséat ki,
nyilvanvaléan azt mondjuk, hogy a csatorna kapsa#é bit/s Ez nem jelenti azt, hogy a
tavirécsatorna mindig ilyen sebességgel adja amrimdciét, ez a maximalisan elérbiétrték,
es az, hogy ezt valéban elérjik-e, vagy sem, - akdigbb latni fogjuk — a csatornat taplaléd
informécioforrastol fligg.
Abban az altalanosabb esetben, ha a szimbolumékaridma nem egyforma és a
megengedett sorozatok szamat korlatozzuk, a kéxéetkefiniciot adjuk meg:
Definicio: Egy diszkrét csatorr@kapacitasa

Cﬂm9Q¥D

Tooo

aholN(T) a megengedeft idétartamu jelek szama.

Konnyen belathato, hogy a tavird esetében a képkettentebb megadott eredményt kapjuk.
Meg lehet mutatni, hogy a szoban forgd hatarértékémekbdésre szamot tartdé esetek
legnagyobb részében véges szamnak adodik. TétkleZeli hogy az S,...,.S
szimbolumkészlet barmiféle sorozatdnakfaidulasa megengedett €és hogy az azt alkotd
szimbélumok idtartama rendrg,...,t. Mi lesz ezek utan a csatorna kapacitasa?

HaN(t)-vel jeldljuk at idétartamU sorozatok szamat, akkor

N() = N(t-ty) + N(t-t) + ... + N(t-,)



A teljes szam egyeblaz S,S,...,S-nel végddé sorozatok szamanak osszegével, és ezek
rendre:N(t-t;), N(t-k), ..., N(t-£). A véges kulonbségeknél jol ismert eredmény sz&{b)
nagyt értékeknél aszimptotikusan tart eg§;, értékhez, ahoK, pedig a legnagyobb valds
megoldasa a kovetkéxarakterisztikus egyenletnek:

X5+ X+, +X™=1 tovabba C=logX,

Abban az esetben, ha a megengedett sorozatokbaszonggsokat vezetiink be, gyakran
ilyen tipusu differencidlegyenletekhez juthatunk@ertékét a karakterisztikus egyeniétb
hatarozhatjuk meg. A fent emlitett tavirocsatorsetén

N() = N(t-2) + N(t-4) + N(t-5) + N(t-7) + N(t-8) +N(t-10)

amint ez a szimbdélumsorozatok Osszeallitasakoratdthaz eforduld utolsd, vagy utolséd
elstti szimbélumnak megfeléén. TehatC = -log po, ahol Ho az 1=p+u *+p>+p "+ B+l
egyenlet pozitiv gyoke. Az egyenlet megol@=0.539

A megengedett sorozatoknal nagyon gyakran a koé&tkeegszoritassal élinky,a, ...,a
olyan allapotok, amelyek mindegyikéhez csupan dégyetlem tartozhat az,,...,§
szimbélumkészleitl az adas soran (kilonb®készletek a kiulonbézallapotokhoz). Amikor
ezek kozul egyet adasra kivalasztunk, az allapd@llpotra valtozik, s ez a valtozas a régi
allapot, valamint az atvitt, szoban forgd szimbolsajatossagatol figg. Ennek egysizer
példaja a taviré esete, ahol két allapot |étezik) &iggien, hogy szlinet volt-e az adott utolso
szimb6lum vagy sem. Ha nem sziinet volt az utolstts@um, barmilyen jel adasra kerulhet,
és ha szlnet kovetkezik, az é&llapot megvaltozikélekent pedig véltozatlan marad. A
viszonyokat linearis grafon lehet szemléltetni, @lam az a 2. abran lathato. Itt a
csomopontok felelnek meg az allapotoknak, mig aalakaz egy adott allapotban lehetséges
szimbélumokat és az eredményul kapott allapot&éjszik.
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2. abraTavirojelekre alkalmazott megszoritasok grafikusiablasa

Az 1.sz. Fluggelékben megmutattuk, hogy amennyiberegengedett sorozatokra vonatkoz6
feltételek ebben a formaban leirhatok, W@yétezik, és a kovetkéztételnek megfeléken
szamithato:



1. TETEL:
Legyen b® az sedik szimbélum idtartama, amelynek &bordulasa azi allapotban

megengedett, és amelyj @llapothoz vezet. Ekkor @ csatornakapacitdsgW-vel egyend,

ahol W a kovetkeZ determinans egyenlet legnagyobb valds gyoke:

Swh-g,
S

i| =0 aholg; =1 hai=j , egyébkéng; = 0

Példaul a 2. abra tavirGja esetén a determinaisethes:

4
(\N—a +W—6) (\N—z +wW -1~

amelyet kifejtve a fentebb megadott egysgiget kapjuk.

2. A diszkrét informacioforras

Lattuk, hogy — nagyon altalanos feltételek melletegy diszkrét csatorna lehetséges jelei
szamanak logaritmusa azoikl linearisan valtozik. Az informaci6éadas kapasdta Ugy
definialhatjuk, hogy megadjuk a felhasznalt jelgeizéséhez szikséges masodpercenkénti
bitszamot.

Most tekintsik az informacioforrast. Hogyan lehet atematikailag leirni egy
informacioforrast és masodpercenként hany bit méaiét allit eb egy adott forras?

A legfontosabb dolog a kiindulasnal az, hogy staéitsisan ismerjik a forrast, s igy az
informacio helyes kédolasaval csokkentsiik a szidségatornakapacitast. A taviratozasnal
példaul a kozvetiterddlizenetek bé&k sorozatabdl allnak. Ezek a sorozatok azonban nem
teliesen véletlenszéek, hanem mondatokat alkotnak és a nyelv — mondikangol —
statisztikus szerkezetével rendelkeznek. igy aetk gpyakrabban fordul élmint a Q, a TH
sorozat gyakoribb az XP-nél, stb. Ennek a szerkekea |étezése lelteté teszi szamunkra,
hogy az idben (vagy a csatorna kapacitasdban) megtakaritfistkéel azaltal, hogy az
Uzenetsorozatot megfetelmoédon kodoljuk jelsorozattd. Ezt bizonyos mértékigeg is
valGsitottak a Morse-tavironal, ahol a leggyakrabbalbfordulo angol bdt az E
csatornaszimboélumat egy pont jelzi, mig a kevéstagayi betiket, pl. a Q, X, Z-t pontok és
vonalak hosszabb sorozata jelképezi. Ezt az eliminpos kereskedelmi kédoknal még
tovabb fejlesztették és itt gyakori szavakat ésj&iéseket 4-5 bt koddcsoportokkal
jelolnek, ezaltal jelesen leroviditve az atlagos atviteli idrtamot. A manapsag
szabvanyositott Udvazlés évforduldi taviratokndl ezt az elvet odaigdsjtették, hogy egy
vagy két mondatot viszonylag révid szamsorban kéalulsznek at.

Elképzelhetink egy diszkrét informaciéforrdst, amealzimbolumonként allitia &l az
Uzenetet. Ez a forras egymas utan fogja a szimhakatrkivalasztani, és azokéébrdulasi
valészirisége altalaban az éebleg kivalasztott szimbdélumoktol, valamint az adott
szimbélumtdl figg. Az olyan fizikai rendszer, vaggnak matematikai modellje, amely egy
valbsziriségi sorozat altal szabdlyozott szimbolumsorozgtoddukal, sztochasztikus
folyamatnak nevezziik. Ennélfogva egy diszkrét forrast Ugy &dghk fel, hogy azt egy

“ L. pl. S. Chandrasekhar: ,Stochastic Problemshiysi®s and Astronomy”. (,Sztochasztikus problémak a
fizikdban és a csillagaszatban”), Reviews of Modehgsics, 15. k., 1943. januar, 1. sz., 1. old.



sztochasztikus folyamat reprezentélja és forditéamely sztochasztikus folyamat, amely egy
véges készlethh kivalasztott szimbolumok diszkrét sorozatat g@litelb, diszkrét
informécioforrasnak tekinthét llyenek a kovetkeik:

1. Természetes irott nyelvek, pl. az angol, a néakinai.

2. Folyamatos informaciéforrasok, amelyeket valgernil kvantalasi folyamat
segitségével diszkrétté tesziink. Pl.: PCM addébalnsaz6é kvantalt beszéd, vagy
kvantalt televiziés jel.

3. Olyan matematikai esetek, amelyeknél absztrakbdan definialunk egy
szimbélumsorozatot éallit6 sztochasztikus folyamatot. A kovetk&ben erre az
utobbi fajta forrasra sorolunk fel példakat.

(A) Tetelezzink fel 6t bét, ezek: A, B, C, D, E, amelyeket egyarant 0.2-es
valosziriséggel valasztunk ki Ugy, hogy az egymast kiketalasztasok
egymastol fuggetlenek. Ez egyfajta sorozathoz yemretlyre tipikus példa
az alabbi:
BDCBCECCCADCBDDAAECEEAABBDAEECACEEBAEECBCEAD
Ezt a sorrendet egy véletlenszam tabfagegjitségével szerkesztettiik.

(B) Ugyanezen béket hasznalva legyenek a kivalasztasi valds#igek rendre:
0.4, 0.1, 0.2, 0.1 és az egymast kévedlasztasok egymastdl fliggetlenek.
Ekkor ennek a forrasnak egy tipikus Uzenete az balakesz:
AAACDCBDCEAADADACEDAEADCABEDADDCECAAAAAD.

(C) A fentieknél bonyolultabb szerkezetet kapunk,dz egymasutan kovetkez
szimbolumokat nem egymastél flggetlenul vélasztkik hanem azok
kivalasztasi valdsziisége fligg a megido betiktél. Ennek a legegyszidob
esete az, amikor a valasztas csupan a begeéketitsl fligg, a korabbiaktdl
mar nem. A statisztikus szerkezetet ezek utdx(jpatmenet-valosziiségi
sorozattal irhatjuk le, ah@ annak a val6szisége, hogy ar betit aj fogja
kovetni. Azi, j indexek az 6sszes lehetséges szimbolumot feloegik mas,
de ezzel egyenértekmddja a szerkezet jellemzésének, haig) ,digram”
(,kétbetis”) valosziriségeket adjuk meg, amely azg befipar egylttes
eléfordulasanak relativ gyakorisagat jelzi.pfi) betigyakorisagok (az beti
valészirisége), a pi(j) atmenet-valosziiseg és a p(i,j) digram-
valosziriségek a kovetkézképlettel kapcsolodnak egymashoz:

p(i) = Y PG, 1) =X p(J.) = Y p(i) P, ()
pGi, 1) = PPy (J)

2P =2 p0) =2 pGj)=1

Konkrét példaként tételezziink fel harom thetA, B, C-t, a kbvetkez
valOsziriségi tablazatokkal:

® Kendall and Smith: ,Tables of Random Sampling Nemsh. (,Véletlen mintavételezési szamok tablazata”)
Cambridge, 1939.



pi() | i | p() p(i.j) j
A|lB| C A| B C
Al 0 |4/5] 1/5 A | 927 Al 0 | 4/15] 1/15
i(Bl12]12] o B | 16/27 il B|8/27| 8/27| ©
C| 1/2|2/5]1/10 C | 2/27 C| 1/27| 4/135| 1/135

Ebbsl a  forrdsbol szarmazd  tipikus  Uzenet a  koveikez
ABBABABABABABABBBABBBBBABABABABABBBACACABBABB
BBABBABACBBBABA

A komplexitds tovabbi fokozasaval a ,trigram” (hdmoetis csoportok)
eléforduldsi gyakorisagaihoz jutunk. Itt egy tekivalasztasa az &6
kettstol flgg, de mar flggetlen az ezt meg®l Uzenetrésst. A p(i,j,k)
trigram-ebfordulasi gyakorisagsorozatot — vagy ami ezzel egstéki, egy
pij(K) atmeneti valoszirsegsorozatot — kellene létrehozni. Ezen az uaton
tovabbmenve egyre bonyolultabb sztochasztikus foatakat kapunk. Az
altalanosn-edrend esetben egy(is, iz,...,k) N-gram valosziriségre, ill. a
P.i,..i..(,) atmenet valdsziiségre van szukség a statisztikus szerkezet

jellemzéséhez.

(D) Sztochasztikus folyamatot definialhatunk ugyhsegy ,szavak” sorozatabdl
allo szoveget allitunk &l Tételezzlink fel 6t bét, ezek: A, B, C, D, E és 16
,SZ0t” ebben a nyelvben, melyekhez tartozo valdsagek:

0.10 A 0.16 BEBE 0.11 CABED 0.04 DEB
0.04 ADEB 0.04 BED 0.05s CEED 0.15 DEED
0.05 ADEE 0.02 BEED 0.08 DAB 0.01 EAB
0.01 BADD 0.05 CA 0.04 DAD 0.05 EE

Tételezzik fel tovabba, hogy az egymést kéveszavakat” egymastol flggetlendl
valasztottuk ki, s azok kozott sziinet van. Ekkortggkus Gizenet a kovetkézehet:

DAB EE A BEBE DEED DEB ADEE ADEE EE DEB BEBE BEBEHBE ADEE BED
DEED DEED CEED ADEE A DEED DEED BEBE CABED BEBE BEDAB DEED
ADEB

Ha valamennyi sz6 véges hosszusagu, ugy ez a fatyam ebzéekkel egyenértdk de a
leirhs a szészerkezet és a valdézégek szempontjdbdl egysideb lehet. Itt ismét
altalanosithatunk és bevezethetjik a szavak kéaittenet valoszirséget stb.

Ezek a mesterséges nyelvek hasznosak arra, hodisésgikkel egyszér problémaékat,
példakat allitsunk é| annak érdekében, hogy illusztraljuk a kulonféddsziiségeket. Egy
természetes nyelvet is megkdzelithetlink egy soszegflymesterséges nyelv segitségével. A
nulladrendt megkdzelitést Ugy veégezzik, hogy valamennyiitoegymastél fliggetlendl,
azonos valészirséggel valasztjuk ki. Az elsendi kdzelités soran az egymast kdvbetiket
egymastol fuggetlendl valasztjuk ki, de minden ihek a kivalasztasi valoszisége
megegyezik a természetes nyelvben képviselt értékkgy az angol nyelv etsendi

® Betii-, kétbetis és harombés csoportok éfordulasi gyakorisagai Fletcher Prafecret and Urgent, Titkos
és slrgs”) cimi, Blue Ribbon Books, 1939-ben megjelent kdnyvébafalhatok. Szo6- éfordulasi
gyakorisagokat tartalmaz tablazatos formaban G.dyeRelative Frequency of English Speech Soupds
angol nyelv beszédhangjainak relati$fetdulasi gyakorisaga”) c. we, Harvard University Press, 1923.



kozelitésében az E liet0.12-es valdszirséggel valasztjuk ki (ez az E handgfeldulasi
gyakorisaga a hétkéznapi angol nyelvben), mig a Wbszirisége 0.02, azonban a
szomszédos b@t kozott nincs kolcsonhatas, és nem kivanunk TH, @&Dehhez hasonl6
digramokat képezni. A masodrén@pproximacié soran digramszerkezeteket vezetink be
Miutan egy beit mér kivalasztottunk, a kovetk&éizannak a valosziiségnek megfeléen
valasztjuk ki, amellyel a kilénbézbetik az el$t kovetik. Ez szikségessé teszip§)
digram-ebforduldsi gyakorisagokat tartalmazé tablazat alledésat. A harmadretid
kozelitésben trigramszerkezetek jelennek meg, akedl minden bét az ebzé két betitdl
flggo valdsziriséggel valasztunk Ki.

4. Az angol nyelv megkozelitésének folyamata

Hogy képet alkossunk, hogyan lehet ezekkel az aslgkkal egy nyelvet jellemezni, az
aldbbiakban megadjuk az angol nyelv megkéozelités@pius |épéseit. Minden esetben 27
szimb6lumbdl allo ABC-t tételezziink fel, 26 tieés 1 kozt.

1. Nulladrend megkozelités (a szimbdélumok egymastol fliiggetleaskebfordulasi
valbsziriségik azonos).
XFOML RXKHRJFFJUJ ZLPWCFWKCYJ FFJEYVKCQSGHYD
QPAAMKBZAACIBZLHJQD.

2. Elirendi megkozelités (a szimbolumok egymastdl flggetlemkk.az elfordulasi
gyakorisaguk az angol nyéihszévegekének megfelgl
OCRO HLI RGWR NMIELWIS EU LL NBNESEBYA THE EEI ALHEHTTPA
OOBTTVA NAH BRL.

3. Masodrend megkozelités (az angol nyelvbediferdulé digram szerkezetek).
ON IE ANTSOUTINYS ARE TINCTORE ST BE S DEAMY ACHIND
ILONASIVE TOCOOWE AT TEASONARE FUSO TIZIN ANDY TOBESEACE
CTISBE.

4. Harmadrendl megkozelités (az angol nyelvberferdulo trigram szerkezetek).
IN NO IST LAT WHEY CRATICT FROURE BIRS GROCID PONINOME OF
DEMONSTURES OF THE REPTAGIN IS REGOACTIONA OF CRE.

5. Elgrendi szo6-approximécid. Ahelyett, hogetragram,...,n-gramszerkezetekkel
folytatnank, egyszébb és jobb, ha ezen a ponton szbegységekre vadtunkt az
egyes szavakat flggetlenil valasztjuk meg, de liggybe vesszik a megfael
eléfordulasi gyakorisagukat.

REPRESENTING AND SPEEDILY IS AN GOOD APT OR COME @GA
DIFFERENT NATURAL HERE HE THE A IN CAME THE TO OT @ EXPERT
GRAY COME TO FURNISHES THE LINE MESSAGE HAD BE THIEES

(magyar forditds szavanként: KEPVISELVE ES GYORSAKAN EGY JO

FOGEKONY VAGY JONNI LEHET KULONBOZ TERMESZETES ITTO A —

BAN JOTT AZ -HOZ —-NAK —HOZ SZAKER®D SZURKE JONNI -HOZ SZALLIT
A VONAL UZENET VOLT LENNI EZEK.)

6. Masodrend sz6-approximécid. A szé atmeneti valdssig-értekek valésagosak,
azonban tovabbi szerkezetet mar nem veszunk fignede
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THE HEAD AND IN FRONTAL ATTACK ON AN ENGLISH WRITERTHAT
CHARACTER OF THIS POINT IS THEREFORE ANOTHER METHOBDR THE
LETTERS THAT THE TIME OF WHO EVER TOLD THE PROBLENWMOR AN
UNEXPECTED.

(A szavak, ill. a széveg magyar forditasa: A FEJARSONTALIS TAMADAS EGY
ANGOL [ROVAL SZEMBEN HOGY E PONT JELLEGE ENNELFOGVAGY
MASIK MODSZER A BETUKRE NEZVE, HOGY AZ IDEJE? AKI SOHA NEM
MONDTA A PROBLEMA EGY VARATLAN RESZERE.

A két nyelv eltéb sajatossagai, ill. a szévegosszefiiggés hianyda rohtt a szovegre
a fentitl kissé eltéd értelmezés is megadhatd, azaz nem létezik teljasehvat
fordités.)

A szokvanyos angol nyelv szévegekhez vald hasonléosag minden egyes fenéssép
jelentbsen novekedett. Figyeljuk meg, hogy ezek a mintédgadhatéan j6 szerkeziek,
korulbelll kétszer annyi szerkezettel, mint amennyegalkotdsukkor figyelembe vettink.
igy a (3)-nal a statisztikus folyamat kétimesorozatbol all6, éssteszéveget ad, mig a minta
4-betis sorrendjeit j6 mondatokba lehet illeszteni. A1f@) a négy-, vagy ennél tdbb szébdl
allo sorozatok minden kulondsebb szokatlansag vejtetettség nélkil mondatokba
illeszthetk. A kilenc szébdl allg, ébb vizsgalt sorozattamadas egy angol irdval szemben,
hogy e pont jellege’. egyaltalan nem elképzelhetetlen. Udik ezek utan, hogy egy
elegenden komplex sztochasztikus folyamat jél jellemez diggkrét forrast.

Az el két mintat egy véletlen szamokkal foglalkozé kompgitségével szerkesztettik, (pl.
a 2.-nél) egy bételsfordulasi gyakorisdgot tartalmazo tablazatot hasan&zt a modszert a
3., 4. és 5. esetekre is kiterjeszthettik volnayemdigram, trigram és szoébrdulasi
gyakorisagokat tartalmaz6 tablazatok léteznek, la@onmi egy egyszébb, de ezzel
egyeneértélk modszert hasznaltunk. Pl. a 3. megalkotasahoznazer kinyit egy kdnyvet
valahol, és ezen az oldalon taldlomra kivalasztbeit, s azt feljegyzi. Ezutan a kdnyvet egy
masik oldalon nyitja ki, és addig olvas, mig ediediit meg nem talalja. Ekkor az ezt kd¥et
beftit jegyzi fel. Mas oldalra lapozva ezt a masodikibkeresi meg, és az azt kodejegyzi
fel, és igy tovabb. Hasonl6 modszert alkalmaztunk 4és 6. esetében. Erdekes lenne tovabbi
approximaciokat szerkeszteni, azonban az ezzehjéirika a kdvetkézlépésnél hihetetlen(l
megnovekszik.

4. Egy Markov-folyamat grafikus abrazolasa

A fentebb leirt tipust sztochasztikus folyamatok matematikaban diszkrét Markov-
folyamatokként ismeretesek, és azokkal a szakiomdaigen behatéan foglalkozik Az
altalanos eset a kovetkd@ppen irhatd le: létezik egy rendszer véges szianéitséges
allapota:S, S, ..., §. Ezenkivil létezik gui(j) atmeneti valoszirségsorozat, ami azt jelenti,
hogy ha a rendszer & allapotbdl mekkora valosziséggel megy at kovetkézépesber
allapotba. Hogy ezt a Markov-folyamatot informéocidsa tegylk, csupan azt kell
feltételezniink, hogy minden egyes allapotbdl a kidsivaldo atmenet soran egy iitedllit eld

a rendszer. Az allapotok meg fognak felelni @z&betikbél ,visszamaradd hatas’-nak.

A helyzetet rajzban a 3. 4. és 5. abrakon lathatdan vazolhatjuk. Az ,allapotok” a graf
csomopontjai, mig az atmenethez létrehozotiikettés valosziiségeket a megfelelvonal
(él) mellett tintettik fel. A 3. abra a 2. fejezatismertetett B-példat mutatja, mig a 4. abra
az ugyanott szereplC példara vonatkozik. A 3. 4bran csupan egy allapm, mivel az

" Részletes targyalas talalhaté M. FrechMgthods des fonctions arbitraires. Theorie des éxéents en chaine
dans le cas d'un nombre fini d'états possibl@®tszés szerinti fliggvények modszerei. A lac-ésgmk
elmélete véges szamu lehetséges allapot esetébetyében, (Paris, Gauthier Villars, 1938.)
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egymast kovet betik figgetlenek. A 4. abran annyi éllapot van, ahideti. Ha egy trigram-
példat szerkesztenénk, a kivalasztottibehegebzé lehetséges bi@barokra vonatkozolag
legfeljebbn? szamu allapot létezhet. Az 5. 4bra a D példabarubsott szdszerkezetre mutat
gréfot. IttSa ,beti”- vagy ,.sz6kozt” jelzi.

A A4 B .1

4.abraA C példabeli forrasnak megfelejjraf

5. Ergodikus és vegyes forrasok

Amint azt fentebb jeleztik, egy a céljainknak mége diszkrét forrast ugy tekinthetink,
hogy az egy Markov-folyamattal reprezentalhaté.ehetséges diszkrét Markov-folyamatok
egy csoportja sajatos tulajdonsagai réven jétestzerephez jut a hirkdzléselméletben. Ez a
kuldnleges csoport aargodikusfolyamatokat foglalja magaban és igy a megéelefrasokat
ergodikus forrasoknak fogjuk hivni. Bar egy ergadikfolyamat pontos definiciojat elég
nehéz megadni, az altalanos elv egylszEgy ergodikus folyamat altal Iétrehozott sorokato
statisztikus tulajdonsagok szempontjabél azonokpkaz egyes sorozatokbol kapott et

ill. kétbetis Osszetételek (digramok) stbéferdulasi gyakorisdgai a sorozatok hosszénak
novekedésével meghatarozott, az adott sorozattgyetlen korlathoz fognak tartani.
Valojdban ez nem igaz minden sorozatra, de az alétgésamelyre ez hamis, zérus
valdszirisédi. Nagyvonalian: az ergodikus tulajdonsag statiggtlkomogenitast jelent.



12

5.abra A D példabeli forrasnak megfetegraf

Valamennyi, fentebb megadott, mesterséges nyelomatikozd példa ergodikus. Ezt a
sajatossagot a megfalefirafszerkezethez kapcsoljuk. Ha a graf rendelkaziévetkeéd ket
tulajdonsaggd) akkor az adott folyamat ergodikus.

1. A graf nem all két olyan kulonallo résitl{A és B), amelyekben a nyilak irAnyaban a
graf vonalai mentén ne lehetne az A részbe Esomopontokbdl a B-ben fekv
csomopontokhoz eljutni és viszont. (A graf 6sszgdliGzerk.)

2. Az azonos irdnyba mutatd, grafban zarodo élswovz,kornek” nevezzik. A koér
,hosszat” a benne 1évélek szama adja. igy az 5. abran a BEBES soroegy&egnyi
hosszUsagu kort jelent. A masodik szikséges jelleaz hogy a grafban lév
valamennyi kor hosszusaganak legnagyobb kézosjaskztégyen.

8 Ezek a Frechet idézettimében szereplfeltétel grafok szempontjabél ismételt allitasok.
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Ha az el§ feltétel teljesil, de a masodik nem (azéltal, hagggnagyobb kdz6s osziz1),
az élsorozatok bizonyos ismidb szerkezettel rendelkeznek. A kulénBogorozatokd
kulonbo®d csoportba oszthatok, amelyek statisztikusan azdnosltekintve attdl, hogy
kezdetik egymashoz képest eltolodott (az &,l@@helyet a sorozatbdnnek neveziink). Egy
nullatol d-1-ig terjedd eltolassal statisztikusan barmely sorozat barmetyasikkal
egyenértékvé teheb. A d=2 esetben erre egy egysizgrélda a kdvetkéz harom lehetséges
betink van, ezek:a, b ésc. Az a-t akar ab, akar ac kovetheti, rendrel/3 ill. 2/3
valbsziriséggel, mig & ésc betit mindig aza kdveti. Ekkor egy tipikus sorozat:

abacacacabacababacac.

Az ilyenfajta helyzeteknek a mi szempontunkbol siBok jelenisége.

Ha az el§ feltételt megsértjik, ugy a grafot feloszthatjgy esor olyan részgrafra, amelyek
mindegyike teljesiti azt. Feltételezzik, hogy a odils feltétel is teljesuljon minden

részgrafra. Ez esetben olyan, un. ,vegyes” forriastamn, amelyet egy sor tiszta 6sszétev
alkot. Az elemek a kulénbézrészgrafoknak felel meg. Hh;, Lp, Ls,... a komponens-

forrasok, felirhatjuk, hogy

L= p1|_1 + szz + p3|_3 + ...
Ahol p; azL; komponens-forras valdsZisege.

Fizikailag a vazolt helyzet a kdvetkezkilonbo® L;. Ly, Ls,... forrdsok Iéteznek, amelyek
mind homogén statisztikai szerkezettel rendelkeZaeliz ergodikusak). A priori nem tudjuk,
melyik kerul sorra, de ha egy addit tiszta komponensl egy sorozat elkezdlik, annak
statisztikus szerkezetének megfédei hatarozatlanul folytatodik.

Példakéent a fent meghatarozott folyamatok kozutokekivalasztva tételezzik fel, hogy
p;=0.2 ésp,=0.8. A vegyes forras egy sorozatara ekkor azt kagjagy

L=0.24 +0.8L

Ha Li-re 0.2 L,-re 0.8as valészitiséget valasztunk, és barmelyiket is valasztottbkoh
ezutan egy sorozatot allituniéel
Hacsak az ellenké@t nem rogzitjuk, a forrdst ergodikusnak fogjuktéielezni. Ez a
feltételezés lehévé teszi szamunkra, hogy egy sorozat tagjaibol #&fpeatlagokat a
lehetséges sorozatok 6sszességének atlagaval azokdsz eltérés valdsiisege ekdzben
zérus). Pl. azA beti relativ gyakorisaga egy adott végtelen sorozatfiaonyos, hogy a
sorozatok 6sszességeében talalhato relativ gyakénsélesz egyedl
HaP; azi allapot valészitisége egi(j) aj allapotba valé atmenet valésis@ge akkor, hogy a
folyamat stacionarius legyen vildgos, hoBynek ki kell elégitenie az aldbbi egyensulyi
feltételeket: P, =) PR(j).

I

Az ergodikus esetben meg lehet mutatni, hogy bgemilkezdeti feltételek melletN
szimbolum utan g allapotban tartézkodaB;(N) valészirisegei az egyedségi feltételben
szerepd értékhez tartanak, i— oo.
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6. Valasztas, bizonytalansag és entropia

Egy diszkrét informé&ciéforrast mint Markov-folyaroat reprezentéltunk. A kérdés az,
definialhatunk-e egy mérhieimennyiséget, amely bizonyos tekintetben megmutatgnnyi
informaciot allitottunk & ezzel a folyamattal, vagy helyesebben szdlva, anilyebességgel
allitjuk elé az informaciot?
Tételezzilk fel, hogy egy sor olyan lehetséges esgimé& van, amelyek élordulasi
valosziriségei:ps, P2, ..., - Ezek a valosziiségek ismertek, azonban ez minden, amit arrdl
tudunk, hogy melyik esemény fogé&rdulni. Taladlhatunk-e olyan mennyiséget, ami azt
jellemzi, mennyi valasztasi lelésegunk volt a kivalogatas soran, illetve mennyiagywnk
bizonytalanok a kimenetelt illé&n?
Ha van ilyen mennyiség, mondjulk(pi,pz,...,p), ceélszeil kikdtni, hogy a kovetkey
tulajdonsagokkal rendelkezzék:

1. H legyen folytonos @ tartomanyban.

2. Ha mindenp; azonos, azazp, =1 , akkorH monoton névek¥ figgvényen-nek.
n

Egyforman valdsziin eseményeknél tobb valasztasi lékéy, ill. bizonytalansag van,
mint amikor valészitibb események is@&brdulnak.

3. Ha egy valasztasi lelisgget két, egymas utani valasztasi léb&gbe agaztatunk el,
az eredetH értéket az egyes egyedi értékek sulyozott dsszegeként kell szamitani.
Ennek a jelentését a 6. abran abrazoltuk.

| ]
® 1/2
1/2
1/3
[ ) [ ] [ ]
1/3
o3 @
e 1/2 /
® L SRYE

\. 1/6

6. abra Egy haromleheiségi valasztas felbontasa

Baloldalt harom valdsziiségink van, p, =%, P, =%, o8 =%. Jobbra diszor két,

egyarantz valoszirisédi esemeény kozul valasztunk és ha ezek koziul a mésodiul

elé, ez egy tovabbi valasztast ai?lés% valosziriségekkel. A végeredmények ugyanazt a

valbsziriségértéket adjak, mint azbb. Ebben a specialis esetben megkdéveteljik, hogy
H(z,z,zj: H(z,zng(gzj
236 22) 2 (33

Az E-es egyutthatdét mint sulytény@zazert vezettik be, mivel ez a masodik valasztasi

lehetiség csak fele annyi ideig all fenn. A 2. sz. Fuéggeén a kdvetkéz eredményt
allapitjuk meg:
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2. TETEL: A H értékének egyetlen olyan kifejezése, amely a feardm feltevést kielégiti, a
kovetke®d: H = —KZ p,logp, , aholK pozitiv konstans szam.
i=1

Ez a tétel és a bizonyitasdhoz szikséges feltétkzsemmiképpen nem sziikségesek jelen
elméletiinkh6z, csupan azért kozoltik roviden, hoghany késbbi definiciot ezaltal
kézenfekwévé tegyink. Ezeknek a definicioknak az igazi jéisége hatasaiban rejlik.

A H-= —z p logp, jellegi mennyiségek (aK konstans csupan a mértékegység
megvalasztasatél fligg) kozponti szerepet jatszammkinformacioelméletben, hiszen az
informaciéo mennyiségének, a valasztasi léb&geknek és a bizonytalansagnak a mérésére
szolgalnak.H ilyen alakjaban felismerhetjiik a statisztikus naika egyes képleteiben
meghatarozott entropia fogalmat, alpplannak a valosziiségét jelenti, hogy egy rendszer
fazisterének éppen azellajabanvan.

Ekkor H pl. a Boltzmann hires elméletd#tismertH lesz. A H = —z p, log p;, értéket g,

P2, ..., @ valosziriség-halmaz entropidjanak nevezzik.xAmlésziriségi valtozd entropiajat
H(x)-el jeloljuk. igy x nem egy fliggvény valtozdjat jelenti, hanem egyrszémkéjét jeloli,
amely megkulonbozteti gzvaldsziriségi valtozdH(y) entropiajatol.

Az entrépia kétp és gq=1-p valoszirisédi lehetiség esetébenH =—(plogp+qglogq),
amelyet a 7. abrgmfiiggvényében abrazoltunk.

Irs

o
5 ot
R PO ST S~ SRS R~ T V= S
| T
I \\\
| |
|
L~
L~
|

7. é&bra Két p és (1-p) valosziségi lehetiség entropiaja

A H mennyiség egy sor érdekes tulajdonséaggal rend&lkazielyek még inkabb alkalmassa
teszik arra, hogy az informéacié mértéke legyen.

1. H=0 eset akkor, és csak akkor all fenn, ha egyetleatéievel valamennyp; erték
Zérus, ez az eqgy pedig éppakgyel egyend. Igy csupan akkorihik el H, ha biztosak
vagyunk a kimenetelben. Egyébkéhpozitiv.

2. Adottn értékreH maximalis édog n-nel egyend, ha minderp; egyend (azaz p, = %)

Ez intuitive belathatd, hogy a legbizonytalanablyzes.

°L. PL.: R.C. Tolman: ,Principles of Statistical ®teanics” (A statisztikus mechanika elvei), OxfoBfarendon,
1938.
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3. Tételezziink fel két eseménytet ésy-t, rendrem illetve n lehetséggel. Legyep(i,j)
a két esemény egylttessfeirdulasanak valosziisége, ahol az el$, | a masodik
eseményre vonatkozik. Az egylttes esemény entedpiaj

H(x y) = Zp(l j)log p(i, j)
aholH (x) = Zp(l J)IogZ pGi,j) és H(y)- Zp(l J)IogZ P, j)

Kdnnyen megmutathatd, hogy
H(x y) < H(X) +H(y)

és egyeriiség csak akkor all fenn, ha az események fluggétleggmastol (azaz
p(,)=pMp() ). Azaz, az egyittes esemeény bizonytalansaga kiselgly, egyert az
egyedi események bizonytalansagainak 6sszegével.

4. Barmiféle valtozas, amelynek soranpa p;, ..., @ valésziriségek egymashoz
kozelednek, H értékét noveli. igy hap,(p,és noveljik pi-et mikozben py-t
ugyanolyan mertékben csokkentjuk, ugy hpgyes p csaknem teljesen azonos lesz,
H értéke ndvekszik. Altalanosabban: ha barmifélagati6” miveletet hajtunk végre

p=>.ap, ahol>a =>a =1 és a 20
j i j

ekkorH novekszik (kivéve azt a specialis esetet, amel@reaz atalakitas nem terjed
tovabbp; permutaciojanal, amikor 4 természetesen valtozatlan marad).

5. Tételezzik fel, hogy van két véletlen eseménydndsy mint a 3. pontban, s ezek
nem feltétlendl fliggetlenek egymastol. Barmehg, amelyetx felvesz, fennall egy
pi(j) feltételes valdszirség, hogy aj értéket veszi fel. Ezt a kovetkieképlet fejezi
ki:

. iy ]
p () =200
> pG, )
j

V4

minden értékét figyelembe veszi és amelyet az arloértéek valosmfnsegenek
megfeleben sulyozunk. Ezek szerint

H,(y) ==>. p(, i)log p; (j)
i
Ez a mennyiség azt mutatja, mennyire vagyunk bitadagoky atlagos értékében, ha
x-et ismerjuk. Helyettesitva(j) értekét, kapjuk:
H,(y) == p(,)log p(i, )+ p(i, i)log)" p(i, ) = H(x y) —H(x)
ij i j

vagy H(x,y) =H(X) + H,(y)
Az X, y egyluttes esemeény bizonytalansaga (vagy entropi@a)x és y
bizonytalansaganak dsszegével egyenax-et ismerjik.

6. A3.ésazb5. ponthbdl a kdvetkezi(x) +H(y) = H(x,y) =H(X)+H,(y )



17

TehatH(y) = H, (y)

y bizonytalansaga sosem novekszik azaltal, hogy ismerjuk, &t csokkenni fog,
hacsakx ésy nem fliggetlen események, mig ez utébbi esetbervabazik.

7. Egy informaciéforras entropiaja

Tekintsiink egy fent leirt fajtaju, véges allapotgzérét forrast. Valamennyi lehetséges
allapothoz tartozni fog egy, a kulonkoiehetségeg szimbolumokpi(j) valdsziriségeilsl &llé

yaye

ezenH; értékeknek a szoban forgd allapotokfetdulasi valoszitiségei szerint sulyozott
atlagat definialhatjukH = > PH, ==Y Pp,(j)logp,(j)
i i

Ez a forrdsnak a szoveg egy szimbdluméara vonatiaiztentrépidja. Ha a Markov-folyamat
idében meghatarozott sebességgel zajlik, arra meglaat@d a masodpercenkeénti entropia is.

H =) fH,

aholf; azi allapot atlagos frekvenciaja (azaziaallapot masodpercenkénti@rduldsainak
szama). Vilagos, hogyl’ = mH,

ahol m a masodpercenkentsdllitott szimbolumok atlagos szamid.vagy H' a forras altal
szimbolumonként ill. masodpercenként produkalt rimféci6 mennyiségét méri. Ha a
logaritmus-alap 2, ezek a mennyiségek bit/szimbgliinbit/s mértékegységet képviselnek.
Amennyiben az egymast kdveszimbolumok flggetlenek, Udy egyszeiten a- > pi log p-

b6l szamithatd, ahgb azi szimbolum valdsziisége. Tételezzik fel jelen esetben, hogy egy
N szimbolumbdl allé hosszUsagu Uzenetliink van. Ey naljsziriséggelp;N-szeresen fogja
tartalmazni az els szimbélum edfordulasat,p.N-szer a masodikét stb. Ennélfogva ennek a
sajatos Uzenetnek a valodmage el§ kozelitésben

p=p2" pf" "
1
log—

vagy logp=N> p/logp, ==-NH ahol :Tp

H tehat kozelilleg egyend egy tipikus hosszlUsagu sorozat reciprok valdisége
logaritmusanak és a sorozatbandlészimbolumok szamanak a hanyadoséaval. Barmilyen
forrAsra ugyanezt az eredményt kapjuk. Pontosalfbgaimazva (Id. A 3. Flggeléket) a
kovetkedket mondhatjuk:

3. TETEL: Barmely adotte)0 és J)0 esetében talalhatunk olyaxy-t, hogy a tetszés
szerintiN = N, hosszusagu sorozatok két csoportba oszthatok.
1. Egy olyan készlet, melynek teljes valosizigge kisebb ming .

2. A fennmaraddé valamennyi tobbi tag valo§sége kielégiti a kovetkéz

-1
egyenbtlenséget: log p

- H‘(é’
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-1
Més szavakkal: csaknem bizonyosak lehetiink abbagy }qogNip nagyon megkozeliti

H-t, haN értéke nagy.

Egy masik ezzel szorosan oOsszefiiggredmény adodik a kilénb®zvaldszitiségek
sorozataira. Tekintslink ism&t hosszUsagu sorozatokat és rendezzik azokat cgbkken
valosziriségi sorrendbe. Definidljuk am(gq) szamot, amelyet a legvalosili taggal
kezdve veszlnk a sorozatbol, annak érdekében, déigyelembevett sorozatokra a teljes

g valosziniséget meghatarozzuk.

4. TETEL: lim 'oglil'(q) =H ahol q#0 és q#1

o

log n(g)t mint a sorozat meghatarozasahoz sziikséges kdekéds értelmezhetjik, abban
az esetben, ha csak a legvaléshn sorozatokat vesszik figyelembg, teljes

valésziriiséggel. Ekkow a bitek szama szimbo6lumonként.

A tétel azt mondja ki, hogy nagy értékekre ez @-tdl fliggetlen lesz és értékd-val
egyenb. Az ésszdr valosziiséggel bekdvetkéz sorozatok szama logaritmusanak
novekedési sebessédtrdja meg, tekintet nélkil arra, hogyan értelmezzzikésszdien
valoszirii” kifejezést. Ezen eredmények alapjan (amelyek&®tRiiggelékben bizonyitunk)
a legtdbb célra hosszi sorozatokat Ggy kezelhetimitha azok csaR™ sorozatbdl
allnanak, melyek mindegyike~ "Nvalésziriséggel rendelkezik.

A kovetked két tétel azt mutatja meg, hoblyt ésH’-t hatarérték szamitassal kézvetlendl
az Uzenetsorozatok statisztikajabol hatarozhatjely mnélkil, hogy tekintettel lennének
az egyes allapotokra és az azok kozotti atmenktsraiiségekre.

5. TETEL:
Legyen p(B) a forrasbdl szarmaz®; szimbdélumok egy sorozatanak valossiége.

Legyen tovabb&s,, = —%Z p(B,)log p(B;)

ahol az 6sszeg mindenszimbolumbal alldB; sorozatot figyelembe vesz. Ezek utan
N-nek monoton csokkérnfliggvéenye éﬂNim G, =H

6. TETEL:
Legyen p(B, §) a B; sorozat valosziisege, amelyet aZy szimbdlum kovet és
pei(S)=p(Bi, S)/p(B) annak a feltételes valosisege, hogwi-t § koveti.
Legyen F, =-> p(B,,S;)log pg (S))
ij
ahol az 6sszeg d¢—1 szimbolum valamennys; tombjére és valamenn@ szimbolumra
vonatkozik. Ezutay azN-nek monoton csokkérfiiggvénye:

1 .
Fy =NG, - (N-1G,_,, GN=NZFH, Fy <Gy, limFyH

n=1
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Ezeket az eredményeket a 3. Fliggelékben levezétiikredmények azt mutatjak, hogyra
kozelitések sorat lehet megadni ugy, hogyt 2z....,Nszimbdlumokra kiterjedl sorozatoknak
csupan a statisztikus szerkezetét vesszik figyademba jobb kozelités. Valdjabahy a
fentebb leirt fajtaju forrabdl-edrend kdzelitésének entrépiaja. Ha a statisztikai béf®lgem
terjed kiN-nél tdbb szimbdlumra, azaz ha a&zél(N-1) szimbdlum ismeretében a kdvetkez
szimbélum feltételes valosdisége nem valtozik attol, hogy barmeldzl szimbolumét
ismerjuk, akkoFy = H. Természetesdry a kovetked szimbodlum feltételes entrdpiaja, ha az
(N-1) megebzé szimbolumok ismertek, migsy az N szimbolumbol allé témbdok
szimbélumonkénti entrépiaja.

ugyanazon szimbolumokra korlatozodik) relativ epitidak nevezzik. Ez, amint Kédb 1atni
fogjuk, a maximalis lehetséges kompressziot jelértiugyanazon ABC-ben kddolunk.

1-bsl kivonva a relativ entropiat aedundanciat kapjuk. A kdznapi angol nyelv
redundancigja, a kb. 8 li@€l nagyobb tavolsagokra nem véve figyelembe asstiius
szerkezetet, durvan 50 %. Ez azt jelenti, hogy amédngol nyelven irunk, az irott szoveg
felét a nyelv szerkezete hatarozza meg, mig a niégk szabadon valasztjuk. Az 50 %-0s
érték kilonboé modszerekkel nagyjabdl azonosnak adédik. E médkadizil az egyik az
angol szovegll vett minta beiinek egy bizonyos részét toréljik és azutan meghdiedjlik
valakivel visszadllitani azokat. Ha 50 %-0s elhaggdetén vissza lehet allitani az eredeti
szovegrészt, akkor a redundancidnak nagyobbnak l&etie 50 %-nal. Egy harmadik
modszer a titkosiras bizonyos ismert eredményeipsaik.

A redundancia két széiséges példaja az angol pr6zaban a Basic Englistarégs Joyce
Finnegan ébredése. kényve. ABasic Englishnyelv szokészlete 850 széra korlatozodik és
redundancigja igen nagy. Ez tukédik abban a tényben, hogy egy bekezdést Basic &ngli
re leforditva az meghosszabbodik. Ma&fdloyce megnoévelte a szokészletet és — gy tartjuk
— a szemantikai tartalom témoritését érte el.

Egy nyelv redundancidja a keresztrejtvények létads van 0Osszefliggésben. Ha a
redundancia zérus, Ugy barmelyitsstrozat a nyelvben @&brduld, értelmes széveget ad és
betik barmely kétdimenzios elrendezése keresztrejtviéepez. Ha a redundancia tul nagy, a
nyelv tul sok megszoritast tartalmaz ahhoz, hogyy neresztrejtvényeket szerkeszthessiink.
Részletesebb vizsgalat megmutatja, hogy amennyibeyelvre vonatkozd6 megszoritasok
jobbara kaotikus és véletlen termésir&t nagymérdit keresztrejtvények éppen 50 %-0s
redundancia esetén készitletHa a redundancia 33 % haromdimenzids kereszbrgjek
lehetségesek stb.

8. A kodolasi és dekddolasi iiveletek leirasa

Le kell még irnunk matematikailag az ad6 és adveegitségével az informacién végzett
kodolasi és dekodolasiimeleteket. Mindkét eszkozt diszkrét atalakitonaijik nevezni. Az
atalakitd bemenetére jutd jelsorozatot a bdémsrimbdélumok, a kimeneti jelet a kimeneti
szimb6lumok sorozata alkotja. Az atalakitonak leblgan bel$§ taroléegysége is, hogy a
kimeneti jel nemcsak az éppen a bemenetehjidtél, hanem az elmult itben torténteld is
fugg. Feltételezzik, hogy ez a lielsmemoria véges, ami azt jelenti, hogy az atalakiton
véges szamunf) allapota létezik, és hogy kimeneti jele a jelghl@lapotnak és a jelenlegi
bemeneti szimbolumnak a fliggvénye. A kovetkeglapot e két mennyiség egy Ujabb
fuggvénye lesz. igy egy atalakitd két fiiggvény tségjével irhato le:

yn = f(Xn’an) an+1 = g(xn'an)
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ahol:

Xn azn-edik bemeneti jel,

onaz atalakito allapota, ha bemenetén az n-edik betingzimbolum van jelen,

Yn @ kimeneti szimbélum (vagy kimeneti szimbolumokozba), amely, esetén all él, ha az
atalakito allapota ekdzben .

Ha egy atalakito kimeneti szimbdlumait egy masodli&lakito bemeneti szimbdlumaként
azonosithatjuk, ugy a két atalakit6 sorba kapcsdlhés eredményil ismét egy atalakitét
kapunk. Ha a méasodik atalakité azéeksmenetédl mikodik és az eredeti bemeneti jeleket
allitja vissza, az efs atalakitét nem-szingulérisnak, mig a masodikataknmverzének
nevezzuk.

7. TETEL:

Egy véges allapota statisztikus jelforras altal hagptt véges allapotu atalakité kimenete egy
véges allapotu statisztikus forras, melynek (egygéglore jutd) entropidja kisebb, vagy
egyenb a bemenet entrépidjaval. Ha az atalakit6 nem-afang, a két mennyiség azonos.

Jellemezzen a forras allapotat, amely szimbdélumsorozatot allit &l legyenp annak az
atalakitonak az allapota, amely kimenetgnszimbolum-tomboket ad. Ez a kombinalt
rendszer azo(,f) értékpar ,szorzat allapot-terével” jellemezhefét pont a térbefar,, 5,) és
(a,,B,) melyeket egy vonal kot dssze, sdeeld tud allitani olyarx-et, amelys; -et  f, —

be viszi at, Ugy ez a vonal jelen esetben ennekraek a valGsziiségét jelenti. A vonalat az
atalakito altal éallitott y; szimbdélumok témbjével jeldljik meg. A kimenet éqiajat az
allapotok sulyozott 6sszegeként szamithatjuk. ldazélr s-ra végezzik el az 6sszegezést, az
eredményll kapott tagok kisebbek, vagy egyeriesznek, minta, tehat az entropia nem
novekszik. Ha az atalakit6 nem-szingularis, kapekolkimenetét az inverzéatalakito
bemenetére. Ha H H,' és Hy' rendre a forras, az €lsés a masodik atalakitd kimeneti
entropidi, akkorH, > H, > H, = H, és igy H'=H,'.

Tételezzik fel, hogy olyan rendszerrel rendelkeziamkely a lehetséges sorozatokra nézve
olyan megszoritasokat tartalmaz, mint amilyeneke®.aabran bemutatott linearis graf
képvisel. Ha az ésj allapotok kozotti kilonbdz vonalakhoz pil(s) valOsziriséget rendeliink

hozza, ugy a grafbol forras lesz. Létezik egy olyajatos hozzarendelés, amely maximalja az
ered entropiat (Id. A 4. sz. Fuggeléket).

8. TETEL:
Legyen a figyelembe vett megszoritdsokkal rendélkendszer olyan csatorna, amelynek
kapacitas&€=log W. Ha teljesul
B _o
piﬁs) =lw™
B

ahol Iifs) azi-t6l j allapotig tartés-edik szimbolum idtartama, é8; —re fennall:

B = Z BJ'W_IH(S)
S,j

akkorH maximalis érték ésC-vel egyenb.
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Az atmeneti valosziiségek helyes megvalasztasaval egy csatorna szimbiblak entrépiaja
maximalisan a csatornakapacitas értekéig novelhet

9. A zajmentes csatorna alaptétele

A kovetkedkbenH értelmezését mint az informaci®allitasanak sebességét fogjuk igazolni
azzal, hogy bebizonyitukH meghatarozza a legjobb hatasfokd kodolashoz sgékse
csatornakapacitast.

9. TETEL:

“ s

utan lehetséges a forras kimenetét olyan médonlkpdmgy atIagosanH——s szimbolum/s

sebességgel adjon a csatornan, ahtétszeés szerinti kis érték. Nem lehetsé@es-nal
nagyobb atlagos sebességgel adni.

A tétel masodik részét, hogZ/H-t nem lehet meghaladni, agy bizonyithatjuk, hogy
észrevessziuk: a csatorna masodpercenkénti bemengtipiaja a forraséval egyénl
minthogy az adonak nem-szingularisnak kell lensi@z az entropia nem haladhatja meg a
csatornakapacitast. Ennélfogvel <C és a masodpercenkénti szimbdélumok szama =
H/H<C/H.
A tétel el$ részet ketfeleképpen bizonyitjuk. Az &lsnddszer az, hogy a forras altal
eléallitott N szimbolum valamennyi sorozatanak készletét figyble vesszik. Mivel nagy,
ezeket két csoportba osztjuk: az egg@ik " -nél kevesebb tagbol, a masik 2nél kevesebb
tagbdl all (ahoR a kilonb6s szimbolumok szamanak logaritmusa) és a teljesszéaifsége
p-nél kisebb.N novekedéséveh és s zérushoz tart. A csatornabarbferduld T idétartamu
jelek szama nagyobb, mi@t“~?T  mikdzbend kicsiny, hal nagy. Ha

T :(EMJN

C

akkor elegendl szamu csatornaszimbélum-sorozat adédik a nagysxaisédi csoport
esetében, hd\ és T elegenden nagyok (barmilyen kicsiny ia). A nagy valészitisédi
csoportot egy tetszés szerinti, kblcsondsen edgdrtenodszerrel kodoljuk be a készletbe. A
fennmarad6 sorozatokat nagyobb sorozatok képvijsatikelyek kezdetén és végén egy, a
nagy valdszifisédi csoportban nem alkalmazott sorozat all. Ez a épecsorozat start- é€s

stopjelként szolgal a kulonbéxddok szdmara. E kétkdzott elegend idét engediink meg
ahhoz, hogy valamennyi kis valosi$edi Uzenethez elegeficdorozatot adhassunk. Ehhez

T, =(§+¢jN

ahol ¢ kicsiny. Az atvitel kozepes sebessége szimbollarskifejezve ekkor nagyobb lesz,
mint
T . T H R O\
1-0)—+J0-=2| =|(1-9) —+A|+J —+
ooy eaEn) g )

amintN novekszik,0, A és¢ zérushoz és a sebess&¢i-hoz tart.
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Ennek a koddolasnak — és ezaltal a tétel bizonyitdsd egy masik mddja a kovetk&zppen
adhaté meg: al hosszusagu Uzeneteket csokkealoszirisédi sorrendben rendezzik és

s-1
feltételezzik, hogy a valosfisegek p, =2 p, =...2 p,,. Legyen P, = Z p, azazPs a psig
1

terjeds, de azt mar nem tartalmazé valosiségek O0sszege. &&zor binaris rendszerbe
kodolunk. Azs lizenetre a binaris kédot ugy kapjuk, hdgyt mint binaris szamot fejtjuk ki.
A kifejtés ms helyiértékre torténik, ahohs az egészrész, melyre igaz, hogy

log, 1 <m,(1+log, 1

S S

igy a nagy valosziisédi izeneteket révid kodokkal, mig a kis valossiégieket hosszu
kédokkal reprezentaljuk. Ezesbaz egyendtlenségekbl kapjuk, hogy

1 < 1
mg T pS< 2ms—l

2

A Psre kapott kdd egy vagy tohins helyiértékében el fog térni a kévetkéxsl, minthogy
valamennyi fennmarad@, Iegalébbzim-nel nagyobb és binaris kifejtésik ennélfogva & el

ms helyiértékben kildnbozni fog. Ezért valamennyi kdds és mas, és igy az lzenetet kddolt
formajabdl vissza lehet allitani. Ha a csatornazatok mar nem eleve binaris digitek
sorozataibdl allnak, ugy azok tetszés szerinti modmaris szadmokka irhatdk at, s igy a
binaris kédot a csatorna szamara alkalmas jeleddsztik at.

Az eredeti Uzenet szimbolumonkeént felhasznalt Isndigitjeinek atlago$l’ szamat kénnyen
meghatarozhatjuk. Azt kapjuk, hogy

H :%stps

1 1 1 1 1 . 1
De — log, — <—>m — 1+log, — ésigy G, <H (G, +—
NZ[ 9, pjps NZ sps<NZ( 9, pjps gy Gy <H(Gy +

N novekedéséveby tart H-hoz, amely a forras entrépiaja, ld'startH-hoz.
Ebbdl azt latjuk, hogy — ha aX szimbolumoknak csupan egy véges eltolasat alkalakaz a
koédolas vesztesége nem lehet nagyobb rhiht plussz a valésagod entropia é€s adN
hosszlUsagu sorozatokra kiszami@gtentropia kozoétti kulonbség. Az idedalison tul sztjess
tobbletidbtartam szazalékosan ennélfogva kisebb, mint

G 1

Ny = 1

H HN

Ez a kédolasi mod lényegében azonos azzal, am&ydt Fand® dolgozott ki, éltnk
flggetlenil. Modszere az volt, hogy &k hosszlsagu Uzeneteket csokkeraldsziriségi
sorrendbe rendezte. Ezeket a sorozatokat azutanlekéttiség szerint legjobban egyez
valbsziriisédi csoportba osztotta. Ha az lizenet a# etoportba tartozik, elsbinaris digitje

0 lesz, egyébként pedig 1. A csoportok ezutan Héaonkozel azonos valoszisedi
részsorozatokra oszlanak, és a megiaiébzsorozat hatdrozza meg a masodik binaris tigite
Ezt a folyamatot addig ismételjik, mig mindegyikszgorozat csupan egyetlen lUzenetet

19 Technical Report No. 65The Research Laboratory of Electronics, M. I. §5.6z. Kutatasi jelentés,
Massaxhusetts’ Institute of Technology Elektronikatatd Laboratériuma, 1949. marcius 17.)
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tartalmaz. Kénnyen belathatd, hogy kisebb kilonek®g eltekintve (amelyek &ltalaban az
utolso digitben fordulnak &) ez a modszer ugyanazt az eredményt adja, mientaldb leirt
aritmetikai eljaras.

10. Ertékelés és példak

Annak érdekében, hogy a generatortdl a terhelésiguamalis teljesitmeny atvitelt érjik el,
altalaban olyan transzformatort kell alkalmaznietiyel a generator a terhelésdiehézve a
terhelés ellenallasaval rendelkezik. A helyzet &gyl analdg ezzel. A kodolast végz
atalakitonak statisztikai szempontbdl illesztengll lka forrast a csatorndhoz. A forras a
csatorna féll, az atalakiton keresztil nézve azon forrdsévahegz statisztikai szerkezettel
kell, hogy rendelkezzen, amely a csatornaban amdéis entropiat adja. A 9. tétel tartalma
az, hogy — bar elérni altalaban nem lehetséges egaakt illesztést a kivant mértékig
megkdzelithetjik. A tényleges atviteli sebesséq € csatornakapacitas aranyat a kodolo
rendszer hatasfokanak nevezhetjik, s ez termésmetesgegyezik a csatornaszimbolumok
tényleges entropiajanak és a maximalis lehetségedpganak a hanyadosaval.

Az idealis, vagy kozel idealis kdédolasi folyamat addban és a vélen altalaban nagy
késleltetést tesz szilkségessé. Az eddigiekbentétkipajmentes esetben e késleltei@s f
szerepe abban allt, hogy a valosizégek és a megfetesorozathosszak kozott elfogadhato
illesztést hozzon létre.

Jo kod alkalmazasaval egy hosszu Gizenet recipridisziaiiségének logaritmusa aranyos kell

-1
legyen a megfeléljel idétartaméaval, azaz Iong —C‘ kifejezésnek mindig kis értéhek

kell lennie, kivéve a hosszu tzenetek kis toredékét

Ha egy forrds csupan egyetlen egyedi Uizenetet lelp@titani, entrépiaja zérus és csatornara
nincs szikség. Példaul, egy szamoldgép, amelyeegymas utani jegyeinek kiszamitasara
épitettek meg, meghatarozott sorozatot allit amelyben nincs véletlen elem. Nincs tehat
csatornara szikség, hogy ezt ,atvigyuk” egy mashmmmivel konstrudlhatunk egy masik
gépet, amely ugyanezt a sorozatot az adott ponkimgramitja, jOllehet ez esetleg nem
célszeti. llyen esetekben Ugy donthetlink, hogy teljesery vaégzlegesen figyelmen kivul
hagyjuk a forrasra vonatkozo statisztikai ismerkéiinA 1t szamjegyeit mint véletlen sorozat
elemeit tekintjik, amennyiben béarmilyen szadmjegyzatok adasara képes rendszert
konstrualhatunk. Hasonloképpen ugy is doénthetindgyhaz angol nyelvre vonatkozé
statisztikai ismereteink egy részét — de nem azszgé— felhasznalhatjuk egy kod
megalkotasara. llyen esetben a forrast a megtaktaént statisztikus feltételeknek alavetett,
maximalis entrépiaval rendelké&zek tekintjik. Ennek a forrasnak az entropidja natdyiozza

a szukséges és elégséges csatornakapacitastp@ddajaban az egyetlen, még figyelembe
veend informacio az, hogy valamennyi szamjegyet a 0,..1,9 készletbl valasztjuk. Az
angol nyelv esetén felhasznalhatjuk atke¢léfordulasi gyakorisagabdl adddo lehetséges
angol nyelv el§ kozelitésének felel meg, s entrépidja meghataroazaszilkséges
csatornakapacitast.

Ezek kdzul az eredmények kdziul néhanynak egiisgéldajat adva, tekintsiink egy forrast,
amely az A, B, C, D bék kozil valasztva egy hiforozatot allit €. Az egyes beék
111

‘8’8

kivalasztasi valészirsége rendrez, €s az egymast kowetbetiket fuggetlentl

N

valasztjuk ki. Ekkor
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1, 11,1 2 1\ 7,..,.
H=| =Zlog=+=log=+=log= | = —bit/ jel
(2 9729273 g8j e

igy megkdzelithetiink egy olyan kodolasi rendszamelyben ennek a forrasnak az iizeneteit

szimb6lumonkeént étlagosanzi bit/jel felhasznalasaval binaris szamjegyek foaban

koédolhatjuk. Ez esetben a kovetkekdddal ténylegesen elérhetjuk a hatarértéket (az
eredmeényt a 9. tétel masodik fajta bizonyitasrafja segitségével kaptuk):

A 0
B 10
C 110
D 111

Az N szimbolumbdl allé sorozat kédolasahoz felhaszniakiris szamjegyek atlagos szama:
N(Emltmgmj AN
2 4 8 4

Kdnnyen belathato, hogy@ 1 binaris egységek Y2, ¥z valosiseggel rendelkeznek, s igly
ertéke a kodolt sorozatok esetén szimbodlumonKémit. Ennélfogva az eredeti li&te
atlagosan 7/4 bit jut, s az entropidk azbbiedn azonosak. Az eredeti készlet maximalis
lehetséges entropidjiog 4 = 2, amely akkor all fenn, ha A, B, C és D egyarant/s/s-
valoszirisédiek. Ekkor a relativ entropia 7/8. A binaris sorokat ket az egyhez alapon
lefordithatjuk az eredeti szimbolumkészletre, adtked tablazat segitsegevel:

00 A’
01 B’
10 C’
11 D’

Ez a ketbs eljards ezutan az eredeti (izenetet ugyanazokkamdolumokba kbédolja, de az
atlagos kompresszio-viszony most mar 7/8.

Mésodik példaként tekintsiink egy forrast, amely AgyésB’-bél &llé6 sorozatot produkal,
mikdzben A-nalp, B-nek pedigy a valészifisége. Hap{(q, akkor

H =-logp® - p)"" =-plog pd-p)*"'" = plog%

llyenkor egyO, 1 allapotu csatornan az tzenetet elég jol kddolkalpy, hogy egy specialis
sorozatot, mondjuk 8000t adjuk a kevéssé gyakori A szimbdlumra, és utégw olyan
sorozatot adunk, amely a kovetkeR szamat jelzi. Ezt olyan binéris irhAsmoddal Igakszni,
amelyben a specidlis eltérolt sorozatot tartalmeai@dmennyi szam szerepdlé-ig minden
szdm szokas szerint szerepellGot az utdna kovetkézbinaris szam reprezentalja, amely
nem tartalmaz négy zérust, mégpetig= 10001stb.

Kimutathatd, hogy amirp—0, a kddolas az idealishoz tart, feltéve, hogy @hkiélges sorozat
hosszat megfeléén valasztjuk meg.
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Il. Diszkrét zajos csatorna
11. A diszkrét zajos csatorna leirasa

A kovetkedkben azt az esetet vizsgaljuk, amikor a jelet aitedtsoran, illetve az egyik vagy
a masik végponton zaj zavarja. Ez azt jelenti, hagyett jel nem szikségképpen azonos
azzal, amelyet az ad6é adott. Két esetet kiulonhizteineg. Ha egy bizonyos leadott jelnek
hatérozott figgvénye, akkor a hatast torzitdsnalezteetjik. Ha ennek a fliggvénynek van
inverze — nincs két leadott jel, amely ugyanazeét jelet hozna létre — a torzitas korrigalhato,
legalabbis elvben, egys#en a vett jelen végzett ellentétesvalet végrehajtasaval.
Az érdekbdésre szamot tartd eset az, amelyben a jel nemigningianazt a véltozast
szenvedi el az atvitel soran. EkkorkExett jelet ugy foghatjuk fel, mint amely a lead8fel
és azN zaj valtozok fuggveénye:

E =f(S,N)

A zajt éppolyan véletlen valtozonak tekinthetjukintmaz ebzéekben az lUzenetet, s azt
altaldnossagban egy megfélaztochasztikus folyamattal reprezentélhatjuk. gzkiiét zajos
csatorna legaltalanosabb tipusa, amelyet szemwggaink, altalanositasa a korabban leirt
zajmentes, véges Aallapotd csatornanak. TételezZéhkvéges szamua allapotot és egy
valbsziriségi sorozatot:

pa,i (181 J)

Ez annak a valoszisége, hogy — amennyiben a csatosredlapotban van és azszimbolum
keriilt leadasra — jplesz a kovetkez vett szimbolum és a csatorfallapotba keriil. igyr és

[ atfogja a lehetséges allapotokat, mig lehetséges adojtpedig a lehetséges vett jeleket
Oleli fel. Abban az esetben, ha az egymast kbsetmbolumokat a zaj figgetlenul zavarja,
csak egyetlen allapot létezik, s a csatorpgjpatmenet valdsziiségekkel irhatd le, amelyek
annak a valdsziiségét jelentik, hogy leadott szimbdlumra a vételi oldalprszimbolumot
kapunk.

Ha egy forrads egy zajos csatornat taplal, kétsstitius folyamat rilkodik: a forras és a zaj.
igy tobb entropiat lehet szamitani. &tént létezik egyH(x) entropia, amely a forras, ill. a
csatorna bemenet entropidja (a &ettyyend, ha az addé nem szingularis). A csatornakimenet,
azaz a vett jel entropiajdt(y)-nal fogjuk jelolni. Zajmentes esetbéf(y) = H(x). A ki- és
bemenet kdz6s entropiakd(x,y) lesz. Végul ket feltételes entropia is letezik(y) ésHy(x),
amelyek ismert bemenet esetén a kimenetre vonakogs forditva. Ezen mennyiségek
kozott a kovetket kapcsolat all fennH (x,y) = H(x) + H,(y) =H(y) + H(X)

Mindezeket az entropidkat masodpercenkénti, ilimbblumonkénti mértékegységekben is
mérhetjuk.

12. Ekvivokacioé és csatornakapacitas

Zajos csatorna esetén a vett jelen végrehajtottslyen mivelet segitségével nem lehetséges
— altaldban — az eredeti tzenet ill. az adott jeliges bizonyossaggal visszaallitani. Léteznek
azonban olyan informacidadasi médok, amelyek detdjzdése szempontjabdl optimalisak.
Ezt a problémat vizsgaljuk meg most.
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Tételezzink fel két lehetséges szimbolun@sat és 1-et, melyeket 1000 szimbdlum/s
sebességgely = p: = ¥ valosziriséggel visziink at. Igy informéacioforrasunk 1000'sbit
sebességgel ad. Az adatatvitel soran a zaj olyadt lokoz, hogy atlagosan minden 100 vett
jelbél 1 lesz hibas (a 0 helyett 1-et, 1 helyett O-t @dy. Mennyi lesz most mar az
informécidatvitel sebessége? Biztos, hogy keveseiibt 1000 bit/s, minthogy a vett jelek
mintegy 1%-a helytelen. Eldatasra azt mondhatnank, hogy 990 bit/s, egyisrelevonva a
hibas jel darabszamot. Ez azonban nem megfeteivel ebben nem vettik figyelembe
ismeretiink hianyat, hogy hol forduléeéz a hiba? Ezt egészen addig a $séiges esetig
fokozhatjuk, hogy feltételezhetjik: a zaj olyan yaljogy annak kovetkeztében a vett jelek
teljesen flggetlenek az adott jel@ktAnnak a valdsziilsége, hogy 1-et veszink ¥z, barmilyen
jelet is adunk, és ez forditva is &ll a O-ra. Em&kn a vett jelek kb. fele pusztan a véletlen
folytan helyes lesz, és hajlamosak lennénk array he rendszert 500 bit/s atviiekek
tekintsiik, mikézben tulajdonképpen egyaltalan nenszallit informéciot. Hasonldéan ,j¢”
atvitelt kaphatnank ugyanis, ha a csatornat teljgdeapcsolnank, és a vételi ponton egy érme
feldobaséval hataroznank meg a szimbolumokat.

A kibocsatott informacié mennyiségét nyilvan ugyll Keelyesen maodositani, hogy a vett
jelbdl hidanyz6 informaci6 mennyiségével korrigaljuk azatagy masképpen azzal a
bizonytalansaggal, amely az éppen vett jel esetébeadott jelre fennall. Az entrépiardl mint
a bizonytalansag mértékéikorabban tett megallapitasaink alapjan — a \atismeretében —
célszetinek latszik az Uzenet feltételes entrépiajat hdszna hianyzo informacié
mértékeként. Ez, ahogyan a &Bkiekben latni fogjuk, valéban a helyes definidizt az
elvet kovetveR, a valésagos atvitel sebessége ugy hatarozhato hogy az elallitasi

V4

R = H() - H(x)

A Hy(x) feltételes entropiat, amely a vett jel atlagosobizalansagat méri, célsten
ekvivokacionak fogjuk nevezni.

A fenti példaban, ha a vételi oldalon egy O-at @sirlk, annak az a posteriori valésEége,
hogy O kerllt adasra 0.99, és annak, hogy 1-eshkd).01. Ezek az értékek felcsédiek,
ha 1-est vesziink. igy

H,(x) = -[99log 99+ 001log 001 = 0.081bit/ jel vagy 81 bit/sec.

Azt mondjuk, hogy a rendszer 1000-81=919 bit/sbesstggel ad. Abban az extrém esetben,
amikor a 0-at azonos valos#geggel vehetjik 0-ként és 1-ként egyarant, (ilkaméoképpen
1-esre is), az a posteriori valésmagek ¥4 - 12 értdiek, és

1 1 1 1 L .
H. (xX)=-=log=+=log=|=1hit/ jel vagy 1000 bit/sec.
y(X) {2 92 5 92} J gy

Az atviteli sebesség ekkor, ahogyan az varhatés?. |

A kovetked tétel a ekvivokacio kdzvetlen intuitiv értelmezééé annak mint kilénlegesen
alkalmas mértékének az igazolasat adja. Tekintgigjykinformacioatviteli rendszert €s egy
megfigyebt (vagy valamilyen segédeszkdzt), amelyik mind adtdt, mind pedig a vételi
oldalon (a zaj miatt bekovetk&zhibakkal) visszaallitott (izenetet képes észleku. a
megfigyeb észleli a hibdkat a vételi oldalon a vett Uzenetés egy ,helyeshitcsatornan”
keresztlil adatokat kild a vételi ponthoz, hogy ti@re tegye azt, hogy a véva hibakat
korrigalhassa. A helyzetet vazlatosan a 8. abraatjoi be.
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korrekcios adat
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8 .4braKorrekciés rendszer vazlata

10. TETEL:

Ha a korrekcios csatorna kapacité#gx)-szel egyerd, a korrekcios adatok ugy koédolhatok,
hogy azokat e csatornan atkuldve a hibakat — elekiegy tetsdleges kicsinye hanyaduktol
— korrigalhatjuk. Mindez nem lehetséges, ha a csatkapacitasa kisebb miH{(x).

Elsé kozelitesben tehdd,(x) annak a jarulékos informacionak a mennyisége, yehal vételi
ponton masodpercenként be kell taplalni ahhoz, laogstt Uzenetet kijavitsuk.
Az el rész bizonyitasara tekintsink &gy vett (izenet hosszl sorozatait, és a megfélel
eredeti Uzenetet. Ezévi-sorzatoknak lesznek olyalrH,(x) logaritmusai, amelyek célszen
létrehozhattak valamennid’-t. igy minden egye3 masodperc alafHy(x) bitet kiildhetiink.
Ez Hy(x) csatornakapacitas mellethibagyakorisaggal valosithatdo meg.
A mésodik részt ugy bizonyithatjuk, hogy észrevekszbarmilyen x, y, z diszkrét
valdsziriségi valtozora
H,(x,2)=H (X

A baloldalt kikbvitve, kapjuk:

H, (2 +H,(X)2H, (x)

H,(x)zH,(x)-H (2)=2H, (X)-H(2)

Ha x-et a forras kimeneténelgt a vett jelnek éz-t a korrekcidés csatornan kuldott jelnek
feleltetjuk meg, Ugy a jobboldal az ekvivokacid mdm a korrekcidés csatorna atviteli
sebességével egyénHa ennek a csatornanak a kapacitasa kisebb amkkeio értekénél, a
jobboldal nagyobb lesz zérusnal ldg(x) > 0. Ez azonban a kuldott jelek bizonytalansagat
adja, ha ismerjuk a vett és a korrekcios jelekatell nagyobb zérusnal, ugy a hibagyakorisag
nem lehet tetszés szerinti kicsiny étték

Példa:

Tételezzink fel a bitek sorozatdban véletlengaer ebforduld hibakat: p annak a
valdszirisége, hogy egy bit téves, ésgal-p azé, hogy helyes. Ha ezeknek a hibaknak a
helye ismert, akkor korrigalhatok. igy a korrekciésatornan csupan ezekre a poziciokra
vonatkozo informéacidkat kell atvinni. Ehhez teh$tan forrasra van szikség, amely binaris
digiteket ad: az 1 (helytelen) digitekpt a O (helyes) digiteket pedig valdészinniséggel.
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Ehhez —[plog p+q|ogq] ertéki csatornakapacitas szikséges, amely az eredetszemnd

ekvivokéacidjanak felel meg.
Az atviteli sebesség R, a fentebb szeiregpdonossagok segitsegeével, két masik formaban is
irhato:

R=H()-H,()=H(y)-H,(y) =H()+H(y)-H(xy)

Az el definicios kifejezést kordbban mint a kaldott imfiéciO mennyisége és a kuldott
bizonytalansag kulonbségét értelmeztik. A masodieta informacié mennyiségének a zaj
kovetkeztében csokkentett mértékét méri, mig a hdikrne két mennyiség 6sszege, minusz a
kblcsonds entropia, azaz mas szoOhasznalattal: anmi@inyiségre egyarant vonatkozo,
masodpercenkénti bitszam. Igy mindharom kifejezésimonyos intuitiv jeleriisége van.
Egy zajos csatorn@ kapacitasa fetshatart szab az atviteli sebességnek, azaz abeasmet
adja meg, amely a forras és a csatorna helyegti#igskor all fenn. igy a csatornakapacitast
tehat a kovetkgiképpen definialhatjuk:

C =maxH (x) -H,(x))

Ahol a maximum a csatornabemeneten szoba gohmbden lehetséges informaciéforrasra
vonatkozik. Ha a csatorna zajmentes, akkigfx)=0. Ez esetben a definici6 megegyezik
azzal, amelyet korabban a zajmentes csatornarankgdtointhogy a csatorna maximalis
entropiaja — a 8. tétel értelmében — megegyezikdiggsaval.

13. A diszkrét zajos csatorna alaptétele

Meglepnek tinhet, hogy egy zajos csatornara egy meghatar@zétpacitast adunk meg,
minthogy ilyen esetben sosem kuldink biztos infandta Vilagos azonban, hogy ha az
informaciot redundans médon kiildjik, a hibak vaildézége csokkenthét

Példaul az uzenetet tObbszér megismételve, anndéintkd®®a modon vett valtozatait
statisztikusan vizsgélva, a hibak valosiziége igen alacsony értékre szorithatd. Azt varnank,
hogy ha ezt a hibavalés#séget a 0-hoz kozelitjik, a kddolas redundanciéggelen nagyra
fog novekedni és ennélfogva az atviteli sebességrashoz tart. Ez azonban egyaltalan nem
igaz. Ha igy volna, nem létezne egy jol meghatdtokapacitas, csupan egy adott
hibavaldszitiségre vagy egy adott ekvivokaciora vonatkozo érsékz a kapacitas pedig a
hibaval szemben szabott kdvetelmények szigorithsés@kkenne. Valdjaban a fentebb
definialt C kapacitas igen hatarozott jelésédi. Lehetséges ugyanis a csatornan keresztul
tetszés szerinti kis hibagyakorisaggal informadiétdeni C sebességgel, amennyiben a
kodolas megfelél

Ez a megallapitas nem érvénygsél nagyobb sebességekre. Ha kisérletet teszimkhagy
C-nél nagyobb mondjukC+R; sebességgel adjunk, szikségképpenRandvekménnyel
egyenb, vagy annal nagyobb ekvivokacié 1ép fel. A ternedsnegkoveteli az adott mérték
bizonytalansagot, ugyhogy végul is nem tud@keél nagyobb értéket korrekt modon elérni.

A helyzet a 9. abran lathat6. A csatorna bemenétiinaciosebességét a vizszintes, mig az
ekvivokaciot a fuggleges tengelyen abrazoltuk. A vastag vonal feletthalkazott meden
barmely pont elérhét mig a vonal alattiak nem érliktel. A vonalon €% pontok altalaban
véve nem érhék el, de rendszerint lesz két olyan pont, melyredér

Ezek az eredmények @-re vonatkoz6 definicié le¢bb igazolasai és az aldbbiakban
k6zoljuk bizonyitasukat.
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11. TETEL:

Rendelkezzen egy diszkrét csatofh@apacitassal és egy diszkrét forras masodpercehken
entropiaval. HaH <C, akkor létezik olyan kodolasi rendszer, amelynsktén a forras
kimenetét tetszés szerinti kis hibagyakorisaggaljyvtetszés szerinti kis ekvivokaciéval
adhatjuk ki a csatornara. H>C, akkor a forras ugy kédolhatd, hogy az ekvivokdagebb,
mint H-C+¢, ahol ¢ tetszés szerinti kicsiny érték. Nem létezik olkadolasi mddszer, amely
H—C-nél kisebb ekvivokaciot adna.

Ennek a tételnek az élsészét nem azzal a modszerrel bizonyitjuk, hoggléunk egy, a
kivant tulajdonsagokkal rendelkiexddolasi modszert, hanem ugy, hogy megmutatjuk: a
kédok egy bizonyos fajtdju csoportjaban ilyen kddnéteznie kell. Valojaban atlagolni
fogjuk e csoporton belll a hibagyakorisdgokat ésuktatjuk, hogy ezt az atlagértékenal
kisebb értélve lehet tenni. Ha szamok egy sorozatanak atleggbki mints, akkor legalabb
egy olyan szamnak kell léteznie e sorozatban, amaBl kisebb. Ezzel a kivant eredményt
igazoltuk.

R 2R S S B Y 0,
\\ ELERHETO .\
rsgiﬁ b

s

Egy zajos csatorna C kapacitasat ndrMax(H(x) — H(x)) hataroztuk meg, ahala be-, éy

a kimenet. A maximalizalast mindazon forrasokrakell terjeszteni, amelyek a csatorna
bemeneteként széba johetnek.

LegyenS olyan forras, amellyel elériiea maximalisC kapacitas. Ha ezt a maximumot nem
is éri el egy forras a valésagban (csupan mint leaparértéket kozeliti), legyes olyan
forras, amely a maximalis értékhez kozelit. Tétdkzel, hogyS-t a csatorna bemeneteként
hasznaljuk. Hosszl idétartamu adott és vett lehetséges jelsorozatokattteik. Ekkor a
kovetked megallapitasok igazak:

1. Az adott sorozatok két csoportba sorolhaték, reagy valdszitisédi, kortlbelul2™®
taggal rendelkez csoportba, és a fennmarado, kis teljes valdsggi sorozatok
csoportjaba.

2. Hasonléképpen, a vett sorozatok et/ tagti, nagy valésziisédi csoportbdl, és a

fennmarado6 sorozatok kis valosizsedi készletébl allnak.

X)

3. Minden nagy valésziisédi kimenetet mintegyZTHy( bemenet Allithat &l

Valamennyi mas eset teljes valés@ége kicsiny.
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Az ezekben a kifejezésekben hasznalt ,kicsiny” gsniegy” szavakhoz tartozhé és o
ertékek zeérushoz tartanak, ha megengedjiuk, Hbgyovekedjen, és§ megkozelitse a
maximalizalt forras esetét.

A helyzetet a 10. abran foglaltuk 6ssze, ahol admateket a baloldali, a kimeneti sorozatokat
pedig a jobboldali pontok jelentik. A félsvonalsereg egy tipikus kimenethez tartozé
lehetséges okok sorozatat jelképezi, mig az algOaeiptt, tipikus bemeneib szarmazo
lehetséges eredményeket reprezentalja.

E
>
M .
» »
& -
L L ]
» |
A HXT SHT
Nagy valosziniiséeii. ®  Nagy valésziniiséeii
lizenetelk . 5 HoT o vettjelek
minden E-re
. esszerii okok .
L >
» L
-
®  HROT .
» minden M-re
ésszerii hatdsok
| ]

10. &braEgy csatorna be- és kimenetei k6zotti kapcsolatolasikus abrazolasa

Tételezzik fel most mar, hogy egy maSikorrasunk van, ameliR<C sebességgel allit
el informaciét. AT idstartam alatt ez a forré8™™ szam( nagy val6szisédi izenetet
produkdl, amelyeket oly modon kivdnunk 0&sszekaptsola lehetséges
csatornabemenetebbkivalasztott készlettel, hogy kis hibagyakoriséggunk el. Ezt a
tarsitdst minden lehetséges maédobdakitjuk (ekdzben azonban csak &g forras altal
meghatarozott, nagy valéshsedi bemenetek csoportjat hasznaljuk), és a
hibagyakorisdgokat a lehetséges kddolasi rendseaeak nagy csoportjara atlagoljuk. Ez
ugyanaz, mintha & idétartamua lGzenetek és csatornabemenetek véletldas@resetére
szamolnank ki a hibagyakorisdgot. Tételezzik fegyhegy adoti;, kimenetet észlellnk.
Mi a valoszirisége annak, hogy &forrasbol szarmazo tUzenetek kozil egynél tébbtolya
talalunk, amelyely; lehetséges okainak készletébeaifadulnak?

A 2™® pont kozott véletlenszéen 2™ szamu Uzenet oszlik meg. igy annak a
valészirisége, hogy egy adott pont tizenetként szerepéljéi: H )

Annak a valészitisége, hogy egyetlen pont sem képvisel a vonalsereglzenetet
(eltekintve a tényleges kiindulasi GzeBtt

P= [l— ZT(R‘H(X))]ZTHY(X)
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Mivel R(H(X)-H (x), ezértR-H(x) =—-H (x) —77, aholn pozitiv. Ennek kdvetkezteben

P = [1_ 2—THy(x)—T/7 ]2

TH y (x)

Az eredmény, hd - o, akkor 1-27"",
Ennélfogva egy hiba é&flordulasi valoszitisége a zérushoz tart, s igy a téteb aidszét
bizonyitottuk.

A tétel masodik felét egysZexn bizonyithatjuk azaltal, hogy észrevesszik: aasmol
csupénC bit/sec-os sebességgel tudunk informaciot adlgsen figyelmen kivil hagyva az
eléallitott tobbi informaciot. A vételi oldalon a figmen kivil hagyott résk(x)—C érteki
ekvivokaciot ad, az atvitt rész pedig csakndvekményt igényel. Ezt a hatarértéket mas
modon is elérhetjik, amint ezt a folytonos esesgdtata soran meg fogjuk mutatni.

A tétel utolso allithsa egystekdvetkezménye &-re adott definicionak. Tételezzik fel, hogy
egy forrast H(x)=C+a entropiaval kddolunk, oly modon, hogH, (x) =a-¢érteki

ekvivokaciot kapjunk£pozitiv). EkkorR=H(x)=C+a és H(X)-H (x)=C+¢

ahol € pozitiv. Ez ellentmondC azon definiciéjanak, miszerint azH{x)—H,(x) maximalis
ertéke.

Valgjdban tehat ttbbet bizonyitottunk, mint amenbryitételben allitottunk. Ha pozitiv
szamok egy készletének atlaga a zérssigaru kornyezetébe esik, legfeljekls -ed része

lehet /& -nal nagyobb érték Minthogy ¢ tetszés szerint kicsiny, mondhatjuk, hogy csaknem
valamennyi rendszer tetszés szerint megkozelitzatiealist.

14. Ertékelés

A 11. tétel bemutatasa, jOllehet nem tiszta e¢gmsda bizonyitas, az ilyesfajta bizonyitasok
néhany hidnyossagat viseli magan. Az a térekvegy laobizonyitds mddszerét kdvetve az
idealis kodolast jol kozelitslk, gyakorlati szemitoirh rendszerint nem célszeValdjaban —
eltekintve néhany egészen trividlis e8leéts bizonyos korlatoz6 korilményéktaz idealis
eset kozelitéseinek explicit leirasat mind ez idegmki sem adta meg. Ez talan nem is
véletlen, hanem velejardja annak a nehézségnely, dogvéletlen sorozat jo kozelitésére kell
explicit szerkezetet megadni.

Az idealis eset kozelitésének azzal a sajatosségtiahe birnia, hogy amennyiben a jel a zaj
kovetkeztében elfogadhatd mddon valtozik meg, &dedr jel még mindig visszaallithatd
legyen. M&s széval ez az eltérés altaldban nena fegy masik, az eredéiiteltérs, ésszer
jelhez kozeliteni a jelet. Ez olyan aron teljedithehogy a koédolasnal bizonyos meriék
redundanciat kell alkalmazni. A redundanciat megfemodon kell a rendszerbe bevinni,
hogy a széban forgd, sajatos zajszerkezetet lelilkizjar altalaban a forrasban alkalmazott
barmely fajta redundancia segit, ha azt a vétaligpokihasznaljuk. Abban a sajatos esetben,
ha a forras mar eleve rendelkezik bizonyos reduridaal €s nem tesziink ra kisérletet, hogy
ezt megszintessik a csatornahoz vald illesztés,serda redundancia segit a zaj hatasanak
kikiszObolésében. Példaul, zajmentes tavirocsataratén iflben mintegy 50%-0s
megtakaritast érhetnénk el az Uzenet megfdi@tiolasa révén. Ez azonban nem teljesil, és a
csatornaszimbolumok az angol nyelv redundancidjai@két megtartjak. Ez ugyanakkor
azzal az dinnyel jar, hogy a csatornaban szamditeaj engedhét meg. A beik jelents
hanyadat helytelenil véve, az lizenet a szovegiggreslsl még mindig helyredllithato. Ez
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sok esetben valésZileg nem rossz kozelitése az idealis esetnek, nggtha angol nyelv
statisztikus szerkezete meglelsgin bonyolult és az értelmes angol nitebetisorozatok
nem esnek tavol (a tétel megfogalmazasahoz sziksttgdemben) egy véletlen kivalasztasu
sorozattol.

Csakugy, mint a zajmentes esetben, rendszeriststtiikség van bizonyos késleltetésre, hogy
az idealis kodolast megkdzelitsiik. Ennek most m2ga aovabbi feladata is van, hogy
megengedje azt, hogy a jelre nagy zajminta hassoelétt az eredeti lzenetet ilten
barmilyen értékelést végeznénk a vételi ponton. Mtanhosszat novelve, a lehetséges
statisztikai allitasok egyre inkadbb pontosithatok.

A 11. tételt és annak bizonyitasat kissé élérddon is megfogalmazhatjuk, amikor is a
zajmentes esettel valdé 6sszefliggés vilagosabbamkifT ekintsinkT idétartamu lehetséges
jeleket és tételezzik fel, hogy ezéklegy masodlagos csoportot valasztunk ki, amelyet
azutan hasznalni fogunk. Hasznaljuk ezen alcsapirtien elemét azonos valésiséggel és
tételezzik fel, hogy a vév ugy szerkesztették, hogy — eredeti jelként ezesoport elemei
kozul — a legvaldszitbb okot valasztja ki, amikor egy zavart jelet ve3efinialjuk N(T,g)t
mint a jelek olyan maximalis szamat, amelyet as@lort szamara valaszthatunk ki oly
maodon, hogy a helytelen értelmezés valdszdge kisebb vagy egyérd-val.

12. TETEL:
lim logN(T,q)
T

Tow

gyel.
Mas szavakkal: fuggetlenul attél, hogy adjuk megegbizhatdésagra vonatkozo korlatainkat,

megbizhatéan meg tudunk kilénboztetdl aoétartam alatt elegerid kdrtlbeltl CT bitnek
megfeleb Uzenetet, h& elegenden nagy. A 12. tételt 6ssze lehet hasonlitani aéfaijli
csatorna kapacitasara az 1. fejezetben adott diéfiiai.

=C , aholC a csatornakapacitas, feltéve, haggem egyerdl O-val vagyl-

15. Példa diszkrét csatornara és annak kapacitasara

Egy diszkrét csatorna egystigréldajat a 11. abran abréazoltuk. Harom lehetssgiesbolum
szerepel: ezek kozil az éilssoha nem befolyasolja zaj. A masodik és harmadikarantp
valosziriséggel jut at zavartalanul a csatornan, mannak a valdésziisége, hogy az egyik
jel a csatornan atjutva a masikka valtozik at.

o ,.
) P ()
— q
Atvitt Fogadott
szimbolumok szimbo6lumok
q
[ ) ,.
P

11. dbraDiszkrét csatorna példaja
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Legyen a:—[plog p+q|ogq] valamint P és Q annak valésiadége, hogy az disés
masodik szimbolumot hasznaljuk fel. Ekkidi(x) = —Plog P - 2QlogQ H,(x) =2Qa .

P ésQ értéket oly modon kivanjuk megvalasztani, hodgy(®—H,(x)-et maximalizalhassuk, a
P+2Q=1 megszoritas keretén belll. Ennélfogva irhatjukyhog
U =-PlogP -2QlogQ -2Qa + A(P +2Q)

a—U=—1—IogP+/] =0

oP

ouU

—=-2-2logQ-2a0+24=0

0 gQ

A kikliiszobd@seutan:

logP =logQ+a

P=Q¢" =Qp

1

B o
B+2 B+2

a csatorna kapacitas C =log

B+2
B

Figyeljik meg, hogyan adddnak ébla p=1 ésp="2 esetben a kézenfekertékek. Az el§
esetbens=1 ésC=log3 ami helyes, mivel a csatorna a harom lehetségatélum esetén
zajmentes. Hap=Y%2 , (=2 és C=log2, ekkor a masodik és a harmadik szimbolum
semmiféleképpen nem kilonboztetheineg, és egyutt gy szerepelnek, mint egyetlen
szimbolum. Az el§ szimbélumotP=2 valosziriséggel hasznaljuk, a masodik és harmadik
egyltt ¥2 valdszilséggel. Ez az érték akarhogyan megoszolhat a ké@b&lum kozott, és
mégis elérhéta maximalis kapacitas.

A p kozben$ értékeire a csatornakapacitag 2 éslog 3kodzé esik. A masodik és a harmadik
szimbolum kozotti kulonbségtétel hordoz ugyan némbrmaciot, de nem annyit, mint a
zajmentes esetben. Az @lszimbolumot valamivel gyakrabban alkalmazzuk aikniéesttonél,
mivel az a zajtél mentes.

16. Csatornakapacitas egyes kulénleges esetekben

Ha a zaj az egymast kovetsatornaszimbolumokra fiiggetlenil hat, azt egypgatmenet-
valosziriséggel irhatjuk le. Ez annak a val6sgége, hogy ha az szimbdolumot kildtik,
akkor aj-t fogjuk venni. A csatornakapacitast ekkor az hiakifejezés maximumaként
kapjuk:

-2 Pplog) Rp; +3 Rp;logp,
i, i i,j

Ahol Pt ZPi =1 figyelembevételével valtoztatijuk. Ez a Lagrange-fénddszer
segitségeével a kovetkeegyenbséghez vezet:
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> p,log Psi =y s=12,.
]

2.Pp

Ps-sel szorozva éstagot 6sszegezve kapjuk, hogyC. Legyenps; inverze (ha ilyen létezik)
hs, Ugy hogy>_ h, p; = J; , ekkor

2. hapglogpg —logd P p, =C) h,
S, i S

> PP =exy~CXhy+ > hypglogp, | vagy
i s S, ] -

I:)i = Z hit eXp - Cz hst + Z hst psj |Og psj
t s S,

Ez az egyenletrendsz& maximalis értékeinek meghatarozdsara szolgalC léatékét ugy
allapitjuk meg, hogyZPi =1. Ha ez teljesul, a csatornakapaci@desz, ésP, az ezen
kapacitas  eléréséhez  szikséges  csatornaszimbolmokionatkozé  megfelél
valosziriségeket jelenti.

Ha valamennyi bemeneti szimbolum adbelkiindulé vonalon felirt, azonos valds#gegi
sorral rendelkezik és ugyanez igaz valamennyi ketieszimbdlumra is, a kapacitas
egyszeiien szamithatd. Erre példakat a 12. abran mutallygn esetberH,(y) figgetlen a

bemeneti szimbolumok eloszlasi valosiégedl, és értékét—z p, log p, adja meg, ahol a
pi a barmely bemeneti szimbdélumokbdl szarmazé atviedbsziriiség.

12. abra.Minden be- és kimenetre azonos atmeneti valésefigel rendelkéz diszkrét
csatornak

A csatornakapacités igy fejezbiéd: Max{H (y) - H, (y)] = MaxH(y) + > p; log p,
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H(y) maximuma nyilvanlog m lesz, aholm a kimeneti szimbélumok szama, minthogy
lehetséges mindegyiket azonos valészéuivé tenni azdltal, hogy a bemeneti
szimbélumokat azonos valosifiedivé tesszik. A csatornakapacitas ennélfogva

C=logm+>_p logp,

A 12/a. abranC=log 4 — log 2 = log 2
Ez elérhet azéltal, hogy csak az élés a harmadik szimbdélumot hasznaljuk fel.

5
A 12/b. abranC = Iog4—§|ogS—%logG = Iog4—|ogB—%IogZ = Iog%Z3

A 12/c. ébrénC:Iog3—%logz—%I093—%log6:Iog T
223%6¢
Tételezzik fel, hogy a szimbolumok t6bb csoportralamek Ugy , hogy a zaj egy adott
csoportba tartoz6 szimbolumot sosem befolyasohubgon, hogy az 6sszetéveszéhketnne
egy masik csoportbelivel. Legyen azdik csoportra a kapacit&s, (bit/sec-ban), ha csak
ebbe a csoportba tartozé szimbélumokat hasznakkkor konnyen belathato, hogy — a teljes
készlet legjobb kihasznalasa érdekében —n-&zlik csoportban lév 6sszes jelP, teljes
valbsziriisége
2
P =

n z ch

Egy csoporton belll a valos#seg ugy oszlik meg, mintha az az érték lenne, andgopan
ezeket a szimbélumokat hasznalnank. A csatornackapaC = log ) 2 .

17. Példa hatékony kdédolasra

A kovetked példa, bar némiképp mesterkélt, olyan esetet matatlyben lehetséges egy
zajos csatorndhoz val6 egzakt illesztés. Két csasmimbdélumunk van0 és1 és a zaj az
ezekl®l kialakitott hetes csoportokra hat. Egy ilyen hgjfecsoportot vagy hiba nélkil adunk
ki, vagy egy meghatarozott szimbolum nem helyediKikz Ez a nyolc valésziségi erték
egyforma eséllyel fordulhat@&l Ekkor

C= Ma><[H(y)-Hx(y)]=%[7+8

1| 4 . ..
8I098} 7blt/JeI
Egy olyan, j6 hatasfokd kod, amely letwed teszi a hibak teljes kikliszobolését és a
szimb6lumokC sebesség adasat, a kovetk8zformaju lehet (ezt R. Hamming mddszere
segitségével allitjuk &):
Legyen egy tomb hét szimbOlum#;, X,...., X. Ezek kozul azXs; Xs, Xs €s X7
Uzenetszimbolumok, s ezeket a forrds tetszés szediasztja ki. A fennmaradé harom
redundans a kovetkézeppen szamithato:
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X, » a=X,+X;+X,+X,
X, = [B=X,+X;+X,+X,
X, - y=X+X;+ X, + X,

Ha egy héttagu csoportot veszink, azf3, y értékek kiszamithatok, és ha az paros, ugy
zérusnak, ha paratlan, akkor egyesnek nevezzik, Bzy binaris szamok ezutdn megadjak a
helytelenX; -t. (Ha zérus, gy nem volt téveszt&s.)

[ll. Folytonos lUizenetek

Most azt az esetet vesszik szemugyre, amikor &, jebggy az Uzenetek (vagy mindkgtt
folytonos valtozék, szemben az eddig targyalt disizjelledi jelenségekkel. A folytonos eset
nagyrészt levezetheh diszkrétbl hatarértek képezeéssel, ugy hogy az tzenet/jeliammot
nagy, de véges szamu kis tartomanyra osztjuk fal €0ban forgd kulonbézparamétereket
diszkrét mdédon szamitjuk. Ahogy csokkentjik ezekrekartomanyoknak a méretét, e
paraméterek altalaban a folytonos esethez tartozgfetet értékekhez mint hatarértékhez
tartanak. Néhany Uj jelenség is felbukkan azonlsaa, hangsuly az altalanos eredmeények
egyes sajatos esetekre tofi@tkalmazasara helyédik at.

A folytonos esetben nem fogunk arra tdrekedni, haggdményeinket a legnagyobb
altalanossaggal, vagy a tiszta matematika extragormsagaval kapjuk meg, minthogy ez
nagymeértél absztrakt szamelméleti apparatust igényelne, mrellyositana az analizi§ f
menetét. Elzetes vizsgalatok azonban azt mutatjak, hogy agletiformaba onthétteljesen
axiomatikus és szigori mddon, amely magéban fegiaiind a diszkrét, mind a folytonos
esetet és még masokat is. Azt az esetenkénti szadpstdl amelyet a hatarérték-meghatarozas
soran megengedink a kovetkkken ismertetett analizisben, valamennyi, a gyakorl
szamara fontos esetben igazolni lehet.

18. Fuggvényhalmazok és fliggvényegyittesek

A folytonos informacié esetén fiiggvény halmazoklkéd fliggvényegylttesekkel kell
foglalkoznunk. Egy figgvényhalmaz, ahogy azt a neveautatja, csupan egy osztalya vagy
gyijteménye egyvaltozés —dtliggvényeknek. A halmazban szefeglilénb6sd flggvények
explicit — vagy a halmaz egyes fliggvényei altal atatt, mig masoknal nem jelentkez
tulajdonsag implicit — kifejezésének megadasavfeezhetk. Néhany példa erre:

1. Afuggvények halmazaf,(t) =sin¢+6 )

(Minden egyes értéke meghataroz egy adott figgwe@hgimazban.)
2. Minden olyan idfiggveny halmaz, amely nem vesz fel W-nél nagyobkvienciakat.
3. A W-frekvenciasavra és az A amplitudéra korlatoxalamennyi fliggvény halmaza.
4. Az angol nyelv beszédhangjaibdl mindfisdggvenyekidl allo fliggvényhalmaz.

1 Néhany tovabbi példat az dnjavitd kédokra lasd.®.Golay:Notes on Digital Coding,Néhany megjegyzés
a digitalis kédolasrdl”), Proceedings of the Ingttof Radio Engineers, 1949. jlnius, 6. sz. 37/6%7. old.
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Flggvények egylttesén olyan fiiggvényhalmazt értaniellyel egyitt megadunk egy olyan
valésziriségi mérteket is, melynek segitségével meghatajokhaegy bizonyos
sajatossagokkal rendelkefiiggvény valoszifisegét. Példaul, at,(t) =sint+6 )

halmaz esetérfra megadhatunk egy valdsisegi eloszlast, mondjul(9-t. A halmaz
ekkor egyittesé valik. Néhany tovabbi példa fuggeémittesre:

1. fi(t) fuggvények véges halmazk=1,2,3,...,n) ahol azf, érték px valésziriséggel

fordul eb.
2. Egy véges dimenzios fuggveénycsale@,,a,,....a,,t )
Az a; paraméterre a kbvetk&éralOsziriségi eloszlassap(ar , a» , ...,an )

Tekinthetjiik példaul aZ (a,,...,a,,6,,....6,,t) = > a sini(at + )
i=1

altal meghatéarozott egyuttest, ahol@zamplitidok eloszlasa normalis és flggetlen,
mig a4 fazisok Q< 8 < 2m) egyenletes eloszlasuak és egymastol fliggetlenek.

3. Az f(a,h=Y aﬂw

ol 7T(2Wt - n)

fuggetlenek és ugyanazon/ﬁ szorassal rendelkeznek. Ez a ,fehér’ zajt leiro
osszefiiggés, amely a 0 — W savban hatéarolt éoéttatjesitménye N

4. Valasszunk at tengelyen pontokat a Poisson-eloszlas szerint. d&fin egyes
kivalasztott pontban behelyettesitve f@i3 flggvényt és a kilonbézfliggvényeket
O0sszeadva, a kovetkeegyuttes adodik:

if(tﬂk)
K=—c0

egyuttes, ahola; normal eloszlasu értékei

aholt, a Poisson-eloszlas pontjait jelenti. Ezt az eggiithz impulzus-, vagy ,sorét”-
zaj tipusanak tekintjik, amelynél minden impulzasres.

5. Az angol nyeli beszéd flggvényhalmaza, amikor a valGsstgértékeket a
mindennapi hasznalatban mutatkozéf@idulasi gyakorisag szabja meg.
Az f,(t) fuggvenyek egyuttese stacionarius, ha mindegyigg¥ényt idben

barmilyen mértékben eltolva, ugyanazt az egyukagjuk. Az f,(t) =sint + &)

egylttes stacionarius, hé egyenletesen oszlik € és 277 koz6tt. Ha mindegyik
flggvenytt;-gyel eltoljuk, akkor azf,(t +t,) =sint +t, + &) =sint +¢ )

kapjuk, aholg egyenletesen oszlik el 0 & kdzo6tt. Minden fliggvény megvaltozott,
de az egyuttes egészében véve valtozatlan maradliakekitas soran. A tobbi fenti
példa szintén stacionarius.

Egy egyittest akkor nevezink ergodikusnak, ha aziastarius és a fuggvényeknek
nincsen 0-t6l és 16t kildnb6z valdszirisédi, stacionarius részhalmazuk a halmazon
beldl.

A sin(t+8) egyuttes ergodikus. Ez@qtol és1-t6l eltérs valdszirisédi flggvenyeknek
nincs olyan részhalmazuk, amely mindendébeli eltolds soran ©6nmagéba

12 E7t a meghatarozast mint a savhatérolt fehéreffidiojat hasznalhatjuk. Ez bizonyo$myt jelent abbdl a
szempontbol, hogy kevesebb hatarértékképzésselnjit, a kordbban hasznalt definiciék. A ,fehér-zaj”
elnevezés, amely mar meglalsn meghonosodott az irodalomban, talan nem tdséigezerencsés. Az
optikdban a fehér fény egy pontszdényforrassal szemben barmilyen folytonos spekbtujalenthet, vagy
olyan spektrumot jelent, amely a hullamhossz fliggeben konstans (ami nem ugyanaz, mintha azt
mondanank, hogy egy spektrum a frekvencia fliggvégrydonstans).
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transzformalédik. Masfél az asin(t + ) egyittes, amelyem normalis eltolasu,g
pedig egyenletes, stacionarius, de nem ergodikueekriek a fluggvényeknek a
részhalmaza, példaul a0 és 1 kdzé esik, stacionarius és valdsasige nem egyefl
zérussal, ill. 1-gyel.

A felsorolt példak kozil a 3. és 4. szerinti erdgodi, és talan még az 5. is annak
tekinthet. Ha egy egyuttes ergodikus, akkoroekzelitésben azt mondhatjuk, hogy a
halmazban barmelyik fliiggvény tipikusan jellégiraz egylttesre. Pontosabban szélva:
ismeretes, hogy ergodikus egyilttes esetén barraelgljes egyuttesre vonatkozo
statisztikus atlag (1 valés#iseég mellett) egyefil egy, a halmazban szeréphdott
fliggvény minden iéeltolasa soran kapott atlagdalEgyszetien fogalmazva, minden
flggveényt Ugy tekinthetlink, mint amely az itlaladtaval, megfelélfrekvenciaval a
Hasonloképpen ahhoz, amikor szamokkal vagy fluggséeet kulonféle niveleteket
hajthatunk végre, hogy 0j szamokat, illetve fluggeket kapjunk, egyitteseken is
végrehajthatunk dveleteket, hogy Uj egyittesekhez jussunk. Tételdz4él példaul
fo(t) fuggvénylsl allé6 egylttest és egyl operatort, amely minden egydg(t)
fluggvényhez egg.(t) ered fliggvenyt rendel hozz@,(t)=T fa(t)

A g.(t) halmazra ugyanugy definialjuk a valésgégi mértéket, mint afz(t) halmaz
esetében. Ay,(t) flggvények egy adott részhalmazanak a valdseige egyelazon
ft) flggvények részhalmazanak valosségéevel, amelyek aT operator
kozbejottével a figgvények adott részhalmazanak a tagjdiélétjak. Fizikailag ez
megfelel egy egyittes valamely eszk6zon, pl. egirész egyeniranyiton vagy
modulatoron tortéh atbocsatasanak. Ekkor @gu(t) egyuttest az eszkdz kimeneti
fluggvényei adjak.

Egy eszkozt, vagy & operatort akkor nevezink invariansnak, ha a bereanet
alkalmazott eltolas egysZeeltolast hoz 1étre a kimeneten, azagh@=T f(t)

Ebsl kovetkezik valamennyig, (t +t,) =Tf, (t +t, )értéke. Egyszéen belathato,

(Id. az 5. Fuggeléket), hogy Aanvarians és a bemeneti egytittes stacionariugrakk
kimeneti egylittes is stacionarius. Hasonloképpama bhemenet ergodikus, a kimenet
is az lesz.

Egy s#ir6 vagy egy egyenirdnyitdé mindenfajtabéktolasban invarians, a modulécié
mivelete azonban mar nem, mivel a dfrekvencia fazisa bizonyos dbel
szerkezetet ad meg. Azonban a modulacio is invamdindazon transzformaciokban,
amelyek a vidgfrekvencias jel periddusanak tobbszorosei.

Wiener szoros kapcsolatot mutatott ki a fizikai kisdk id5 transzformécidval
szembeni invariancidja és a Fourier-elmélet ko'Zotényegében azt mutatta meg,

13 Ez a hires ergodikus elmélet, vagy inkdbb ezenéleimegyik vonatkozasa, amelyet, kissé mas
megfogalmazasban Birkhoff, Neumann és Koopmann hidonyitott, majd ezt kdvéen Wiener, Hopf,
Hurewitz és masok altalanositottak. Az ergodikulyaimatoknak meglehésen kiterjedt irodalma van, s az
olvasdnak ezen széilktél az idézett dolgozatokat ajanljuk a preciz éslélias megfogalmazds megismerése
érdekében. Pl.: E. HopfErgodentheorie (,Ergodikus elmélet”), Ergebnisse der Mathematiod ulhrer
Grenzgebiete, 5. kbte@n Causality Statistics and ProbabilifyA kauzalis statisztikarél és a valosasegisl”)
Journal of Mathematics and Physics, XIII. kétet3491. szam, N. WienefFhe Ergodic Theore,Az ergodikus
tétel”), Duke Mathematical Journal, 1939., 5. kétet

14 A hirkozléselmélet sokat kdszonhet Wienernek, jalénisen hozzajarult a filozéfiai és elméleti alapok
lerakasahoz. Klasszikus NDRC jelentés&ha Imternpolation, Extraplation and Smoothingstdtionary Time
Series (Stacionarius iésorok interpolaciéja, extrapolaciéja és simitas®l)iley, 1949.) adja meg a
hirkézléselmélet mint statisztikai problémadelslagos megfogalmazasat, adsdrokkal végzett fiveletekre
vonatkoz6 tanulmanyt. Ez atimmbar tképpen a lineéaris &ejelzéssel és #rési problémakkal foglalkozik,
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hogy ha egy rendszer linearis és emellett invarianskkor a Fourier-analizis az a
matematikai eszkdz, amellyel a problémat meg Kdhm.

Egy ado altal éallitott jelek, zavard zaj, illetve egy folytonosrifas altal produkalt
Uzenetek (pl. beszéd) megféleimatematikai leirasa fliggvények egyittesének
segitségével torténhet. A hirkdzléselmélet, ahogyzin Wiener hangsulyozta, nem
egyes fuggvényekkel végrehajtotiiveletekkel foglalkozik. Egy hirkdzlési rendszert
nem egyetlen, sajatos beszédfliggvény, vagy méghkéveyy szinuszos jel atvitelére,
hanem beszédfluiggvények egylttesének atvitelérezieek.

19. Savhatarolt figgvényegyuttesek

Ha egy f(t) idéfuggveny a 0-W frekvenciatartomanyban savhatarolt, Ugy teljesen
meghatarozhaté diszkrét, egyméstéz\il'ﬁ-ra [éw6 pontokban felvett ordinatéival. Ez a

kévetkes eredmény szerinti médon torténtiet.

13. TETEL:
Legyenf(t) olyan, hogywW-nél nagyobb frekvenciat nem tartalmaz. Ekkor

< sin77(2Wt—n) _¢f N
f(t)_;X“—H(ZVVt—n) ahol X, f[Z\Nj

Az f(t) ezen kifejtésében ortogondlis flggvények OsszegekZerepel. Az egyes tagod
egyutthatéi a végtelen dimenziéju ,fuggvénytérbdaghatok fel mint annak koordinatai.
Ebben a térben minden fliggvény egyetlen pontnakmiésen pont egyetlen fliggvénynek
felel meg.

Egy fuggvényt lenyegében akkor tekintUhkdétartamra korlatozottnak, ha valamennyi, ezen
idéintervallumon kivil e$ X, ordinatja zérus. Ez esetbeédTW kivételével minden
koordinata zérus lesz. igy edy frekvenciasavra é3 idétartamra korlatozott fuggvény a
térben2TWdimenziéju pontoknak felel meg.

A W savszélességésT idétartamu figgvények részhalmaza e térben egy tartpmad felel
meg. Példaul azok a flggvények, amelyek teljesgidar kisebb, vagy egysehlE-vel, egy

2TWdimenzioju,r =+ 2WE sugaru gdmbben fekypontoknak felelnek meg.

Korlatozott idbtartami és savszélesfiédliggvényegyuttest egyp(X,...,’%) valdsziriségi
eloszlas segitségével reprezentalhatjuk a megfeldimenzios térben. Ha az egyiittedkdn
nem korlatozott, akkor egy addttintervallumhoz tartoz@ TWkoordinatait ugy tekinthetjik,
mint amelyekkel a fliggvény idétartam alatti részét ésx,...,%) valosziriségi eloszlast
kielegien jellemezni tudjuk, hogy az ilyen hosszusagudinigrvallumokra a
flggvényegylttes statisztikus szerkezetét megadjuk.

mégis fontos forrdAsmunka a jelen dolgozat szemg@balj Utalhatunk itt még WienelCybernetics
(,Kibernetika™) (Wiley, 1948) c. kényvére, amelyhirkozlés és vezérlés altalanos problémaival faglak.

15 Ennek a tételnek a bizonyitdsahoz és a téma to\dfslezéséhez lasd a szé&r€ommunication in the
Presence of Noisé,Hirkdzlés zaj jelenlétében”) ciintanulmanyat. Proceedings of the Institute of Radio
Engineers, 37.k.1.sz. 1949. jan. 10-21.0ld.



40

20. Folytonos eloszlas entrépiaja

V4

Egy diszkrét p,,...,pn valészitiségekBl allo6 halmaz entropigjat a kovetkd@ppen
definidltuk: H = -> " p, log p,

“ sz

flggveny segitségével:
H =~ [ p(x)log p(x)dx

n-dimenziésp(x, ..., %) eloszlas esetén a kovetkemrhatjuk:

Ha kétx ésy valtozénk van (amelyek maguk is lehetnek tobbdim@sak), ap(x,y) egyuttes
és feltételes entropigja:

H(xy) =] [ p(x, y)log p(x, y)dxdy

pP(x.y)
H (y) = =[ [ p(x, y)log- 22 4xg
«(¥) == [ p(x y)log oy

H, (9 == [ px, ) 1og 22 gxq
,(9==[[ p(x,y)log )

ahol  p(x) = [ p(xy)dy p(y) =] p(x y)dx
A folytonos eloszlasok entropiaja nagyon sok (bémnminden) tulajdonsag tekintetében
azonos a diszkrét esetével. Konkrétan a kovéketzmondhatjuk el:
1. Ha azx terében egy adott értékre korlatozodik, akkdt(x) a max. érték émg \vel
egyenb, hap(x)=1/vkonstans.
2. Barmely kék,yvaltozo esetén azt kapjuk, hogh(x, y) < H(X) + H(y)
amely akkor és csak akkor megy at eg§s@ybe, ha ésy egymastdl fuggetlenek,
azaz p(x,y)=p(X)p(y) (eltekintve egy sorozat, zérus valosw@di pontjainak
halmazatdl).
3. Tekintsuk a kdvetkézfajtaju, altalanositott atlagolasitiveletet:

p'(y) = [a(x, y) p(x)dx
Ia(x,y)dxzja(x,y)dyzl ahol a(x,y)=0

Ezek utdn @’(y) atlagolt eloszlas entropiaja egy&nvagy nagyobb, mint az eredeti
p(x) eloszlasé.

4. Irhatjuk, hogyH (x,y) =H() +H, () =H(Y) +H,(x) és H,(y) <H(y)

5. Legyenp(x) egydimenziés eloszlads. A maximalis entropiat a@d forméja (feltéve,
hogy x szoOradsao értéki, és rogzitett) Gauss-eloszlasu. Hogy ezt kimukgssu
maximalnunk kell a fliggveényt:

H(x)=- j p(X)log p(x)dx ahol o2 = j p(X)x?dx és 1= j p(X)dx
A variaciészamitas szerint ehhez maximalni kell:
[ PO 10g px) + AP(x)X? + () cx
Ennek feltétele-1—-log p(X) +Ax* + = 0

és ebbl(a konstanst a megszoritasoknak megbelelmegvalasztva):
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e—(x2 120?)

p(x) = L
\2mo

A fentiekhez hasonléan-dimenziés térben, feltételezve, hagfx,...,») masodrendl
momentumag-ben rogzitjuk:

:J',__J'xixj P(X,,..., %, )dX,..dx,

Ezek utdn a maximalis entropia akkor alb dhasonlé szamitasi eljarassal), ha
p(xl,...,x1) azn- dimenziés Gauss- eloszléisj, mésodrenﬁi momentumokkal

“ sz

meg: H(x) =log+/ 2720 . Ezt tovabb kifejtve:

1
PN e

—log p(x) =

e—(xZ 120?)

H(x)=- j p(x)log p(x)dx = j p(x)log~/270 dx + j
= Iog\/5m+57:2 = Iog\/ﬁow Iog\/E = Iog\/ﬁa

Hasonl6képpen, az n-dimenziés Gauss-eloszlas &wadratikus alakkal kifejezve a
kovetked lesz:

p(X1 n (277)n/2 F{ zauxlx j

n/2

A
€s az entropiat aH =log(27e) ‘2 kifejezéslél szamithatjuk, ahol a#aij‘

determinans elemei a elemek.
Hax egyp(x)=0 x<0 félegyenesre korlatozodik &l momentumaa-val egyend:

a= T p(x)xdx

AT L. 1 _a fix
akkor a maximalis entropig(x) = =e *'# esetén lép fel, dog eaval egyens.
a

. Van egy lényeges kllonbség a folytonos és akiitzeset entropiaja kozott. A
diszkrét esetben az entropia abszolit mddon mérvaldsziriségi valtozo

véletlenszeiségét, mig a folytonos esetben ez a mérés egy ikatacendszerre
vonatkoztatott relativ mértéket ad. Ha a koordikaéttdnegvaltoztatjuk, az entropia
altalaban meg fog valtozni. Konkrétan, ha a koartfikatys,...,y-re valtoztatjuk meg,

az Uj entropia:

H(Y) =[] P X)J( del dy,



42

X
y
Valtozokxy,... x-re tortérd megvaltoztatasaval kapjuk:

H(y) = H(x)—j...j p(xl,...,xn)IogJ(gjdxl...dxn

ahol J( j Jacobi-féle koordinata-transzformacié. A logariimkifejezésével és a

igy az 0j entropia egyedla régi entropianak a Jacobi-féle transzformacidatiido
logaritmussal csokkentett értékével. Az entropiat falytonos esetben a
véletlenszdiség, egy felvett egységhez viszonyitott mértekétedintjik, amely
egység tulajdonképpen olyan koordinatarendszeghijebmelynek minden egyes kis
dx,...,d% elemét azonos sullyal vesszik figyelembe. Amikoegwdltoztatjuk a
koordinatarendszert, az Uj rendszer entrOpidjaaazéletlenszéiséget fogja mérni,
amelyben azonady,...,dy, elemek azonos sullyal szerepelnek.
A koordinatarendszeit valo e fluggeés ellenére is az entropia fogalmalgtdnos
esetben éppolyan fontos, mint a diszkrét esetben.amiatt van igy, mert az
informaciosebesség és a csatornakapacitas leszatotazfogalmai két entropia
kulonbségéll figgenek, mig ez a kilénbség nem fligg a koordmeatszed,
minthogy mind a két tag azonos mértékben valtozik.
Egy folytonos eloszlas entrépidja negativ is lehst.méréshatar egy egységnyi
intervallumban valo egyenletes eloszlasnak medfetetszés szerinti zérust allit be.
Az ennél jobban hatarolt eloszlas entrépidja kisetdmativ lesz. A sebességek és a
kapacitasok azonban mindig nem-negativak lesznek.

9. A koordinata transzformacié egy sajatos eséfivatked linearis transzformacio:

Yi :zaij X;
i
. , s , -1 . P
Ez esetben a Jacobi-transzformacio egysrer az ‘aij‘ determinans és

H(y) = H(x) +loga | . A koordinatak forgatasa (vagy barmely mas, aswormaciot
megord modszer) sordd=1 ésH(y)=H(x).

21. Egy fuggvényegylttes entropiaja
Tekintstink egyV savban hatarolt ergodikus fliggvényegyuttest. Legye

P(XLs- .- %)

az Xi,.....% amplittdék n egymast kovét mintavételezési pontban vett értékeinek
siriségfiiggvénye. Az egyittes entropidjat mint szaliddkat a kovetkedképpen
definialjuk:

|
H :—mﬁj...j DX, X ) 10G P(Xyy-. X )X, .. AX,

Definidlhatjuk a masodpercenkénti entropiat is niydon, hogy nem-nel, hanem a=z
mintavételezéshez tartoZémasodpercnyi idvel osztunk. Minthogyn=2TW, ezértH=2WH .
Fehér termikus zaj esetprGauss-eloszlasu és

H =logv27&2N, H =Wlog2/&N
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Egy adott atlagodN teljesitményre a fehér-zaj a lehetséges maxineisdpiaval bir. Ez
kovetkezik a fentebb emlitett Gauss-eloszlas mabéisnéulajdonsagaibol.

Egy folytonos sztochasztikus folyamat entropiajbbtba diszkrét folyamatokéhoz hasonlé
tulajdonsagot mutat. A diszkrét esetben az entr@piaosszi sorozatok valdsiségenek
logaritmusara és az éssien valoszifi, hosszu sorozatok szamara vonatkozott. A folytonos
esetben — hasonl6 médon — az entrOpia egy hossnfavételi sorozat valosZigégi
siriségeének logaritmusara és a flggvénytér éssmemagy valosziisédi térfogatara
vonatkozik.

A fentieket pontositva, ha feltételezzik, hquy,...,%) mindenx; értéke valamennyn-re
folytonos, akkor (elegerén nagyn esetében)

logp _ "(5

n

(X1,...,%) barmilyen valasztasa mellett, eltekintve egy olysorozattdl, amelynek teljes
valoszirisége kisebb, min® , ha o0 és ¢ tetszés szerinti kis szamok. Ez koévetkezik az
ergodikus tulajdonsagbol, ha a teret nagyszamusgie osztjuk fel.
H-nak a térfogathoz valdé viszonyat a kovetkappen adhatjuk meg: ugyanazon
feltételezések mellett tekintsik azlimenzios teret, amely(x,...,%)-nek felel meg. Legyen
Vn(q) a legkisebb térfogat e térben, amely belsejéptetjes valoszitiséget tartalmaz. Ekkor

im 29Va(@) _

nee oo

feltéve, hogyg nem egyerd O-val vagy 1-gyel.

Ezek az eredmények azt mutatjdk, hogy nagy¥rtékre igen jol meghatarozott, nagy
valoszirisédi térfogat létezik (legalabbis logaritmikus értelemp és hogy ezen térfogaton
belll a valoszitiségi $iriség — ismét logaritmikus értelemben véve — viszonglgyenletes.

A fehér-zaj esetében az eloszlasi fliggvényt a ké&zétosszefliggés adja meg:

1 1
P(XyseeiXy) = a7 P o DX

Mivel ez csakz x> -tél fuigg, az azonos valostiség-sriisédi feliletek gombok és az egész

eloszlas gombszimmetrikus. A nagyvalos$giegi tartomany a/nN sugari gomb belsejében
van. Amintn - o, Ugy annak a valosZisége, hogy egy pontdn(N + &) sugaru gémbon
kival esik, a zérushoz kozelit, és a gomb térfodagmritmusanak é4/n-nek a szorzata

v 278N -hez tart.

A folytonos esetberH entrépia helyett kényelmesebb azzal a leszarmametinyiséggel
dolgozni, amelyet entropia teljesitménynek fogurdvezni. Ezt mint az eredeti egyittes
savjara hatarolt és azzal azonos entropidju fedértajesitményét definidlhatjuk. Mas
szavakkal: ha egy egyuttes entropidjaakkor entrépia teljesitménye:

1 ‘
N, =——exp2H
1T o p

Geometriai szemléletben ez a mennyiség az azonmgd&l gomb sugaranak négyzetével
meéri a nagy valosziisédi térfogatot. Minthogy a fehér-zajnak egy adott egljiményre
vonatkoztatva maximalis az entrépidja, igy barnedy entropia teljesitménye kisebb, vagy
egyenb a tényleges teljesitményével.
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22. Entrépia veszteség lineéris fiz 6kben

14. TETEL:
Ha egy W savban szabadsagi fokonkéHt entropiaval rendelkéz egyuttest egyY(f)
karakterisztikaju dpr6n bocsétunk at, a kimeneti egyittes az alabbi pidval rendelkezik:

1
H, :H1+ijv|og|v(f)|2df

A szir6 miikodése Iényegében egy linearis koordinata-trans#éfoid. Ha az eredeti
koordinatarendszerben a kulonBofrekvencia dsszetékre gondolunk, az () frekvencia-
komponensek a régieknek egysmer tobbszorosei lesznek. igy a koordinata-transzieio
matrixanak atloit alapjaban véve ezen koordinatijilka A transzformacio Jacobi-féle értéke
ezek uténrf szinuszos és koszinuszos dsszei@esetére):

J= |j|Y(fi)|2

aholf; értékei aW savban egyefltavolsagokbawannak elosztva. Ez hatarértékben az
1 2
exp— |logY(f)| df
w Vjv gv(f)

kifejezésbe megy at. Mivel konstans, atlaga ugyanaz a mennyiség és a tételt a
koordinatavaltozassal alkalmazva az entrOpia vafiam, ezt az eredményt kapjuk. Ezt
megfogalmazhatjuk az entrépia teljesitmény segitsggs. igy, ha az elssorozat entropia
teljesitményeN;, akkor a masodiké

N, expi j loglY (f)|df
VVW

A végs entropia teljesitményt az eredeti entropia telesnynek és a fr6-nyereseg
mértani kdzéparanyosdnak a szorzata adja meg. meraséget decibelben mérjik, agy a
kimeneti entropia teljesitméeny ndévekedni fogMesavban, a decibelben kifejezett nyereség
szamtani kozéparanyosaval.

Az |. tablazatban néhany idedlis nyereség karaigkéra adtuk meg az entropia teljesitmény
szamitott és dB-ben kifejezett értékét\W=277 esetére (mikdzben a fazist 0-nak tételeztik
fel) ugyancsak feltlintettiik ezeknek @&réknek az impulzus atviteli valaszfiiggvenyet.

Ezekldl az eredményekih szamos mas esetre levezethat entropia veszteség. Példaul: az
elss esetre megadottl/e€ entropia teljesitmény tény&z minden olyan nyereség-
karakterisztikara is vonatkozik, amelyktwbd6l kapunk, oly mdédon, hogy aa tengely
Jfurészfog” — karakterisztikap é€s 1 kozott ugyanezt az entropia veszteséget mutatja. A
reciproknyereség a reciproktényeel rendelkezik: igyl/w tényedje €. A nyereséget
barmilyen hatvanyra emelve ez a téréyezk ugyanezen hatvanyra emelését eredmeényezi.
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|. Tablazat

E“f""!)i“ Entrépia
Entropia teljesitmény teljesit- teljesitmény

- . . mény P -
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23. Két fliggvényegylttes 6sszegének entropiaja

Ha két fuggvényegyuttesiink varg(t) és git) "0sszeadasuk” révén egy Uj egylttest
alkothatunk. Tételezzik fel, hogy az &lsegyittes valosziségi sirtisegfiggvénye
pP(4,..., %), Mig a masodikg(x,...,%). Ezek utan az dsszefréségfiiggvényét a kovetk&z
konvulucié adja:

[0G %) = [ o] PYareeens Yo )UK = Yoo X, = Y )yl

Fizikailag ez az eredeti fuggvényegyuttesek altghvkselt zajok vagy jelek 6sszeadasanak
felel meg. A kdvetkeZ eredményt a 6. Fliggelékben vezettik be.
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15. TETEL:
Legyen két egyiittes atlagos teljesitméNye N, és legyen entrépia teljesitményiik, N, .
Ekkor az 6sszeg entropia teljesitményﬁoea kovetke# korlatok allnak fenn:

N, +N, <N, <N, +N,

A Gauss-eloszlasu fehér-zajnak az a sajatsaggdduok@ga, hogy barmely mas, hozzaadodo
zaj- vagy jel-egyuttest a fehér-zaj és a jel tétlipény Osszegével kozel egyénered
entropia teljesitménnyel tud elnyelni, feltéve, hagel teljesitménye —bizonyos értelemben —
kicsiny a zajéhoz viszonyitva. (A jel teljesitményt& a rendesen zérus értélatlagos
jelértéktdl mérjuk.)
Tekintstk az ezen-dimenzidju egylttesekhez tartozé fuggvényterefeldér-zaj e térben a
gombi Gauss-eloszlasnak felel meg. Az egyittesned@yik, nem szukségképpen Gauss-féle,
ill. gbmbi eloszlasnak felel meg. Legyenek ezensHls sulypontja kordli mésodrend
momentumadg; . Ha p(x.,...,%) a diriiség eloszlas fuggvény, akkor

a; :J'J' PO —a;)(X; —a;)dx..dx,
ahol a; a sulypont koordinataja. Mivela; pozitiv definit, kvadratikus alak, igy
koordinatarendszeriinket ugy forgathatjuk el, hdtgsikedjék a § iranyokkal. Ezutarb;
diagonal alakra redukaljuk. Megkovetelhetjik, hdgyhez (a gombi eloszlas sugaranak
négyzetéhez) képest minden eglgeskicsiny legyen.
Ez esetben a zaj és a jel konvollcidja megkd#edt olyan Gauss-eloszlast hoz Iétre,
amelynek megfelélkvadratikus alakjaN+bj;

Ennek az eloszlasnak az entrépia tteesitmé[‘M&(N +b, )]1/n
vagy kozelibleg

<[+ T, =N T

A masodik tag a jel, mig az éla zaj teljesitmeénye.

IV. A folytonos csatorna
24. Egy folytonos csatorna kapacitasa

Egy folytonos csatorna bemeneti vagy atvitt jeleiidsnek egy meghatarozott készlethez
tartozo folytonosf(t) fliggvényei, mig a kimeneti- vagy vett jelek ezekvart véltozatai
lesznek. Mi csak azt az esetet vizsgaljuk, amelybem az adott, mind a vett jelek egy adott
W savban hataroltak. Ennélfogva e jeleKetidére vonatkoztatva 2TW szammal lehet
meghatarozni, statisztikus szerkezetik pedig végisenzioju eloszlasfiiggvenyek
segitségével irhato le. igy az atvitt jel statlsitt a

P(x, ... %)=P(X)

Mig a zajét a kovetkézeltételes valdsziiség eloszlas hatarozza meg:
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Egy folytonos csatorna esetében az informaciddtsegbessegeét a diszkrét esethez hasonlo
maodon definialjuk, mégpedig aR=H(x)-Hy(x) kifejezés segitségével, ahd(x) a bemenet
entropiaja ésHy(x) az ekvivokacid. A csatornakapacitast mRitmaximumat definialjuk,
mikdzben a bemenetet valamennyi lehetséges s@perht valtoztatjuk. Ez azt jelenti, hogy
egy véges dimenzidju kozelitéshe(x)=P(x,...,’) kell valtoztatnunk és maximalni az alabbi
kifejezést:

—j P(x) log P(x)dx+ H P(x, y)log Pé)((y;/) dxdy

Ezt atirhatjuk a kovetkézalakba

“ P(X,Y) Iog% dxdy

kihasznalva azt a tényt, hogy
j j P(x, y)log P(x)dxdy= j P(x)log P(x)dx

igy a csatornakapacitast a kovetsde@ppen fejezhetjiik ki:

_ 1 P(X.y)
C —y[rl MaxT ” P(x,y)log POOP(Y) dxdy

Ebben az alakban nyilvanvald, ho@y és C fiuiggetlen a koordinata-rendszgrtmivel a
log—"%Y)
P(X)P(y)
transzformaci6ja soran ugyanazokkal a tédkkel szorozzuk.C-nek ez az integrél-
kifejezése altalanosabb, mifd{x)-Hy(x).
Megfeleben eértelmezve (Id. 7. fuggelékben) ez mindig l&temig H(x)-H/(x) egyes
esetekben felveheti @& « hatarozatlan alakot. Ez példaul akkor afl, élax-et n-nél kevesebb
dimenzidju fellletre korlatozzuk ardimenzids kozelitése soran.
Ha H(x)-H(x) kiszamitasahoz a kettes alapu logaritmust hasggalpkkor C a
masodpercenként a csatornan —tetszés szerintkkigo&acié mellett — atvihét maximalis
szamu binaris digitet adja meg csakugy, mint akiétzsetben. Ezt fizikailag ugy allithatjuk
be, hogy a jelteret nagyszamu kis sejtre osztjylafaelyek elegertikn kicsik ahhoz, hogy az
X jel y pontba tolodasanaR,(y) valdésziriségi sirisége lényegében véve konstans a sejten
belll (mind x-re, mind y-ra). Ha e sejteket mint kilonallé6 pontokat tekikfjia helyzet
Iényegileg ugyanaz, mintha diszkrét csatornank ajofnaz ott bemutatott bizonyitasok itt is
alkalmazhatok. Fizikai szempontbdl azonban viladgosgy a térfogatnak egyedi pontokka
tortérd kvantalasa semmilyen gyakorlati szituacioban néttogtathatja meg Iényegesen a
végsd valaszt, feltéve, hogy a térrészecskék elegemdicsinyek. llyenforman a kapacitas a
diszkrét felosztas soran kapott kapacitas korléga és ez éppen a fentebb definialt folytonos
kapacitas.

szamlaléjat és nevéggt az x és y barmilyen egy az egyben torten

Matematikai oldalr6l mindeneké&t meg lehet mutatni (Id. a 7. Fliggelékben), hogy laz
Uzenetx a jel,y a vett jel (amelyet zaj zavar) es visszaallitott Uzenet, akkor
H(X)-H,(x) 2 H(u)-H,(u)

Tekintet nélkdl arra, milyen tiveleteket hajtunk végre-n, hogyx-et, illetvey-t megkapjuk.
igy nem szamit az, hogyan kodoljuk a biteket ae|éhllitasa, illetve az, hogy dekddoljuk a
vett jelet az Uzenet visszadllitasa érdekében, mdainaris digitek diszkrét sebessége nem
haladja meg az altalunk definiélt csatornakapatcitdasfebl lehetséges — nagyon altalanos
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feltételek kozepette — talélni olyan kodolasi rereats amely lehéwé teszi binéaris digitekc-
sebességadasat tetszés szerinti kis ekvivokacio vagy hibkgrisag mellett. Ez igaz példaul
akkor, ha a jelfliggvények terének véges dimenzibgelitése soraR(x,y) mind x-ben, mind
y-ban folytonos, kivéve a zérus valodmadi pontok készletét.

Egy fontos specidlis eset az, amikor a jelhez l(ati@losziiségi értelemben — fliggetlen) zaj
adodik. EkkorPy(y) csupan an = (y-x) vektor—kilénbseg fuggveny (y) =Q(y—x )

€s a zajhoz egy hatarozott entropiat rendelhetéaka( jel statisztikajatol fliggetlen lesz),
mégpedig & (n) eloszlas entrépiajat. Ezt az entropiih)-nel fogjuk jeldini.

16. TETEL:
Ha a jel és a zaj fluggetlenek egymastol és a geth gaj és az adott jel dsszege, akkor az
atvitel sebességR = H(y) — H(n), @az a vett jel entrépiaja minusz a zaj entropidja.
csatornakapacitas

C= I\él(%xH (y)—H(n)

Ezek utan — mivey = x + n— kapjuk: H(x,y) = (H(x,n),

Bovitve a baloldalt és felhasznélva a tényt, hoggn flggetlenek:
H(y) + Hy(x) = H(x) + H(n)

Innen:R = H(x) — H(x) = H(y) — H(n)

yaye

“ sz

25. A csatornakapacitas az atlagteljesitmény korlazasa esetén

A 16. tétel egyik egyszéralkalmazasahoz jutunk, ha a zaj fehér termikus &ajaz atvitt
jelek teljesitménye egy add® atlagos teljesitményére korlatozédik. Ebben atbesea vett
jelek P+N atlagos teljesitménnyel rendelkeznek, aNohz &tlagos zajteljesitmény. A vett
jelekre nézve az entropia akkor a maximalis, amiook ugyancsak fehér — zaj sorozatot
alkotnak, minthogy @&+N teljesitményre ez a lehetséges legnagyobb enjrépialyet az
adott jelek sorozatanak megfélahegvalasztasaval — nevezetesen ha & odljesitmenii
fehér-zaj sorozatot alkotnak — kapunk. A vett satemasodpercenkénti entrépiaja ezek utan
H(y)=Wlog2re(P+N) és a zaj entropiajad(n)=Wlog2reN

P+N

N

A csatornakapacita€ = H(y) - H(n) =W log

A fentieket 6sszegezve kapjuk:

17. TETEL:
Egy N teljesitményi fehér-zaj altal zavart)V sdvszélességesatorna kapacitdsat, ha az atlagos
ado-teljesitményP-re korlatozzuk, a kovetkéxkifejezésével kapjuk:

C=WIogP+N
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Ez azt jelenti, hogy elegeten fejlett kddolasi rendszerek segitségével masodpkénti
+
WlogZP—NN sebességgel vihetink &t binaris szamjegyeketszés szerinti kis

hibagyakorisdag mellett. Ennél nagyobb sebdssatyitel semmiféle kddolasi rendszer
segitségével nem lehetséges anélkil, hogy egy rn&ghatt, pozitiv hibaarany ne alljorvel
Az atviteli sebesség e hatarértékének megkdzelédédekében — statisztikai tulajdonsagok
szempontjabol — az atvitt jeleknek a fehér-zajhelt kozelitenitik!® Az idedlis sebességet
megkozelib rendszer a kovetkéképpen irhato le: allitsunké&eM = 2° szdma, egyenkérit
idétartamu fehér-zaj mintat. Ezekhez rendeljink hozzél (M-1)-ig binaris szamokat. Az
adoban az Uzenetsorozatokazamu csoportra bontjuk és minden egyes csogetként az
annak megfelél zajmintat adjuk be. A vében azM mintat ismerjik és a — zaj altal zavart —
éppen vett jelet ezek mindegyikével 6sszehasoklitjgpadott jelnek azt a mintat valasztjuk,
amely a vett jelll vald legkisebb négyzetes kozépéfiéklterést mutatja, s ezek utan
visszadllitiuk a megfelél binaris szamot. Ez az eljaras az (a posteriogydsziribb jel
kivalasztasara épul. Az alkalmazott zajmintdkszama a megengedetthibagyakorisagtol
flgg, azonban csaknem minden mintavételezésre a

jim tim 12IMET) _\y g PN

£-0T o T N
kifejezés érvényes, igy kozombos, hogyeértékét milyen kicsire valasztjuk, mefi-t
elegenden nagynak véve, Rid6 alatt leadott bitek szamaval tetszés szerint megjktietjik

+
TwWiogP N ereket.

A C:WIogP+N

-hez hasonld képleteket egymastdl fuggetlenldbtinas szery is

levezetett fehér-zaj esetére, j6llehet az értelswkz@émiképp eltérnek egymastaol.

Megemlitjiik ebben a vonatkozasban N. Wiéhar.G. Tuller® és H. Sullivan munkassagat.
Egy tetszés szerinti (azaz nem szikségképpen fendrikus) zavaré zaj esetébenCa
csatornakapacitas meghatarozasa soran felmerulimabx probléma nem latszik explicite
megoldhatdénak, azonb&ire azN atlagos zajteljesitmény és Bz zaj entropia-teljesitmény
szempontjabol megadhatok also és dekorlatok. A legtbbb gyakorlati esetben ezek a
korlatok elegenéen kdzel vannak egymashoz ahhoz, hogy a probléaiégikb megoldasat
szolgaltassak.

18. TETEL:
Egy tetszés szerinti zaj altal zavaiy savszélesség csatorna kapacitasa az alabbi
egyenbtlenségek szerint korlatos:

WiogP s P+N

<C<Wilog

1 1

16 A fehér-zaj ezen, valamint egyéb tulajdonsagainuetriai szempontbél @ommunikation in the Presence of
Noise(,Hirkozlés a zaj jelenlétében”) cinidézett nfi targyalja.

17 Cybernetics” idézett i

18 Theoretical Limatations on the Rate of Transnaiesdf Information” (,Az informéaciéatvitel sebessémgd
elméleti korlatai”). Proceding of the InstituteRadio Engineers, 1949. majus, 37. k., 5.5z. 468-di6al.
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ahol

P = atlagos adoteljesitmeny,

N = atlagos zajteljesitmény,

N; = a zaj entropia teljesitménye.

A zavart jelek atlagos teljesitménye itt isrR&tN lesz. E teljesitmény entropidja akkor lenne
maximalis, ha a vett jel fehér-zaj volna, s ekkdelke Wlog2e(P+N) venne fel. Ezt nem
lehetséges elérni, azaz esetleg nincs egy olyatelafelkészlet sem, amely zavard zajhoz
hozzaadodva a vélen fehér termikus zajt hozna létre, azonban eaddbb fel$ hatart szab
H(y)-ra, ennélfogva:

C =MaxH(y) - H(n) <Wlog27e(P + N) -Wlog 27eN,

Ez a tétel altal megszabott félsatar. Az alsé hatart agy kaphatjuk meg, hogydmtgeletP

teljesitményi fehér-zajnak valasztva tekintjuk az atviteli seléget. Ez esetben a vett jel

entropia teljesitménye legalabb olyan nagy kellgyhtegyen, mint aP+N; teljesitménii

fehér-zajé, minthogy a 18. Tételben bebizonyitgttubgy két sorozat dsszegének entrépia

teljesitménye nagyobb vagy egy&alz egyes entripia teljesitmények 6sszegénél, igy
MaxH(y) 2Wlog27&(P + N,)

és

— P + Nl

C=>Wlog27&(P + N,;) —Wlog27eN, =W log

1

P novelésével a 18. tételben szebeplso és fels hatar egymashoz kozelit, oly médon, hogy
P+N

aszimptotikus sebességkénfvdog értéket kapjuk.

1
Ha maga a zaj fehér, aza4=N; €és az eredmény a korabban bebizonyitott képletre
egyszeiisodik

C=W Iog(l+ Bj
N

Ha a zaj Gauss-eloszlasu, de spektruma nem sziémségk egyenletes, ugy a W savban
taldlhato kulonféle frekvenciakra szamitott zagtelimény mértani kozépértéke. Igy

: 1
N, = expv—vvjvmg N(f)df
aholN(f) azf frekvencian mért zajteljesitmeény.
19. TETEL:

Ha egy adotP adoteljesitményre a kapacitast ugy valasztjuk rhegy
C=W |ogw

1
akkor 7 aP novekedtével monoton csokken és hatarértékberz Qanb

Tételezziik fel, hogy egy addri teljesitményre a csatornakapacitas
+ —
W |09M

1
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Ez azt jelenti, hogy a legjobb — mondjpkx) — jel-eloszlas, a(x) zaj-eloszlashoz adodva
(P1+N-171) entropia-teljesitmérily r(y) vett eloszlast ad. Noveljuk a teljesitményt+ AP
ertékre azaltal, hogyAP teljesitmény fehér-zajt adunk a jelhez. Ekkor a vett jel enidf@p
legalabb

H(y) =Wlog27&e(F, + N — 17, + AP)

V4

yays

monoton  csOkkatnek  kell lennie.  Annak bemutatasa  érdekében, hogy
n -0 amint P - oo, tekintsiink egy jelet, ameR nagy teljesitmény fehér-zaj. Ekkor,
barmilyen is legyen a zavaro zaj, -@legenden nagy — a vett jel kozedleg fehér-zaj lesz,
abban az értelemben, hogy entropia teljesitmére & értéket fogja kozeliteni.

26. A csatornakapacitas csucsteljesitmény korlatogaesetéen

Egyes alkalmazasokban az adénak nem az atlagessitelgenye, hanem a pillanatnyi
cslcsteljesitménye van korlatozva. Ez esetbentaros&apacitas kiszamitasanak problémaja
— az atvitt szimbdélumok készletének varialasaval H(y) — H(n) maximalasat jelenti, azon
megszoritdsnak a figyelembevételével, hogy a kisateléw valamennyif(t) fuggvény
kisebb, vagy egyeél kell, hogy Iegyen\/g-sel, mindent-re. Egy ilyenfajta megszoritas
matematikailag nem dolgozhaté ki olyan jél, mintalagteljesitmény korlatozasa esetén. A
legtbbb, amit erre az esetre kaptunk, egy min@&Nre érvényes als6é korlat, egy
.=aszimptotikus” fel§ korlat (amely nagyS/Nekre érvényes) és kiS/N értékre C egy
aszimptotikus értéke.

20. TETEL:
Egy N teljesitménii termikus fehér-zaj altal zavalt savszélességesatornaC kapacitdsanak
korlatjat a
2 S
C=2Wlog—;—
J N
kifejezés adja meg, ahBlaz adé megengedett csucsteljesitményeSMaelegenden nagy

254N

C sWIong (1+¢€)

ahol etetszés szerint kicsiny. Aminlg - 0 (és feltéve, hogy & sav0-nal kezadik)
C

S
Wilog 1+ —
g[ Nj

yays

-1

V4

Az aszimptotikus fels korlatot a sorozatra vonatkozé megszorito fekdtelazitasaval
kapjuk. Tételezzik fel, hogy a teljesitményt nenmaein pillanatban, csak a mintavételezési
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pontokon korlatozzulSre. Az atvitt egylttes maximalis entropidja ezeyhebb feltételek

kbzepette bizonyosan nagyobb, vagy egydekz az eredeti feltételek szerintivel. Ez az

atalakitott probléma kénnyen megoldhaté. A maximéiitropia akkor lép fel, ha a kiloniboz

mintak fluggetlenek egymastol és eloszlasi ngngényGL/g eés++/S kozott konstans. Az

entropiat aVlog4Skifejezéslbol szamithatjuk. Ezek utan a vett jel entropiajaekislesz, mint
WIlog(4S+2&N)(1+¢)

ahole - 0 mikbzben% - o €s a csatornakapacitast a fehér-zaj entropidjiviag2reN

levonaséaval kapjuk:

254N

W log(4S+27eN)(L+ €) -W log(27eN) =W Iog’ET 1+ ¢)

Ez a csatornakapacitas keresettdéfédsrlatja.

Az also korlat kiszamitasahoz tekintsik ugyanefiiggvenyegyuttest. Bocsassuk at ezeket
egy haromszog atviteli karakterisztikgju idealidirén. A 0 frekvencianal mért nyereség
legyen egységnyi és csokkenjen linearisarWafrekvenciaig, ahol legyerD. El6szor
megmutatjuk, hogy a ## kimeneti figgvényei mindig (és nemcsak a mintdeatsi
pontban) korlatozzak a3 csucsteljesitményt. Mindenek#l megjegyezzik, hogy a &#ibe
SiN27Wt . 1 sin® 7Vt
———— impulzus az=———-

2 (7WVt)?

sosem negativ. Altalanos esetben a bemeneti fliggvésifoghatjuk az a

beadott valaszt allita €1 a kimeneten. Ez a figgvény

sin27Wt
278Vt

fiiggvények egy soranak sszegeként, ahol a minitéobja @), nem nagyobb mint/S.

Ennélfogva a kimenet a fenti nem-negativ, eltolyjgiiények 6sszege, ugyanazokkal az

egyutthatokkal. Miutan ezek a fliggvények nem-neglti a legnagyobb pozitiv értéket
barmelyt-re akkor kapjuk, amikor valamenngiegyutthatdé maximalis pozitiv értéket — azaz

JS — veszi fel. Ebben az esetben a bemeneti nggag’}ny/g amplitddéja konstans volt és
mivel a s#r6 egyenaramu nyeresége egységnyi, a kimenet ugyamaglfogva a kimeneti
sorozat csucsteljesitmény:

V4

foglalkozo tétel felhasznalasaval. A kimeneti epiadegyend a bemeneti entrépia és digk
nyeresége mértani kdzéparanyosanak 6sszegével:

v Yo W=f)’

j logG2df = j Iog(—j df = -2w
0 0 W

igy a kimenet entrépija:
Wlog4S -2W :Wlog4—zs
€
€s a csatorna kapacitasa nagyobb, mint

Wlog——
TE
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Most szeretnénk megmutatni, hogy 88\re (azaz a jel csucsteljesitménye és a fehér-zaj
atlagos teljesitménye kozotti arany kis értéke etgla csatornakapacitas kozékyg

C=w Iog(1+§j
N

Pontosabban fogalmazvac— -1 amint% - 0. Mivel aP éatlagos jelteljesitmény

S
Wilogl 1+ —
g( Nj

kisebb, vagy egyeélaz S csucseértéekkel, igy minde®YNre kdvetkezik, hogy
Csw Iog(1+ Ej <W Iog(1+ Ej
N N

Ennélfogva, ha tudunk talalni olyan fliggvényegyiiteamely megfelel egy, kozel

Wlog(1+ﬁj sebességnek, és amély— savszélességre Escsucsteljesitményre hatarolt,

akkor az eredményt bizonyitottuk. Tekintsik a kiegi tipusu fuggvényegylttest. A

mintak egy sorozata azonos értékkel, akafS+sel, akéar /S-sel rendelkezik, majd ezt
kovetben a kovetkez t mintak értéke azonos, ... Egy sorozatra az érteg&lettlenszdien
valasztjuk, ahol Y2 val6sziséggel kerllhet sorra. Ha ezt a sorozatot haromszdg
nyereségkarakterisztikaju (egyenaramra egységrgfiesgget mutatd) é@n bocsatjuk at, a
kimenet £Sre lesz csucs limitalva. Ezen tulndéem az atlagteljesitmény csakné&hsel lesz
egyenb ést-t elegenden nagyra valasztva elérighogy megkozelitse ezt az értéket. Ennek,
valamint a termikus zajnak az 0sszegére vonatkambomiat ugy kaphatjuk meg, ha

alkalmazzuk a zaj és a kis jel 6sszegének tételet tétel érvényes, hdf% elegenden

kicsi. Ez ugy érhét el, ha S/Nt elegenden kicsire valasztjuk (miutant-t mar
megvalasztottuk). Az entropia teljesitmény tetszzerint kozeliti azS+N értéket és

) e , , ] : el S+N
enneélfogva az atviteli sebességet is tetszeés szerorosan kozelithetjuk Wlog(Tj

értékhez.

V. Folytonos forras sebessége

27. Hiiségkiértekelési fuggvenyek

Diszkrét informacioéforras esetén meg tudunk hatéiregy hatarozott informacio<@llitasi
sebességet, azaz az alapul szolgald sztochaszfilygmat entropiajat. Folytonos
informacioforras esetén a helyzet jetisgin bonyolultabb. Bsz6r is egy folytonosan valtozo
mennyiség végtelen szamu értéket vehet fel és fegnél az egzakt leirdshoz végtelen szamu
binaris digitet igényel. Ez azt jelenti, hogy egyyfonos forras kimenetének a vételi ponton
egzakt visszadllitdssal tortenatvitele érdekében Aaltaldban végtelen kapacitdstis)
csatornara van szukség. Mivel — normal kérilménkekott — a csatornaknak bizonyos

mértéki zajuk van és ennélfogva kapacitasuk véges, akegiatel lehetetlen.
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A lényegi kérdés azonban nem ez. A gyakorlatbananigy ha folytonos forrassal
rendelkeziink, nem az egzakt, hanem egy atiashataron bellli atvitel érdekel benniinket.
A kérdés az, vajon hozz& tudunk-e rendelni egy tadbiiteli sebességet egy folytonos
forrashoz akkor, ha csupan egy adott, medfetgdbdon mért visszadllitasiibéget koveteliink
meg?

Természetes, hogy d@s$egi kovetelmények fokozasaval az atviteli sebessagvekedni fog.
Meg fogjuk mutatni, hogy — nagyon altaldnos esetakb definidlhatunk ilyen sebességet,
amely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy gfeheiben kodolt informaciot atviszi egy
olyan csatornan, amelynek kapacitasa ezzel a ssiggdsegyerd, a hiségi kovetelmények
kielégitése mellett. Ennél kisebb kapacitasu ceatoem felel meg.

Elsoként meg kell adni az atvitelilség fogalmanak altalanos matematikai megfogalmazasa
Tekintsiink egy hosszi —mondjuk — idétartamu lGzeneteldb allé készletet. A forrast a
hozzarendelt térben azzalP4x) valdsziriségi siriséggel irjuk le, amely szerint a forras a
szoban forgé Uzenetet kivalasztja. Egy adott hidgizrendszert (a kids szemléb
szempontjabol) az B(y) feltételes valdsziiség irja le, hogy ha a forrasxaizenetet allitotta
elé, akkor a vételi pontban a visszaallitott Uzegetesz. A rendszert egészében véve
(beleértve a forrast és az atviteli rendszert sa#(x,y) valoszirisegi fuggvény jellemzi,
amely szerint ax Uzenethez ay vég® kimenet tartozik. Ha ezt a flggvényt ismerjuk, @kk
a hiség szempontjabél ismerjik a rendszer dsszes @glémA hiiség barmilyen értékelése
matematikailag egy, ezd?(x,y) figgvénnyel végrehajtott imeletnek kell, hogy megfeleljen.
Ez a nfivelet legalabbis a rendszerek egy8zeendezési tulajdonsagaival kell, hogy
rendelkezzék, azaz kBf(x,y) €sP,(x,y) altal jellemzett rendszéirmeg kell tudnia mondani,
hogy — hiségi kovetelményeinknek megfdéieh — akar (1) az éleek nagyobb aitsége, akar
(2) a masodiknak nagyobb &dgge, akar (3) a két rendszésége egyforma. Ez azt jelenti,
hogy a liségkritériumot egy, szams#en mérhet: v(P(x,y))

értékeb fluggvényével fejezhetjik ki, amelynek argumenturaa P(x,y) lehetséges
valosziriségi flggvények tartomanyaban valtozik. WP(x,y) fluggvény a hirkozlési
rendszereket aiiség szerint rendezi és a kbnnyebbség kedvéért diggatjuk meg, hogy a
kisebbv értékek felelnek meg a ,nagyobhidégnek”.

Most meg fogjuk mutatni, hogy nagyon altalanos sz éti feltételezések mellett \gP(Xx,y))
fuggvényt latszolag sokkal specialisabb formabatiétirni, mégpedig egy(x,y) fliggvényx
ésy lehetséges értékkészletében tekintett atlagként:

V(P(x,Y)) = [ [ P(x, y)p(x y)dxdy

Hogy ezt megkapjuk, csupan azt kell feltételeznih&gy: (1) a forras é€s a rendszer
ergodikus, s ilyenforman egy igen hosszu — csakdewalOsziriséggel — az egylttes
jellemzje, és (2) az értékelés ,essfemwlyan értelemben, hogy — tipikus be- ésy; kimenet
mellett — lehetséges ezen mintak alapjateetes értékelést végezni, s ha ezen mintak
idotartamat noveljuk, akkor az éazletes értekeléd-es valdszifiseéggel fogja kozeliteni a
P(x,y)teljes ismeretén alapuld egzakt értékelést. Legyenbzetes értékelés(x,y). Ekkor a
Axy) fuggvény (mikdzbenT - o) csaknem valamennyix,y) értékre, amelyek a
rendszernek megfelelnagy valdszitisédi tartomanyban talalhatok, egy konstanshoz kozelit:
P y) - V(P(X,y))
valamint azt is irhatjuk, hogp(x,y) - ”P(x, y) (X, y)dxdy, minthogy“P(x, y)dxdy=1.

Ez a kivant eredményt adja.
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A p(x.y) figgvény altalanos természete ,tavolsag’xagsy kozott!® Ez azt méri, hogy — a
hiiségkritériumunknak megfeti@n — milyen mértékben nem kivanatesadasa esetéem
vétele. A fentebb megadott altalanos eredmeényt\eetkédképpen is megfogalmazhatjuk:
barmely ésszérértekelés leirhatd, mint egy olyan Uzenetsoroz&drazx ésy helyreallitott
Uzenetre vonatkozé tavolsagfliiggvény atlaga, ametyekz egylttes vételP(x,y)
valbszirisége szerint sulyozunk, feltéve, hogy az lUzentEtektartamat elegerédn hosszura
valasztjuk. A kdvetkaik egyszei példak az értékélfiiggvényekre:

1. Négyzetes kdzépérték-kritérivme (x(t) — y(t))?

A hiiség e nagyon &ltalanosan hasznalt mértékéngk. &) tavolsagfiggvény (a konstans
tényedtdl eltekintve) a vonatkoz6 fuggvényt&résy pontja kdzotti kozénséges euklideszi
tavolsag négyzete.

p(x,y) = %E[X(t) -y dt

2. Frekvencidban sulyozott négyzetes kdzepértéerkam.
Altalanosabb esetben a kulonBoArekvencia osszetéire kilonbdd sulytényesdket
alkalmazhatunk, miétt a Hhiség négyzetes kozépérték-kritériumat hasznalndnk. E
egyeneérték azzal, ha ax(t)-y(t) kildnbséget egy alakité (shapingji€in bocsatjuk at, majd
meghatarozzuk a kimeneten az atlagos teljesitmigytegyen

e()=x®)-y(t) és f(t)= Te(r)k(t—r)dr , ekkor p(x, y) :%'T[f(t)zdt

3. Abszolut hibakritérium

p(x,y) = %bx(t) ~ y(B)|dt

4. A fll és az agy szerkezete implicite egy sogkatesi modszert hataroz meg, amelyek
beszéd- vagy zeneatvitel esetén alkalmazhatok eséész Van példaul egyfajta
Lertheségi” kritérium, amely szerind(x,y) egyend a helytelenll értelmezett szavak
eléfordulasi gyakorisdgaval, abban az esetben, ha(@z y(t) Uzenetként vettik.
Jollehet nem tudjuk megadpfx,y) explicit kifejezését ezekben az esetekben, azonban
az — elvileg — elegerid kisérletezéssel meghatarozhaté. Némely tulajd@nsag
hallassal kapcsolatos jol ismert kisérleti eredre&hyl kovetkezik, pl. a fll
viszonylag nem érzékeny a fazishibara, valamingyyrewr amplitddo ill. a frekvencia
fuggvényében mért érzékenysége durvan logaritmikus.

5. A diszkrét esetet olyan ldidtett esetként tekinthetjik, amelyben — réviden
fogalmazva — a hibagyakorisag alapjan végezzukriskadést. Apo(x,y) fliggvényt
ezutan ugy definialjuk, mint ag sorozatban szerégpbhzon szimbdélumok szamanak,
amelyek azx-ben 16w, megfeleb szimbolumoktdl kiulonbdznek, és azben 1évw
0sszes szimbo6lumok szamanak hanyadosat.

19 Szorosan vett értelemben azonban ez nem ,metriknivel altalaban sem @(x,y) = ply,x) sem a
X Y)+Ay,z)20(x,z) kifejezést nem elégiti ki.
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28. A forras hiiségértékelésére vonatkoztatott sebessége

Most mar abban a helyzetben vagyunk, hogy egydobs forras esetében meghatarozhatjuk
az informécié dléllitas sebességét. Adva van a forrd3pa és egyo(x,y) — mindx-re mind
y-ra folytonos — tavolsagfiiggvény altal meghataroxoértékelés. Egy adoj(x,y) sajatos

rendszer esetén a niseget av = H,o(x, y)P(X, y)dxdy méri. Ezen talmefen aP(x,y)}nak
megfeleb binaris digitek aramlasi sebessége:

R= ”P(x y)Iog%dxdy

Az informaci6 ebdllitds egy adott; minésédi helyredllitAsahoz tartozB; sebességét ugy
definialhatjuk, hogy azR minimuma legyen, mikdzben-t vi-ként rogzitjuk esPy(y)-t
valtoztatjuk, azaz:

P(x,y)
R =M P I dxd
m“ (xy)ogp( OP(Y) xdy

az alabbi megszoritas mellett: = “,o(x, y)P(X, y)dxdy

Ez azt jelenti, hogy val6jaban minden, gyakorlgtiEzoba johét és a megkdveteltilséggel
atvinni képes hirkozlési rendszert figyelembe vakziAz atvitel bit/s-ban mért sebességét
minden egyes rendszerre kiszamitjuk és ezek kodébkisebb sebessifgvalasztjuk. Ez
utobbi sebesség lesz az, amelyet a széban fatgéghél a forrashoz hozzarendelink. E
definicié igazolaséat a kovetkéeredmény adja:

21. TETEL:

Ha egy forrass, értékeléshez tartozd sebess&gelehetséges a forras kimenetét kodolni és
azt egyC kapacitasu csatornan-hez tetszés szerint kozeliigéggel atvinni, feltéve hogy
R, < C. Mindez nem lehetséges, R)C.

A tétel utolso allitasa kozvetlenil kovetkeRk definiciéjabol és korabbi eredményékiHa
nem volna igaz, ugg bit/s-nal nagyobb sebességgel is tudnank inforew&divinni egy C
kapacitdsu csatornan. A tételielgszét a 11. tétel bizonyitasahoz hasonlé médomigitjuk
be. EBszor az(x,y) teret feloszthatjuk nagyszamu kis sejtre és a&eibt mint diszkrét esetet
tekinthetjik. Ez az értékelfiggvényt (ha a sejtek igen kicsinyek) nem vahdzatjuk meg
egy tetszés szerinti kis mértéknél jobban, mp@ly)+ folytonosnak vettik. Tételezzik fel,
hogy Pi1(x,y) az az adott rendszer, amely minimalizalja a ségesses eredményil &%-et
adja. A nagy valbsziisédi y-ok kozil véletlenszéen kivalasztunk egy olyan készletet,

amely 2797 tagbol all, ahole -~ 0 mikézben T — . Nagy T érték esetén minden
kivalasztott pontot nagy valéstisedi vonalak fognak 6sszekotni azek egy készletével
(amint az a 10. 4bran lathatd). A 11. Tétel bizasdhoz hasznélthoz hasonlé szamitas azt
mutatja, hogy nagyT esetén csaknem az 0sszesk — azy-ok csaknem valamennyi
lehetséges kivalasztasa esetében — a kivalagzfmhtokbdl kiindulé gorbesereg fedi. Az
alkalmazando6 hirkozlési rendszer a kovetképpen nikodik, a kivalasztott pontokhoz
binaris szamokat rendelink hozza. Egy Uzenetet @dllitva az az 1-hez kozelid
valdsziriséggel (mikdzbe - o) rajta fog fekidni a gorbesereg legalabb is eggén. A
megfeleb binaris szamot (vagy ha toébb van, azok kozul égigzés szerint kivalasztottat)
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megfeleb kodolassal visszik at a csatornan ugy, hogy kiavaldszitiséget érjiink el. Mivel
R.<C, ez lehetséges. A vételi pontban a megieyel visszaalakitjuk és felhasznaljuk, mint
helyreallitott Gizenetet.

Az erre a rendszerre alkalmazott értékelésselvi-et tetszés szerinti pontossaggal
megkozelithetjiuk azaltal, hogy-t elegenden nagynak valasztjuk. Ez annak kdszoéhet
hogy azx(t) GUzenet és a helyredllitof{t) Gzenet minden egyes hosszU mintajara az értékelés
(1 valosziriseggel) kozelitv,-et

Erdekes megjegyezni, hogy ebben a rendszerbensaawigert iizenetekben a zajt az ad6
egyfajta kvantalasa allitja elés az nem a csatornaban keletkezik. Ez a zaj #kdlEsbé
analdg a PCM-technika kvantalasi zajaval.

29. A sebességek szamitasa

A sebesség definicidja sok tekintetben hasonléaéocnakapacitaséhoz. Adlkebire
. P(x, y)
R=Min| | P(x,y)log——="—dxd
Vin | [ P(x.y)log POOP(Y) Y

aholP(x) ésv, = I J' P(X, Y)P(x, y)dxdy rogzitett, akkor

_ P(x,y)
C= I\él(%x” P(x, y)IogW dxdy

ahol Py(y) rogzitett és esetleg egy vagy tobb megszoritasfphtlagteljesitmény korlatozasa)
K = [[P(x, y)A(x, y)dxdy.

Egy forras sebességének meghatarozasa soran mégjtlEdanos maximalizalasi problémara
megadhatunk egy parcialis megoldast. A Lagrangeszeitl alkalmazva tekintsik a
kovetked kifejezést:

I {P(x )10 L Sor) % HPO5 V)P0, Y) +YOOP: y)}dxdy

A variacios egyenlet (ha(x,y}ra az el§ variaciot vessziik)P, (x) = B(x)e **¥
ahol A-t GUgy hataroztuk meg, hogy a kivanisikget adja éB(x)et ugy valasztottuk meg,
hogy kielégl'tse:J‘ B(x)e #**Vdx=1.

Ez azt mutatja, hogy a legjobb dekodolas melleft egghatarozott ok, tdbb veythoz
tartozo Py(x) feltételes valoszirsége a széban forg& és y kozotti tavolsago(x,y)
tavolsagfiiggvényével exponencialisan fog csokkeAbban a specidlis esetben, amikor a
A(X,y) tavolsagfiggvény csupédn ésy (vektor) kilénbséegét fugg: o(x,y)=0(x-y). Kapjuk,
hogy j B(x)e **Vdx=1

EnnélfogvaB(x) konstans, (mondjula) és P, (x) = ae Y,



58

Sajnalatos médon, egyes sajatos esetekben neb&elditezeket a formalis megoldasokat és
kevéssé hasznalhatondinbek. Valdjaban a sebességek tényleges szamitagarcnéhany,
igen egyszdr esetre végeztik el.

Ha a p(x,y) tavolsagfuggvény azx és y kozotti néegyzetes kozépérték (effektiv)
bizonytalansagot jelenti és az Uizenet egytittes-{edjé akkor a sebesség meghatarozhato6. Ez
esetbenR = Min[H (x)—-H y(x)] =H(xX)-MaxH,(x) és N =(x- y)?. Azonban aH,(x)-nek

ott van a maximuma, ahgtx fehér-zaj, éW,; log27eN-el egyend, aholW, az (izenetsorozat
savszélesseége. Ennélfogva

R=W, log272Q-W, log272N =W, log

Q
N
aholQ az atlagos Uzenetteljesitmény. Ez a kdvetketzbizonyitja:

22. TETEL:
Egy Q teljesitmény és W, savszélességfehér-zaj négyzetes-kozepertékisbgmértekre
vonatkoztatott sebessé@é:Wllog%, aholN az eredeti és a helyredllitott (zenetek kozotti

megengedett effektiv hiba.

Altalanosabb értelemben barmely (izenetforrasra &apk olyan egyefitlenségeket,
amelyek — egy adott effektiv hibakritériumra voretiatva — korlatai lesznek a sebességnek.

23. TETEL:

Q
N
Q a forras atlagos teljesitmény@; annak entrépia teljesitménye Msa megengedett effektiv
hiba.

Q

BarmelyW; savszélessédgorras sebessége ¥, log— < R<W, Iogﬁ szerint korlatos, ahol

Az also korlat kovetkezik abbol, hogaxH,(x) egy adott(x - y)> = N esetén akkor all &)
amikor fehér-zajjal allunk szemben. A fé&l&orlatot ugy kapjuk meg, hogy a (21. tétel
bizonyitasanal hasznalt) pontokat nem a legkethlezmddon, hanem véletlensizen

helyezziik el egy/Q - N sugart gdmb belsejében.
Kdszdnetnyilvanitas
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