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Altaliban érdekes a grafok koérében azt a problémét vizsgalni, hogy azonos
struktiraval rendelkezd, de eltérd szégpont, illetve élszamu grafok milyen transzfor-
macidval vihetSk it egymasba.

Példaul egy I', n szogpontu teljes graf elGallithatd a I',_; n—1 szdgpontu teljes
grafbdl ugy, hogy hozzdvesziink egy szégpontot és azt I',_; minden szégpontjaval
osszekotjik éllel. Ugyanez a transzformdcié barmely mas fokszamu regularis graf-
osztalynal nem vezet célhoz. Mas aspektusbdl foglalkozott graf evolicidval [3]-ban
Erd&s Pal és Rényi Alfréd.

Jelen dolgozatban csak iranyitatlan, paros fokszamu regularis grafokkal fog-
lalkozunk.

A dolgozat els§ részében definidljuk az evolucids transzformaciét és ezzel kap-
csolatos egyszerii tételeket bizonyitunk be, a masodik és harmadik részben azokrél
a grafokrdl szélunk, amelyekre nem alkalmazhato a transzformadcio.

1. Definicié. Legyen I',=(P, E) n szdgpontu egyszerii graf és p,cP, p,cP
szomszédos szogpontok, valamint p olyan szégpont, amely p;, p; egyikével sem szom-
szédos. (P és E a I',, graf szégpont, illetve élhalmazat jel6li.)

A p szdgponttal végzett EC transzformacion éitjiik a kovetkezot:

(1) EC:. E —~ E"
ahol
E’ = EN{(p:p)}U{(pP). (PP}

A tovabbiakban jeldljiikk az Osszes pdros regularis grafok halmazat #%-rel, az
osszes 2,4, ..., k (k paros) fokszamu reguliris griafok halmazat pedig rendre 2%,,
PRy ..., PR, -val.

Ekkor nyilvan teljesiil a kévetkezd:

1. PR=PR,UPR,U...UPRU...

2. Vi#j (i,j paros) esetén PR\ PR;=0

3. VI, €PR grafhoz 3! PR, T, (€ PR,
vagyis a % halmaz egy osztalyozisardl van szdé.

2. Definicié. Legyen I', 627, tetszGleges n szogpontu, k-reguldris graf.
Tovabba I', ,=(P, E) és I',.;=(PU {p}, E"), ahol p¢ P.

A p szégponttal végzett ET transzformécidn értjiik a p szdgponttal végzett
k{2 EC transzformdicidt, azaz legyenek (pyps), (Papy)s --s (Pr—1Pi) I,x-beli élek,
ekkor

(2) ET: ra,k o Fu+1
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ahol
E’ = EXN{(piP2)s (PaPa)s ---» (Pe—1p)}U{(PP), (PP:)s - (ppo)}

1. Tétel. Legyen k tetszéleges pdros szdm. Minden T, (¢ PR, grdfra alkalmaz-
haté ET transzformdcio.

BIZONYITAS. Elég belatnunk, hogy I', ,-ban létezik k/2 fiiggetlen él. A bizo-
nyitashoz felhaszndljuk G. A. Dirac [2] kovetkezd tételét:
= ,Ha egy egyszerii graf minden szogpontjanak foka legalabb r (r=1), akkor van
a grafban egy legaldabb r-+1 hosszisigi kor.”
Jeloljiikk I, ; egy k+ 1 hosszisagu korét K-val (az idé-
zett tétel alapjan ilyen biztos van), ekkor példaul az 1.
P 5 abran lathaté médon kivalasztva az éleket ((pyp2).(Pspa)s

N -oes (Px—1P1)) egy pontosan k/2 fiiggetlen élba] all6 élhal-
P p mazt kapunk.

3. Definicid. Legyen I', ,=(P, E)c#R,; valamint

] pEP és jeloljik pips, pspys ..., Pp-1Pc-val a p szomszé-

e ! daibdl alkotott, paronként nem szomszédos szbgpontparo-
) kat. Ekkor ET! transzformacion a kdvetkezGt értjik:

7 (3) ET%:Thp~To=(P,E), P =P\{p)
Er= E\{(PPl): (pps), ---» (PPk)}U {(P1P2), ciey (Pk—l'f—’k)}

4. Definici6. Legyen I',= (P, E) n szogpontl graf, pc P és ¢y, ¢z, ..., 4, a p
szogpont I',-beli szomszédai. A p 4ltal generdlt I',-beli részgrifon (jeloljilk ezt
G,=(P’, E')-vel) értjik I',-nek azt a részgrafjat, melyre teljesiil, hogy P’=
={q1- 42> - @} €5 (49 EE = (q:9)) € E.

5. Definici6. Legyen I',c¢ ## és pel,. A p szdégpont T-tulajdonségt, ha az
Altala generdlt I',-beli részgraf komplementere tartalmaz 1-faktort.

2. Tétel. Egy I, .=(P, E)c2PR, grdfra akkor és csak akkor alkalmazhato
ET-* transzformdcié, ha létezik peTl, , T-tulajdonsdgu szdgpontja.

BIZONYITAS. Sziikségesség: Az ET~' transzformacid definiciojabol kovet-
kezik, hogy létezik pel,, melynek szomszédaibol kivdlaszthatok a p,py,
PaPas s Pr—1Py Daronként nem szomszédos szdgpontpiarok. Ezek a py.ps, ..., py
szégpontokbol alkotott I', ,-beli részgraf komplementerében szomszédosak lesznek
és éppen egy l-faktort alkotnak, hiszen barmely két szogpontparnak sincs kozos
szdgpontja. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy a p szégpont T-tulajdonsag.

Elegendéség: Ebbe az irdnyba a bizonyitads pontosan az el6zé gondolatmenet
megforditasa. ‘

3. Tétel. Minden pdros k=4 szamhoz létezik T, ¢ PR, grdf, amelynek nincs
T-tulajdonsdgir szégpontja.

Ekvivalens megfogalmazdsban: Minden paros k=4 szamhoz létezik I', ;PR
graf, amely egyetlen I',_, ¢ P2, grafbol sem all el6 ET transzformdcidval.

BIZONYITAS. Legyen k tetszéleges (k=4) paros szam. Tekintsiink két k+1
szogpontl Ik, =Py, Ey) és Ity =(Ps, E,) teljes grafot. Legyenek (p; p;)€E;
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€s (i€ Es. ekkor képezziik a kévetkezd I', , = (P, E) grafot
(4) P=PUP,

(3) E= E U Ez\{(Pfl P (pi, P,—'g)} U{(p, Pi)s (P, P“)}
k=4 esetén I', ;, a 2. dbran lathaté.
Bebizonyitjuk, hogy az igy konstrualt I', , grafnak nincs 7T-tulai \gli 570 i
. S / , ~tulajdonsdg

_ Mivel minden igy konstrualt I, , grz'lkf : R,
szimmetrikus, a bizonyitast elég az egyik
( peld_ay] I} 41, szimmetrikus részgrafszog-
pontjaira elvégezni. Igy két eset kiilénboz
tethetd meg:

a) p,pj, } szégpontot 2 dbr
b) barmely masik) vizsgaljuk ik
Az a) esetben jel6ljii i édaibo : :

e ) en jeloljik a p;, szomszédaibél alkotott részgriafot G;=(4,, B,)-el

s

(6) Ay = P U{p. I\ {p:,}

(7) By = EXN{(, PV p.€ PN{p,))
Tehat G,=(A;, B]) a kovetkez§ lesz

(8) Af = 4,

(9) B] = {(ps,p)|V p,€ PN\{p,}}

igy G, nem tartalmaz 1-faktort, vagyis p; (és ugyanilyen megf ; 3
Pj,) nem T-tulajdonsagi. : R EREEREY R

A b,} esetbeﬂ legyen P ip‘ - p i éS pE 1 p : ibo a k() < A
s A SZO mSZCda] b()l to I
Gl ( .. : ) » 2 : I J1 l it CSZg]‘Elf

(10) A, = P\ {p)}

(1) By = EN{(p, 1), (PP Y p,€ PO\ {p})
Tehat G,=(A4;, B;) az alabbi lesz:

(12) A; = A,

(13) B; = {(p,p;)}

igy G, szintén nem tartalmaz I-fakiort vagyi 5 820 i
¢ m d vis a b) esethez tartozd sz6gpontok egyike
sem JT-t:laJdonsagu. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. = ®
c=4 esetén egy Gy, Gy, G,, G, a 3/a, b, ¢, d abrdakon lathats. (A vastag vonall
o 5 i ) : S 2 £ 3 ¥ ' al
kihtzott élek és pontok tartoznak rendre a megfelel§ grafokhoz.) i

6. Definicié. Egy Z#-beli grafot VP, vagy sz6 / : i
¢ cig. ; : szogpont prim ]
ha nincs 7-tulajdonsagu szdgpontja. R e R
A 3. tétel tehat igy is megfogalmazhats: A 2R, PR.. PR PR :
s ( : A PR, : s vers PR, ... graf-
osztalyokﬂ mindegyike tartalmaz VP grafot. 4 G B - ¢
" A }<owztke§okben azt vizsgiljuk, hogy milyen feltételek mellett nem T-tulaj-
onsagu egy szdgpont. Felhaszniljuk az alabbi ismert eredményt [1].
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1. Lemma. Egy teljes I', (n paros) grdf n—1 elséfoka faktor szorzatdra bont-
hato.

4. Tétel. Legyen I', ,EPR, és pl, =(P, E). Ha p nem T-tulajdonsdga, akkor
létezik legaldbb k —1 hdrom hosszisagu kor, amely p-t tartalmazza.

Bizonyitas. Ha p nem T-tulajdonsagu, akkor az dltala generalt I, ,-beli részgraf
{jeldlie G=(A4, B)) komplementere nem tartalmaz I-faktort. Az 1. lemma szerint

p P P.
~ -y
p
R P,
. aj
P 2] P,
P R
P P P, Pi
c) d)

3. dbra

G k—1 féle élfiiggetlen 1-faktort tartalmazhat, igy G-ben ezen faktorok mindegyiké-
bl legaldbb egy élnek szerepelnie kell ahhoz, hogy G-ben ne legyen /-faktor. Tehat
5 éleinek szama legalabb k—1. Mivel G minden élének végpontjai p szomszédai,
igy p-t tartalmazd hiarom hosszusdgl kort alkotnak. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

k=4 esetén az alabbi esetekben nem 7-tulajdonsagi a p szogpont (lasd 4/a, b,
¢, d, e, f, g, h dbra, G vastag vonallal hiizva).

2. Lemma. Legyen I', n szégpontii (n pdros) teljes grdf és jeloljiik I', dsszes
1-faktorainak szdmdt F,-nel. Ekkor
2
12

(14) F = )-("2)-
§

BIZONYITAS. Konnyen lathatd, hogy n=2 esetén az allitas igaz. Tegyiik fel,
hogy minden k =n—2 esetén igaz az allitas, vagyis

(15) s (g]'[kgz]'“' [g)
(2):
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e) ) q) h)

4. dbra

Ekkor I';-hoz két szogpontot hozzavéve k + 1 féle (ij sz8gpontpar valaszthato ki (a két
pont sorrendjét nem vessziik figyelembe), melyek mindegyikéhez F, szimu 1-faktor
tartozik, melyeknek pontosan egy kozds éliik van, igy

(16) Fk+2:(k+1)'Fk-

Figyelembevéve, hogy
(k+2]
2 2.(k+2)!
) o Y

k+2 T 2Tk'(k+2)
(39)-C):

Tehat

(18) Fopy= [kgz] [g][kgz] [%] 3

()

k+2 [ﬁ], [k+2JT
2 2) 2 )
Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.
Korollarium. 1. 4 (16) dsszefiiggés alapjin F, rekurziv médon is felirhato:

(19) F,=(n—=1)-F,_,.

. 2. A 2. lemma bizonyitdsdbdl adédik, hogy ha e; egy I',-beli E 1-faktorhoz tartozé
e:l, akkor pontosan F,_, olyan 1-faktor van I',-ben, amely E-vel pontosan az e; kizés
élt rartalmaz:za.

3. Ha aI',-beli éldiszjunkt 1-faktorok szamat FD,-nel jelsljiik, akkor az 1. lemma

€5 (19) alapjdn:

FD,=F,oen—-1=n—-1)-F,_,=>1=F,_ ,=>n=4.
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4. A (14) osszefiiggést egyszeriibb alakra hozhatjuk, ha a szdmldlot kifejtjiik,
azaz

n! (n—=2)! 2!
2!1(n—=2)! 2! (n—4)! 7 210! n!

' F, = = :
[ﬂ];
>

h T,
) 2

7. Definicid. Legyen I', n szégpontu graf és

(20) & = {Eyy gy cous i)
I',-beli 1-faktorok egy halmaza, valamint e,, e,, ..., e, I',-beli élek.
Az e, e,, ..., e, €leket az & egy reprezenticidjanak mondjuk, ha minden &-beli

1-faktorbdl legalabb egy él szerepel koztiik.

3. Lemma. Legyen I', teljes graf (n paros). Jelélje I', &sszes 1-faktorainak
halmazat

(21) é={E.E,, ...,E} ahol r=F,
valamint
(22) R={e,e,,....e,_4}

I',-beli élek egy halmazat.
R akkor ¢s csak akkor reprezenticidja &-nek, ha barmely ¢;7e; esetén nincs
olyan E,£&, amelyre e,€ E, és ¢,€ E, .

, BIZONYITAS. Sziikségesség: Tegyiik fel, hogy R reprezenticidja &-nek és
letez-ﬂ'{ e;#e; r’ne]yre létezik £y, hogy ¢,€E, és e;€E,. A 2. lemma 2. korollariuma
alapjan az ¢; €l F,_, &-beli 1-faktort reprezental, ugyanigy e; is. Mivel mindkét él
szerepel L -ban, igy a két él dltal reprezentalt 1-faktorok K;; szamdra igaz, hogy

(23J Kij< 2'E|—2‘

Ha tehat feltételezzi'{k, hogy a tdbbi R-beli #—3 él mindegyike a maximalis n—1
l11—fakt0rt reprezentalja, akkor az R 4ltal reprezentdlt &-beli elemek K, szimaia igaz,
ogy

(24) Ke=(m—1)-F,_,

ami ellentmondas, hiszen & elemeinek szdma (n—1) - F,_, és R &-nek reprezentacidja

tehat K,-re az egyenl8ségnek kell teljesiilnie. ,
Elegend&ség: Mive} minden E €& 1-faktor csak egy e,€ R élt tartalmaz, valamint

a2 lemm?. 2; korollariuma alapjin egy e; él F,_, &-beli 1-faktort reprezentil, igy

az n—1 szamu R-beli él (n—1)- F,_, szamlt, ami & sszes elemét jelenti. .
Ezzel a télelt bebizonyitottuk.

5. Téte] 3 Egy I, teljes grdf (n=4 pdros) dsszes \-faktora akkor és csak akkor
reprezentdlhatd pontosan n—1 éllel, ha azok egy szégpontra illeszkednek . '

BIZONYITAS. Sziikségesség: Legyen pcl', a vizsgilt szégpont. Mivel minden
T ,,—bel! {-faktor tartalmaz egy p-re illeszkedd élt, igy az &sszes ilyen él valéban a
I',-beli sszes 1-faktorok egy n—1 elemii reprezenticidja.
_ Elegend&ség: Tekintsiink egy tetszdleges (pipa)=e, €T, élt (p,, p, az ¢; él végpont-
jai). Legyen ez az n—1 elemii reprezentici6 elsd eleme. A 3. lemma alapjan masodik
elemnek csak olyan e; €l valaszthato, amely egyetlen e;-t tartalmazd 1-faktorban sem
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szerepel. Konnyen lathatd, hogy ilyen él csak azok koziil vélaszthatd,-amelyek egyik
végpontja p, vagy p,. (Ldsd 5. dabra.) (A vastagon kihidzott élek a vdlaszthatok.)
Tegyiik fel, hogy egy (p,p;) =e; €It vilasztunk a reprezenticié médsodik elemének
(lasd 6. abra). .
A 3. lemma szerint tovabbra is a p,, illetve p, szogpontokra illeszked§ (még
valaszthatd) élek koziil vilaszthatunk, azonban most mdr az e; élre is alkalmazzuk

LU

5. dbra 6. dbra

a 3. lemmat, igy a keresett reprezenticionak p,-ra is illeszkednie kell. Ilyen él azon-
ban csak a (pyps) €l lehet. Ezzel azonban a valaszthat6 élek elfogytak. Ez a kiva-
lasztas tehat akkor és csak akkor alkot reprezenticidt, ha n=4, az &sszes tobbi
esetben csak a p;-re illeszked8 n—1 él valaszthaté a reprezenticié elemeiként (ez
tette sziikségessé az n=4 kikotést). Ezzel a tételt bebizonyitottuk. Az n=4 esetben
az Osszes reprezenticio lathato a 4. abran. ;

A tovabbiakban bemutatunk egy olyan graf tipust, amelyr8l bizonyos feltételek
mellett kimutathato, hogy VP graf. Majd megvizsgiljuk, hogy adott k& pdros szdm
esetén melyik a legkisebb n szam, amelyre I', € P, VP graf.

Jel6ljiik az osszes teljes grafok halmazat C-vel, elemeit a sz6gpontszdm szerint
indexezve rendre a C;, Cs, ..., C,, ... jelekkel. (Azaz C, jeldli az n szbgpontl teljes
grafot.)

8. Definicié. Legyenek C;,C;,, ..., C;, C-beli grafok (nem feltétlenul ki-
16nboz8k) és vezessiik be a C; =(P;, Ej) j=1,2, ..., t jeldlést.

A C,C,, ..., G, grafok t-kompozicidjn [jelijlése: | 2 l] értiink egy olyan

I'=(P, E) grafot, amelyre teljesiilnek az alabbiak:

a) T regularis graf
b) P:P]_UPQU...UPH Vi#j‘ lePJ:g
¢) E=EUEU...UEUE’' VYizj: EENE;=0,

ahol E’ az ugynevezett kotdélek halmaza.

MEGJEGYZESEK. 1. Az E’ élhalmaz nem egyértelmiien meghatarozott.

2. A I graf osszefiiggfségét E” hatirozza meg, hiszen ha E’=0, akkor I' egy
teljes részgrafokbdl allé, ¢ komponensii reguldris graf, amelyre i, =i =...=i,.

3. Ha I'=T, ; és max (iy, Iy, ..., i)=1I, akkor I=k+1.

6. Tétel. Legyen I',=(P, E) n szdgpontii dsszefiiggd grdf. Ha létezik I',-ben
[1211] +1 szégpontu teljes részgrdf, akkor I,-ben nincs 1-faktor. (I'y a I’ grdf komple-

menter grafjdt jeldli.)
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BIZONYITAS. Legyen G=(P’, E’) egy TI,-beli [%]+l szdgpontu teljes rész-

graf. Ekkor

[;] ha » paratlan

71 = [5]+1=1Pnp1 =

n .
——1 ha n péros.

2
Valamint I',-ben a P"-beli szogpontok csak P\ P’-beli szégpontokkal lehetnek ssze-

kétve, igy biztosan van P’-ben legaliabb egy olyan szégpont, amelynek nincs P\ P’-
beli parja, azaz I', nem tartalmaz 1-faktort.

7. Tétel. Legyen I, PR, k=4. Ha
]- CU'GC j:I,Z, ...,!EZ.

2. r"'k:C;ll_f_‘_!C&E...mC-

e

k+4
T i
akkor I, , VP grdf.

BIZONYITAS. Tekintsiink egy tetszleges TI', ,-beli p szogpontot. Ekkor a

t-kompozicié b) tulajdonsagabol kévetkezik, hogy I’ ni-ban létezik C;, melyre
PEC;, és ij-re teljesiil a tétel 3. feltétele. Ha most a p altal generalt I wk-bell részgra-

3

[IA
IIA

k j=1,2,...,t=2

- 3 : \ k+4
fot tekintjiik, akkor ennek k szégpontja van és tartalmazza C;,-t, amelyre T+§_

=/;=k miatt teljesiil a 6. tétel feltétele, azaz a p 4ltal generalt részgraf komplementere

nem tartalmaz 1-faktort. Ez azt jelenti, hogy p nem T-tulajdonsagi. Mivel p-re nem

tettiink kikotést, igy ez birmely I,  -beli szégpontra teljesiil, azaz I' mk VP graf.
Egy 1., 2., 3. feltételeket kielégits graf lathaté a 7. 4bran.

MEGJEGYZESEK. 1. A 7. tétel

bizonyitisabol konnyenadddik, hogy
amenynyiben I, ,-ban van olyan

C;,€C részgraf, amelyre ijz=§+1,

akkor I', , nem VP graf. Egy ilyen
grafot mutat a 8. abra.

2. A 7. tétel magaban foglalja
a 3. tétel allitdsat is, igy most mar
tudjuk, hogy nem csak a 3. tételben
megkonstrualt tipusa VP grafok 1é-
teznek barmely k paros szamra.

3. Haa7.tétel 1. és 3. feltételeit
minimalis esetben vizsgaljuk, azaz

t=2

7. dbra | 2=
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akkor a I, ,=C, || C;,, VP graf
szogpontjainak szamara az n=k+4
értéket kapjuk. Ebbdl adddik a ké-
vetkez§ tétel:

8. Tétel. Bdrmely k=4 pdros
szdm esetén létezik I',, VP grdf,
amelyre n=k+4.

Példaként a 9. abran lithatunk
egy Iy 4 grafot. Mivel tudjuk, hogy R
barmely I', ,€ P2 esetén n=k+1 és R )
Iy i1, teljes graf 1évén nem VP graf, 8. dbra
igy felmeriil a kérdés, hogy adott
k esetén mekkora a legkisebb n,;, szim, amelyre létezik I, ,c2# VP graf.

A 8. tételt figyelembevéve adédik, hogy
(25) k+2=my, = k+4
9. Tétel. Ha I', , € 2%, és n=k+2, akkor T, , nem VP graf.

BIZONYITAS. A bizonyitast fokszdm szerinti teljes indukcidval végezziik.
k=2 esetén a 10. dbran lathat6 grafot kapjuk, amelyre az 4llits konnyen belithaté.

ST [

9. dbra 10. dbra

Tegyiik fel, hogy I, ,_,-re igaz az allitds. Tekintsiink egy I wxEPR, grifot, ahol
n=k+2 és valasszuk ki ennek tetszSleges p sz6gpontjit. Ekkor kénnyii latni, hogy
I, tartalmaz pontosan még egy g szGgpontot, amelynek szomszédai megegyeznek
p szomszédaival, azaz a p és g altal generalt I n k-beli részgraf megegyezik (lasd 11.
abra),

Jelljiik G,-vel a p, illetve g szégpont altal generalt I', ,-beli részgrafot.

G, pontosan k szégpontu, k—2 fokszimu regularis graf, amelyre az indukcids fel-
tétel alapjan teljesiil a tétel allitisa, azaz G, VP graf.

Ennek alapjin barmely G,-beli szogpontot valasztjuk ki, (jeléljik z-vel), az
altala generalt G,-beli részgraf (G,) komplementerében van 1-faktor. Jeléljiik a z
szogpont altal generalt I', ,-beli részgrafot G.-vel. Ekkor G. pontosan a p és g
szdgpontokat tartalmazza G, szbgpontjain kiviil, igy G, tartalmazza a (pg) élt, tehat
a G, -beli 1-faktor és (pg) pontosan egy G.-beli 1-faktort allit el6, azaz a z szogpont
T-tulajdonsagu, vagyis I’ ak Nem VP graf.,

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Példaként a 12. abran lathatunk egy I s, s grafot, amelyen a 9. tételbeli jelolé-

seket hasznalva bejeléltiink egy = szdgponthoz tartozé G_-beli 1-faktort (vastag vo-
nallal).
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11, dbra

10. Tétel. Barmely k=2 szdm esetén létezik olyan I', ; k reguldris grdf, melyre
n=k+3 és I, nem tartalmaz 1-faktort.

BIZONYITAS. Ha k=3, akkor tekintsiink egy n sz'i-i.gpontbél alls P szbgpont-
halmazt és valasszunk ki ebb6l harom szdgpontot (_]ellt_ilgijk eze}_cet a py, ps, Py jelek-
kel). Ha most a py, p,, p; sz0gpontokat rendre 6sszek’ot1uk az osszes VAN P1> P Ps}
halmazbeli szégpontokkal (lasd 13. abra), akkor e h-aro.l.n szdgpont fokszama pon-
tosan k=n—3 lesz, mig a PN{p,, ps, ps} halmazbeli sz6gpontoké pontosan 3.
Jelolju 1 letkez& grafot G,-gyel. =
-16101_;\1/1[1;32 ;,gyPk\e{pl,pg,ia}—beli szégpolntoknbél képezziil%k egy ’tetszoleges 'k_?k?)
fokszdamu regularis grafot, melyet G,-vel Jelélun_l,(. Ha a Gy ¢s G, gl:afokat eg“yesnjﬁ <
akkor pontosan egy n szogpontu, k=n:3 fokt reguldris I',, g_raf(_)_t nyeriink. "T
pezziik a I, , grifot. A fenti konstrukeié miatt a {p;, p,, pa}-})eh szogpontok egyl-
talin nem lesznek szomszédosak a P {py, ps, pa)-beli szggpontokkal £ ,,l,c-benf
azaz I, , két komponensre esik szét, amelyne?c a Pis P2y Pa szdgpontokat tar{alm?zo
tagja fiiggetleniil k& paros, vagy paratlan voltatdl, nem tartalmaz 1-faktort, igy ik

zhat 1-faktort. ) '
T E;t:;{ln:le‘ll akkor n=>35, amely esetben I, , a paratlan szégpontszdm miatt nem
tartalmaz |-faktort. Ezzel a tételt bebizonzitotu}k. e
0 (i belatni, hogy k=1, azaz n=4 esetén a tétel nem igaz. = s .
iotg?e)]]ge?f [ljons,trulfggéval a k=3 esetben a jol ismert Kuratowski graf all eld

-(lasd 14. abra).

P P, P,

N/ \\/4. |

", ""
/ /13‘3?‘3'-'« \

P, P P
7NN A\
p\{g,pz,Pa}
13. dbra 4. dbra
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A kovetkezd tétel modot ad a (25) egyenlStlenség pontositasara, azaz n,,;, értékének
pontos meghatarozasara.

11. Tétel. Bdarmely k=6 pdros szdm esetén létezik I wkEPR, VP grdf, amelyre
n=k+3.

BIZONYITAS. Legyen I’ nk @ 10. tétel konstrukcidjaval keletkezd graf (lasd 13.
abra), azzal a megkdotéssel, hogy a (10. tétel jeldléseit hasznalva) G, részgrafra tel-
Jjesiiljon, hogy G, nem tartalmaz 1-faktort. A 10. tétel alapjan ezt feltehetjiik, mivel
legalabb egy ilyen mindig van. Bebizonyitjuk, hogy minden I, ¢-beli szégpont 7-
tulajdonsagu.

Legyen tovibba p tetszSleges {p,, ., Ps}-beli és g tetszdleges G,-beli szbgpont.

1. A p szégpont altal generalt részgraf pontosan G, lesz, amelyrél feltettiik,
hogy G,-ben nincs 1-faktor, igy p nem T -tulajdonsagu.

2. Jeloljiik a g sz6gpont 4ltal generalt részgrafot G,-val, ekkor G, szdgpont-
Jjait a {p,, p,, py}-beli sz6gpontok és g-nak G,-beli szomszédai (jelsljiik ezek halma-
zat K-val) alkotjak. Mivel {P1, P2, ps} minden egyes eleme szomszédos az Gsszes K-
belivel, igy G, két komponensre esik szét, amelyek szogponthalmazai {P1, Ps, 3}
é K lesznek. A {p,, Ps, D3} szogpontokat kifeszits G,-beli komponens azonban
paratlan szamu szégpontot tartalmaz, igy nem lehet benne 1-faktor, ezért G,-ben
sem. Tehat g szintén nem 7-tulajdonsagy, amivel a tételt bebizonyitottuk.

A 9. és 11. tétel alapjan mar pontosan tudjuk a (25) egyenlStlenségben még csak
becsiilt i,,,;, értékéta k =6 esetben. Kérdés, hogy mia helyzeta k=2 és k=4 esetekben?

Mivel k=2 esetén I, ,c 2%, pontosan egy Hamilton kor, igy kénnyii belatni,
hogy I', , semmilyen n esetén sem VP graf.

12, Tétel. Ha k=4 és n=k+3, akkor I; J€P Ry nem VP grdf.

BIZONYITAS. Valasszuk ki I 7.4 tetszbleges p pontjit és tekintsiik a p altal
generilt G, I'; ,-beli részgrafot. Ha p nem T-tulajdonsigt, akkor G, tartalmazza a
p szomszedaibdl alkotott négy szégpontu teljes graf osszes I-faktorainak egy repre-
zentacidjat. Ez a 4. abrardl leolvashatéan csak két esetben lehetséges: vagy az a),
d), f), g), vagy a b), c), e), h) tipusii esetben.

Jeloljiik ¢y, g,-vel I', ,-nek azokat a pontjait, amelyek nem G ,-beliek, és nem

-azonosak p-vel (lasd 15. abra).

Az ¢ls8 esetben G, az els6 tipusu 1-faktor reprezentciot tartalmazza (lasd 16.
abran vastag vonallal).

P

[o=]

O¢

GP
15. dbra 16. dbra
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k =4 miatt a g, (vagy g,) szogpontnak legalabb két reprezenticiobeli szogponttal kell
szomszédosnak lenni, igy ¢. (vagy ¢,) szdmara maximum hirom szdgpont marad
szomszédként, azaz ebben az esetben I'; , nem konstrualhato meg (lasd 17. abra).

A masodik esetben G, a masodik tipusu 1-faktor reprezentaciét tartalmazza
lasd (18. abran vastag vonallal).

P q,

Oq’
9,

09,

17. dbra 18. dbra

Ekkor azonban ¢, és g, szamdra csak egyféle osszekotési lehetGség marad (a tobbi
szdgponttal) I'; , megkonstrualasahoz (lasd 19. abra), amelyben kénnyen talalhaté
T-tulajdonsagn szdgpont (a 19. dbrin T-vel jeloltiik ezeket).

Megjegyezziik, hogy a 10. tételbeli graf konstrukcié joval altaldnosabb feltételek
mellett is a kivant tulajdonsigt grafot eredményezi, azonban célunk csak az exisz-
tencia bizonyitdsa volt, amihez ez is elegenddnek bizonyult.

A 8., 11. és 12. tétel alapjan mar pontosithatjuk a (25) egyenldtlenséget és ki-
mondhatjuk az alabbi tételt:

13. Tétel. Bdrmely k=4 pdros szdm esetén a legkisebb ny;, szdm, amelyre
F,,min,keg"é?k VP grdf

k+3 ha k=6
(26) Hemin —{

k+4 ha k=4

A 13. tétel illusztralasara a k=4 eset af9. abran lathatd, a k=6 esetre pedig a
20. abran mutatunk be egy példat.

19. dbra 20. dbra
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