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Abstract
A dolgozatban bizonyitott tétel szerint, mindexd>4 természetes szamhoz létenk = 0
természetes szam, hogyp,.=N-my, és p,, =N+m, primszamok (Dénes-féle

Szimmetrikus primszadm tétel). E tétel kozvetlen etkgzmeényeként adodik a péros
Goldbach-sejtés bizonyitasa, amelyet igy 275 év G@ldbach-tételnek nevezhetlnk.

1. Tétel(Dénes-féle Szimmetrikus primszam tétel)
Minden N24 természetes szamhoz léteziky = O természetes szam, hogy p,_. = N —-m,

és py. = N+m, primszamok.

Az 1. tétel ekvivalens megfogalmazasa:
Minden N2>4 természetes szamhoz |éteziky = O természetes szam, hogM eléall a p,._

és p,. primszamok szamtani kdzepeként, azaz

— pN— + pN+
sO N="T—+
(s0) 5

BIZONYITAS

N=4=>m,=1= p,=4-1=3 p,, =4+1=5
N=5=m,=2= p,..=5-2=3 p,, =5+2=7
Tehét a tételN=4 ésN=5 esetén igaz.

Mivel a jelen tétel allitasa szerinp,_ és p,. primszamok, igy a [Dénes 2001]-ben

bizonyitott 1. tétel miatt, hap,. és p,. 5-nél nagyobb primek, akkor az alabbiak
valamelyike teljestil:

(s1) Py. =6k-1 és p,, =6r—- 1 =1,2,3,..), (r=1,2,3,..)
(s2) Py. =6k-1 és p,, =6r+ 1 (=1,2,3,..), (r=1,2,3,..)
(s3) Py. =6k+1 és p,, =6r- 1 (=1,2,3,..), (r=1,2,3,..)
(s4) Py. =6k+1 és p,, =6r+ 1 (=1,2,3,..), (r=1,2,3,..)

Az (s1)-(s4) 6sszefliggésakiN-re ésmy-re a kdvetkedket kapjuk:

(D= py.=6k-1=N-my= my=N-6k+1=
(s5) = Py, =6r-1=N+N-6k+1 = 0=2N-6k-6r+2=
= N=3k+r)-1 = my =3(r —k)
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(s6)

(s7)

(s8)

(s2)= py.=6k-1=N-my= my=N-6k+1=

= Py =6r+1=N+N-6k+1 = 0=2N-6k-6r =

= N=3k+r) =my=3(r-k)+1

(= py.=6k+1=N-my= my=N-6k-1=
= Py =6r-1=N+N-6k-1= 0=2N-6k-6r =
= N=3k+r) =my=3(r-k)-1

(4= py.=6k+1=N-my= my=N-6k-1=
= Py =6r+1=N+N-6k-1= 0=2N-6k-6r-2=
= N=3k+r)+1 = my =3(r —k)

Konnyen belathato, hogy (s5)-(s8p&litia az N=3u-1, N=3u, N=3u+lalaku természetes
szadmokat. A kimaradti=3u-2 ésN=3u+2 alakok ezekre visszavezetblietiz alabbi médon:

(s9)

(s10)

N=3u-2=3u-2-1+1=3(u-1)+1,ami megfelel (s8)-nak, hatr=u-1

N=3u+2=3u+2+1-1=3(u+1)-1,ami megfelel (s5)-nek, hHarr=u+1

Tehat az (s5)-(s8) dsszefliggésdiakitjdk az 6sszeN természetes szamot!

Tovabbiakban bizonyitando, hogy barmbly6, illetve m, természetes szam esetén az (s5)-

(s8) esetek valamelyikében van olyaq_, p,. par, hogy mindkedt primszam. A fentiekre
néhany példat mutat be az 1. Tablazat.

1. Tablazat

N K+r k r My P Pus
10 (s8) | N=3(k+n)+1 3 1 2 3(r-k)=3 | 6k+1=7(prim) 6r+1=13(prim)
15 (s6) | N=3(k+1) 5 1 4 3(-K+1=10 | Blc1=5(prim) | (T 120
5 2 3 3(r-k)+1=4 | 6k-1=11(prim) 6r+1=19(prim)
15 (s7)| N=3(k+r) 5 1 4 3(r-k)-1=8 | 6k+1=7(prim) 6r-1=23(prim)
5 2 3 3(r-k)-1=2 | 6k+1=13(prim) 6r-1=17(prim)
82 (s8) | N=3(k+r)+1 27 1 26 3(r-k)=75 | 6k+1=7(prim) 6r+1=157(prim)
99 (s6) | N=3(k+r) 33 1 32 3(r-k)+1=94 | 6k-1=5(prim) 6r+1=193(prim)
33 2 31 3(r-k)+1=88 | 6k-1=11(prim) g;ﬁ:;g;:)nxn
33 3 30 3(r-k)+1=82 | 6k-1=17(prim) 6r+1=181(prim)
100 (s8) | N=3(k+r)+1 33 3 30 3(r-k)=81 | 6k+1=19(prim) 6r+1=181(prim)
5.689 (s8) | N=3(k+r)+1 1.896 926 970 3(r-k)=132 | 6k+1=5.557 (prim)| 6r+1=5.821(prim)
10 1.886 3(r-k)=5.628| 6k+1=61(prim) 6r+1=11.317(prim
8. 956. 732 | (s8)| N=3(k+1)+1 | 2.985.577 1.492.761| 1.492.816 3(r-k)=165 ?;‘;58'956'567 ?;;#38'956'897
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BIZONYITAS folytatasa (indirekt)
Az 1. tétel tagadasa:
Barmely my<N természetes szam esetén teljesul, hogpa = N-m, ésp,, =N +m

parnak legfeljebb az egyik tagja prim. Ez haronki&tgen allhat ét
l. py- prim ésp,, 0sszetett szam,

Il. p,. Osszetett szam &g, prim,
. py. €S p,. egyarant 6sszetett szam.

l. ESET
(s11)M<my <N-2= p,. =N-m, (prim) = p,, =N +my = p,_ +2m, (nemprim)

Ekkor a [Dénes 2001]-ben bizonyitott 2. tétel migty, -ra az alabbiak valamelyike teljesul:

(s12) Pys =6r —  1ésr=6uv+u-v (u=1,23, ..),(v=1,2,3,..)
(s13) Pys =6r —  1ésr=6uv-u+v (u=1,23, ..),(v=1,2,3,..)
(s14) Pys =6r +  1ésr=6uv+u+v (u=1,23, ..),(v=1,2,3,..)
(s15) Pys =6r +  1ésr=6uv-u-v (u=1,2,3, ..),(v=1,2,3,..)

(s11) és (s12) alapjan adoédik:
Py +1

Pus = Py +2my = 6(6uv+u-v)-1= my =36uv+u-v) -

(s16)
Py +1 _ py. +6(6Uv+u-Vv)-1

2 2

= N=p,.+my =p,. +306uv+u-v) -

(s11) és (s13) alapjan adodik:

Pn-*1
Pys = Py- +2my = 6(6uv—-u+v)-1= my =36uv-u+v)-

(s17)
Py +1_ py- +6(06UV-U+V) -1

= N=p,.+my =py. +36uv-u+v)- 5

(s1l) és (s14) alapjan adodik:

Pn- -1
2

Pns = Py- +2mM = 6(6uv+u+v)+1= m, =36uv+u+v)- =

(s18)
Py =1 py- +6(06UVHU+V) +1

2

= N=p.+my =p,. +306Uv+u+v) -

(s11) és (s15) alapjan addédik:

pN+ = pN— +2mN = 6(6UV_U_V)+1:> mN = 3(6uv_u_v)_ pN—z_l =
Py- =1 py. +66UV-U-V)+1

2 2

(s19)

= N=p.+my =py. +306Uuv-u-v)-
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Mivel az indirekt feltevés miatt az (s1l) allitakpaz adottN esetén mindemy<N-re
teljesulnie kell, ezért elegeidmegmutatni, hogynincs olyanN, amelyre az (s16)-(s19)
egyenbségek mindegyike teljesul. Ekkor ugyanis teljesgilkell a kovetkez (s20), (s22),
(s23), (s25), (s26), (s27) egyenleteknek:

(s16) —v) =1 (s17) - -
(s20) N = pN_+6(GU\2/+u v)-1 - pN_+6(GU\2/ u+v)-1

Az u=v eredmeényt behelyettesitve az (s16)-(s19) egyddietep,.-ra a kovetkedket
kapjuk:

(s16),(s17)

+
USV = Pus = Py +2(3[6u2 —pN‘le = p,. +36u* - p,. —1=

=36u% -1=(6u—1)(6u+1)

(s18)

USV = Py, = Py +2(3(6u2 +2u) - pN‘Z_lj: Py +36u* +12u—p,_ +1=

(s21)
=36u°+12u+1= (6u+1)?

(s19) ) Py- —1 2
U=V = Py, = Py +2 3(6u _ZU)_NT = p,. +36u’ -12u-p,_+1=
=36u° -12u+1= (6u-1)°

(s21)-I®l lathatd, hogyu=v esetén p,, soha sem primszam, azaz teljesil az (s11) indirekt
feltétel.

N 16 p,_ +606UV+U-V)-1E8 p +66Uv+U+V)+1
2 2

(s22) 1
= 6(6uv+tu-v-6uv-u-v)=2 = v=-=

Az (s12)-(s15) feltételek szerimttermészetes szam, igy az (s22) eset nem éllhat el

N(Sf” Py. +6(6UV+u—Vv) =169 p +6(6uv-u-v)+1
2 2

(s23) 1
= 6(6uv+tu-v-6uvtu+v)=2 = U =E

Az u :% eredményt behelyettesitve az (s16)-(s19) egyddietep,.-ra a kovetkedket
kapjuk:
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(s16),(s17) +
UZE = pN+:pN—+2 3(V+1_V)_pN_—1 = pN—+1_ Pn- —-1=0
6 6 2
1 G 1 Py —1
u== = = Py t2 v+ V) - | = p_+1v+1-p,_ +1=
(s24) 5 Pns = Py- (3( stV Py- Px-
=26v+]
(s19) -1
UZ% = pN+=pN—+2[3(V_%_V)_pN_T = Pn- -1- Pn- +1=0

N 617 py_ +6(6Uuv—u+Vv) -1 p +6(6UV+u+V)+1
2 2

(s25) 1
= 6(6uv-u+v-6uv-u-v)=2 = U =_E

Az (s12)-(s15) feltételek szerinttermészetes szam, igy az (s25) eset nem allhat el

N <17 p_+6(6UV—U+V)=-1E9 p+6(6uv—u-V)+1
2 2

(s26) 1
= 6(6uv-u+v-6uvtu+v)=2 = VZE

Mivel u és v az (sl1l2)-(s1l5) feltételekben szimmetrikus, igy az eset az (s24)-beli
eredmeényeket adja.

18 p - +606UV+U+V)+1E9 p +6(6uv—u-V)+1
2 2

(s27)

Az (s12)-(s15) feltételek szerintésv természetes szamok, azonban (s27) szerint aziggyik
mindenképpen negativ, igy ez az eset nem allBat el

Az (s22)-(s27) levezetéselvilagos, hogy adothN-re uzv esetén nem mindany-re teljesul
az (s11) indirekt feltétel, ami éppen a tétel &idtt igazolja. Példaként lasd az 1. tabl4zat 7-9.
sorat alN=99 esetre.

II. ESET
Ha az (s12)-(s15) 6sszefuggéseket -ra alkalmazzuk, akkor az (s16)-(s27) levezetésekbe

csupan ap,,, miatti elbjel cserék lesznek, igy p,_-ra vonatkozé kovetkeztetések, az I. eset
szimmetrikus parjaként megmaradnak.
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lll. ESET
Ez az eset (s11)-hez hasonléan, igy irhaté fel:
(s28) M<my, <N-2= p,. =N-my (nemprim) = p,, = N+m, (nemprim)

Az (s28) allitast a kovetkéz2.Tablazat foglalja dssze, amelynek igy a 2. éssalopaban
csak 0sszetett szamok lehetnek.

2. Tahht
My | Py- =N=my [N | py, =N+m,
1 N-1| N N+1
2 N-2| N N+2
3 N-3| N N+3
4 N-4| N N+4
i N-i| N N-+i
N-5 5IN 2N-5
N-4 41 N 2N-4
N-3 3/ N 2N-3
N-2 2N 2N-2
Mivel az 1. tétel feltétele, hogyN =4, valamint a Ill. eset (s28) feltétele szerint
1<my <N -2, ezért a feltételeknek megfaldbarmelyN esetén a 2. tablazatban szerepel az
i=N-2 ési=N-3 sor, igy az ezekhez tartozd,_ = && p,_ = 3 értékek, vagyis az egyetlen

paros és az dlspératlan primszam. Méar ez elegérak (s28) allitds cafolatahoz. Ezbsiti,
hogy a 2. tablazat konstrukcidjabdl adodik, hogy2.aoszlopban p,_. befutja a teljes
2< py. < N -1zart intervallum egész értékeit, igy felveszi aszésN-1-nél kisebb, vagy

egyenb primszam értékeket. Ez viszont ellentmond az (8#8#snak, vagyis a lll. eset nem
allhat eb.
Q.E.D.
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A fenti lll. esetre példaként bemutatjuk ldz6 ésN=10 esetekhez tartozo, 2. tablazat szerinti
3. és 4. téblazatot, ahol a primekedd szamok jelolik.

3. tablazat 4. tablazat
My | Pn- =N=my IN| Py, =N+my My | Pu- =N=My [N | Py, = N+my
1 5|6 V4 1 9/10 11
2 4| 6 8 2 8|10 12
3 3|6 9 3 7110 13
A 2|6 10 4 6|10 14
5 5|10 15
6 4(10 16
7 3|10 17
8 2|10 18

A fenti 1. Tétel kbvetkezménye a paros Goldbach-4ép bizonyitasa.

Ugyanis az 1.Tétel (sO) megfogalmazasabol kovetkémgy minderN=>4 természete
szamhoz léteznek p,,_ =N -m, p,, =N +my primek, amelyekre igaz, hogy

(s29) 2N = py_ + Py

Azaz minden paros szanbéll két primszam 6sszegeként.

Ezzel bizonyitotta valaz eds (paros) Goldbach sejtéamelyet ezutarGoldbach-tételnek
nevezhetiink

! Erés (paros) Goldbach-sejtés (1742Minden 2-nél nagyobb paros szardél két primszam dsszegeként.
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5. Tablazat (Példak a Dénes-féle Szimmetrikus primszam tétel éSoldbach-tétel illusztralasara)

2N N| my Py- =N-my Py = N+my
8 4 1| 3=4-1 B5=4+1
10 5 2|3=5-2 7=5+2
20 10 3| 7=10-3 13=10+3
30 15 2113=15-2 17=15+2
32 16 3|13=16-3 19-16+3
100 50 3|47-50-3 53=50+3
112 56 3|53=56-3 59-56+3
202 101 121 89=101-12 113-101+12
1.000 500 91491=500-9 509:=500+9
10.000 5.000f  81|4.9195.000-81 5.08%5.000+81
100.000 50.000 123|49.87 £50.000-123 50.12350.000+123
1.000.00¢ 500.000  57/499.943500.000-57 500.05%500.000+57
8.000.00Q  4.000.00¢ 237|3.999.7634.000.000-237 |4.000.23#4.000.000+237
10.000.000  5.000.009  87{4.999.9135.000.000-87 5.000.087%5.000.000+87
30.800.00Q 15.400.009 237|15.399.76315.400.000-237 | 15.400.23#15.400.000+237
30.971.72(0 15.485.86( 3115.485.85%#15.485.860-3 | 15.485.86315.485.860+3

Kdszonetemet fejezem ki Gy Kalman professzornak tamogatd segitségéért,zészai
Mérton matematikus kolléganak konstruktiv észrde&d, amelyek hozzajarultak
bizonyitas teljessé tételéhez.
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