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Algoritmusok

az o0sszes n-edfoku
permutacio
eloallitasara

/. rész

Dénes Tamés

Az Osszes n-edfoki permuticio eldallitdsira, valamint n!
darab természetes szam és az Gsszes n-edfoku permuticié
kozotti egy-egyértelmii megfeleltetésre a cikkiink I. ré-
szében bemutatott eljardson kiviill egy madsikat is nyer-
hetiink,az alibbiakban ismertetett médon. Ez az eljards
is csak elemi transzpoziciékat haszndl az eléallitishoz,
mint az I. részben ismertetett, azonban itt az n!-1
lépés mindegyikében egyetlen elemi transzpozicié keriil
végrehajtdsra.

Fogalmak, jelélések

Tekintsiik a tovdbbiakban a permutdciokat, mint elemek
valamely rogzitett sorrendben val6 felirdsit. Igy példaul
az 1,2, 3, 4elemek egy permuticiéja Il = 1432 alakban
irhaté. A permuticié fokszdma a benne szerepld elemek
szdmt jeloli.

Vezessilk be a kovetkezd fogalmat, melyet k-adfoki
permuticiomatrixnak fogunk nevezni.

DEFINICIO:

Egy M, mitrixot k-adfoki permuticiémiétrixnak neve-
ziink, ha M, k! sorbdl és k oszlopbdl ill, és sorai az
osszes k-adfoku permuticiét tartalmazzik.

A definiciébol kovetkezik, hogy az M, mitrix minden
k-adfokd permuticiét csak egyszer tartalmaz, valamint
M, nem egyértelmii, vagyis adott k-hoz t6bb M, mitrix
is tartozik.

Egy M, harmadfoki permuticiémdtrix példdul a kévet-
kezd:

M;=

— W R R
W= b W= k)
BB = = L0 W

Jeloljiikk az M, permuticiémitrix 1,2,..., k-adik oszlo-
pdban illé k! elemil szimhalmazt a mitrixban szereplS
sorrendben rendre a,, a,,. . ., a;-val. Ekkor M, el5ill a
kovetkezd alakban:

(Kl) Mk=[a1a2...ak]

Ezutin képezziikk az M, mitrixot vigy, hogy M,-hoz
(k + 1)-edik oszlopként hozzivessziik a k! darab (kK + 1)
elembél 4ll6 oszlopot, melyet a, . , -gyel jelolink.

(K2) M, =[a\a,...a4,,,]

Példaként nézziikk meg az M; permuticiomdtrix ilyen
felirdsit és az M3 mitrixot:
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3 1 2 4
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M;=[a,a,a;3a4]= 321 4
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Rekurzids eljiris

Allitds: legyen

Caja, ... a aia,, ]
@y ... a a4,
a\ay ... a4, 4,
K3) My ,= | - e (k + 1) sor,
\_akual"' Te-29k-1% )

(k + 1) oszlop

akkor a fenti M, ,, mitrix (k + 1)edfoki permutici6-
matrix.

Bizonyitds:

Elég azt beldtni, hogy M, ,, Osszes sora kiilonbozd, mert
ebbdl és a permuticiomatrix definiciéjdbol az dllitds
kovetkezik. M,,, soraiban az a,,a,,...,a;,, elemek
egy-egy (k + 1)-edfoki permuticiéja ill, ezek koziil
barmely kettd csak akkor lehet azonos, ha az &sszes
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poziciéjukon azonos elem dll. Két ilyen sora azonban
nem lehet M, -nek, mert az a;,, elem mindegyik
sorban mds helyen szerepel, hiszen M, ,, mellékitléjdban
helyezkedik el az osszes a,,, elem. Ezzel az dllitdst
belittuk.

Megjegyzések:

[m1]

A (K3)-ban szerepld mitrix sorait, mint aza,,a,, ...,
a, ., elemek permutécidit tekintve, észreveheté, hogy az
egymds alatti sorok csak egy elemi transzpoziciéban
témek el.

A (K3)-beli mdtrixban az a,,, elemek oszlopsorszdma és
a megfelelé sor sorszima kozott egy-egyértelmii megfe-
leltetés létesithets. Ugyanis, ha egy adott a,,, elem az
s-edik sor és az i-edik oszlop metszésében szerepel, akkor
fenndll a kovetkezd osszefiiggés:

(K4) s+i=k+2

Igy az Gsszes n-edfoku permuticio elgallitdsira nyertink
egy rekurzios eljarist, melyet az aldbbi oOsszefiiggések
irnak le:

(K5) M, =[1]
(K6) M, , =[aa,...a, ], ahola,,a,,...
szerint értelmezett.

. a,_,a,), ahol a, az (n —1)! darab
n-esbél llé oszlop.

(K?) M:i-l = [alaz . &

a1y ...48,.,8, 14,
ﬂlaz e a"_zanan_l

KM= il T

. e . - L]

apdy .- -8y 38p.2%.

Példaként nézzilk meg az Hsszes negyedfokii permuticié
eloallitdsat a fenti eljdradssal.

M, =[1] M\=[12]

121, 1l [31 . _[2
Mz—[zl]ltta,—{z} a;—{3} az—-{l}
- =

) 123
My =lmaa]= ;73]
[123]
tiagiey 213
M_I= a,da;a,| = ;g%
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lttblr"z b2= 3Pb3= l'b'l: 4

3 1 2 4

_3-J 2] 1] 4

132

A, , a(K1)

1
d

1234

2134

’ 1324
M3=[b|bzb3b4]= 2 314
3124

3214

r
L

L
J

B bhPE LR WWR==—WWR =N WWK =

byb,bsb,
_ |bybabsbs
Ms = | by babyby
baby by b,

E

Nt W e R = W= oAb bbhbh—=o=NDWW
—_— = N WWER=E DWW D= RO WWE AR LRDL

WD = = b bbb P =—d = W W=

r
1

Az M, mitrix egy negyedfoki permutdciémétrix, mely-
ben tehdt szerepel az Osszes negyedfokd permuticié
(soronként egy). Az eljirist ebben az esetben is jol
szemlélteti az el6z0 részben alkalmazott blokkos dbra,
melyen az eljiris szerkezete j6l megfigyelhetd (ldsd
1. dbra).

A fenti (K5), (K6), (K7), (K8)-ban leirt eljirds igen
egyszerlien Kkivitelezhetd szdmitogépen, mivel minden
rekurziés lépésben csak az n (mint elem) egy elemi
transzpozicidjinak végrehajtisit kivinja meg. Igy n'—1
rekurzi6s lépésben el6éll az osszes n-edfoki permuticié.
Mivel ennél kevesebb 1é pésben az Hsszes n-edfoki permu-
ticiot nem lehet elGdllitani, ez az eljdrds igen gyorsnak
mondhaté.

Egy-egyértelm(i megfeleltetés az dsszes n-edfoki
permuticié és az elsé n! természetes szdm kozott

Az megjegyzésben leirt (K4) osszefiiggés segitségé-
vel rendkiviil egyszeriien torténhet a fenti megfeleltetés.
Minden n-edfoku permuticiéhoz egy 1 <m <n! termé-
szetes szdmot rendeliink.

(A megfeleld jeloléseket dtvessziik az I. részbil) Az m

n
szdm elodllitdsaazm— 1= Lz b,[(i — 1)!] alakban tor-

&
ténik. (Ldsd I. rész (22) osszefiiggés.) A megfeleltetéshez
az n—1 elemi b; sorozat meghatarozisa sziikséges.

Az megjegyzésbil kovetkezik, hogy egy n-edfoki
permuticié minden egyes elemének i oszlopsorszimédhoz



egyértelmien tartozik egy (K4) szerint meghataroznato s
természetes szam.

Rendeljiik egy adott n-edfoki permuticiéhoz azt a b,
sorozatot, amely tgy ill elS, hogy

(K9) b;=s5-1

ahol az s szimot mindig az aktudlis M, permutdciémat-
rix bl olvassuk le.

Ezzel elértiik, hogy egy n -edfoki permuticiéhoz csupdn
elemei oszlopsorszdmdnak meghatdrozdsdval hozzaren-
delhetiink egyértelmiien egy m természetes szimot, mely
rendelkezik a fenti tulajdonsdggal.

Példaként a I1 = 2431 permuticiéhoz rendeljik hozzi a
megfeleld m szimot a fenti eljdrdssal.

(Az eredményt az 1. 4brdn ellendrizhetjiik.)

1. lépés: (bs meghatirozésa)

n= 2431

+
oszlopsorszdm: i =2 _ _ _

kg1 =5 = §=5-2=3=b,=2

2. lépés: (b; meghatdrozdsa)
= 231

{
oszlopsorszam: | =2
EOPRREIL 5 g = =2= 2 aby =l
3. lépés: (b, meghatdrozdsa)
=21

+

oszlopsorszam: i =1
SZLOPS! a"’:-‘-é _3 =s=3_1:2:b2=1

4. lépés: (szummézds)
m—1=by+3'+b,+2'+b, 1=
=2+3'+1-2+4+1-11=15.

Tehit 11 permutaciéhoz rendelt m = 16.

1. dbra

Az eljéras szerkezete n=4 esetén
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input: Permuticio, N

'

Az N szam oszlopsorszamanak

> meghatirozésa a permuticiéban
Balra tomorités
nem
2. ibra

ay | a2 |---|" 3y | 3s2] e | 202|301

3. ibra r oszlopsorszam meghatédrozott elem

Adott m termésetes szamhoz a fenti eljaras forditott
. végrehajtisival egyértelmlien rendelhetiink egy permutd-

ci6t, hiszen az l.rész B 1 pontjdban bizonyitast
nyert, hogy a (22) felbontis egy-egyértelmii, ebbdl pedig
az M2 megjegyzésben ismertetett egy-egyértelmii
megfeleltetés miatt egyértelmien meghatdrozhaté az
egyes elemek helye a permutdciéban.

A fenti megfeleltetés szamitogépes kivitelezése igen
egyseerii, hiszen n rekeszben dbrazolunk egy n-edfoku
permuticiot, és a rekeszek sorszama jelenti a benniik
elhelyezett elem oszlopsorszamit. Ekkor a megfeleltetés
egy (n—1)-szer lefuté ciklusban megoldhatd, ahol minden
lefutds két 1 pést tartalmaz (lasd 2. dbra).

Az elsé 1épés, az oszlopsorszim-meghatdrozds, egyetlen
logikai dontés maximum (n—1)-szeri megismétlésébdl all.
A mésodik 16pés, a tomorités, a meghatirozott elemtdl
jobbra levé elemek egy hellyel balra toldsat jelenti
(3. dbra).

{Tudomdnyos, miiszaki alkalmazdsok rovat)
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