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Abstract. [1]-ben bevezettik a ,komplementer primszita’-t (ritége: C.P.S.), amely
szlikséges és elegéntkltételt ad a 3-nal nagyobb, 6k-1 és 6k+1 alalgszitett szamok
elgallitasara. Jelen dolgozatban a C.P.S. alkalmazak@adunk bizonyitast S.W.Golomb
ikerprimek szaméra vonatkoz6 [3]-beli tételére, ansgintén a C.P.S.-re alapozva levezetiink
egy kozeli formulat az ikerprimek T(N) szamara, az 1-N wvadiumban.

1. Szukséges és elegahteltétel az "ikerprim tétel"-hez

1. Tetel
3<p <q ikerprim par akkor és csak akkor,fwbk-1 ésq=6k+1 alaku primekk=1,2,3,...)

Bizonyitas:
Az [1]-beli 1. tétel alapjan (,minden 3-nal nagyobb madm 6k+1 vagy 6k-1 alaki”) csak
két eset lehetséges.

(1) p=6k-1 = g=p+2=6k+1
(2) p=6k+1 = g=p+2=6k+3=3(2k+1) ez viszont nem prim.

Tehat csak az (1) eset lehetséges. A masiidieda bizonyitas trivialis.
Q.E.D.

Kbvetkezmény:Ha p, q ikerprim pér, akkor
(3) pq = (6k-1)(6k+1)=36k-1

Ebbsl adddik az alabbi 2.tétel:

2. Tetel
(36K-1)-nek akkor és csak akkor van pontosan két primtésigeha 6k-1 és 6k+1 ikerprimek.

Bizonyitas:
Ha (36kK-1)-nek pontosan két primtény&e van, (3) szerint ezek csak6k-1 és 6k+1 szamok
lehetnek. Tehéat ezek ikerprimek.
Ha 6k-1 és 6k+1 ikerprimek, akkor szintén (3) szerinB6K-1)-nek nem lehet tobb
primtényedje.

Q.E.D.



A 2. tétel alapjan az ikerprimek szamara vonatkalabbi tétel fogalmazhaté meg:

Akkor és csak akkor van véges szamu ikerprim, kezikk K természetes szam, amelyre
teliestl, hogy mindek>K esetén (36K-1)-nek legaldbb harom primtényge van. Ez
pontosan akkor teljesul, hék-1 és 6k+1 kozil legaldbb az egyik Osszetett szadm. Ami
viszont az [1]-beli 2. tétel (,komplementer primszita”)alapjan, akkor és csak akkor
lehetséges, h& az alabbi alakok valamelyikében irhaté:

4) k=6uv+u+v , vagy k=6uv-u-v, vagy k=6uv-ut+v vagy , k=6uv+u-v

Ezzel bizonyitast nyert alabbi tétellink:

3. Tétel

Akkor és csak akkor van véges szamu ikerprim, hdeziléK természetes
szam, hogy mindekK eseténteljesil, hogy k a (4) alakok valamelyikeként irhato.

Ez tehat azt jelenti, hogyéges szamutdl eltekintve minddn ilyen

igy a 3. tétellel ekvivalens S.W.Golomb altal -[8n feladatként kozolt alabbi tételét is
bebizonyitottuk:

~AKkkor és csak akkor van végtelen sok ikerprimyia végtelen sok olyan egész szam, amely
nem allithat6é ef a (4) alakok egyikében sem.”

2. Az ikerprimek szadmanak becslése azl{N) intervallumban

Rendezzik az 1. tabla szerint 6k-1 és 6k+1 alaki szamokat, ahd végigfut a
természetes szamokon. Kénnyen belathato, hogy. &bla tartalmazza a masodik oszlopban
az 0sszesk-1alaku, mig a harmadik oszlopban az 6ssilesl alaku természetes szamokat,
igy az 9sszes primszamokadt i& fenti 1. tétel szerint tehat az 6sszes ikémpk az 1. tabla
azon soraiban vannak, amelyekben a 2. és 3. osmloigbprimszam van. A 3. tétel allitasa
tehat azt jelenti, hogy az 1. tablabarKadik sor utani sorokban legfeljebb az egyik szam

lehet prim, azazmindenk>K sorindex a (4) alakok valamelyikében irhato.

Most megmutatjuk, hogy az 1. tablaban vannakksamelyekben biztosan nincs ikerprim.
Ehhez megvizsgaljuk &=5r, k=5r+1, k=5r+2, k=5r+3, k=5r+4 eseteketrE0,1,2,3,..),
amely esetek nyilvanvaléanséllitjiak az 6sszesk sorindexet.

! Az allitas kévetkezik abbol a tétélbhogy"Minden primszam 6k-1, vagy 6k+1 alak({(lasd[1] )



1. Téabla

1 5 7| | Iker prim

2 11 13| |lker prim

3 17 19| | Iker prim

4 23 25| | (6x1-1)(6x1-1)=5x5=25 1 1

5 29 31| |lker prim

6 35 37| | (6x1-1)(6x1+1)=5x7=35 1 1

7 41 43| | Iker prim

8 47 49| | (6x1+1)(6x1+1)=7x7=49 1 1

9 53 55| | (6x1-1)(6x2-1)=5x11=55 1 2
10 59 61| |lker prim
11 65 67| | (6x1-1)(6x2+1)=5x13=65 1 2
12 71 73| |Iker prim
13 77 79| | (6x1+1)(6x2-1)=7x11=77 1 2
14 83 85| | (6x1-1)(6x3-1)=5x17=85 1 3
15 89 91| | (6x1+1)(6x2+1)=7x13=91 1 2
16 95 97| | (6x1-1)(6x3+1)=5x19=95 1 3
17 101 103| |lker prim
18 107 109| |Iker prim
19 113 115| | (6x1-1)(6x4-1)=5x23=115 1 4
20 119]  121] |(6x2-1)(6x2-1)=11x11=121 2 2
21 125 127| | (6x1-1)(6x4+1)=5x25=125 1 4
22 131 133| |(6x1+1)(6x3+1)=7x19=133 1 3
23 137 139| |Iker prim
24 143 145| | (6x1-1)(6x5-1)=5x29=145 1 5
25 149 151| |Iker prim
26 155 157| | (6x1-1)(6x5+1)=5x31=155 1 5
27 161]  163| |(6x1+1)(6x4-1)=7x23=161 1 4
28 167 169| |(6x2+1)(6x2+1)=13x13=169 2 2
29 173] 175 |(6x1+1)(6x4+1)=7x25=175 1 4

30 179 181| |Iker prim

K§ 6K-1] 6K+1

-Ha k=5r (r=1,2,3,...) akkor 6k-1=30r-1 és 6k+1=30r+1
Ez a két sorozat tartalmazza az 1.tabla mindédilosorat, ahol példaul a kovetkében
ikerprim van (lasd 1. tabla)r=1,2,5,6,..., azazk=5, 10, 25, 30, ...

-Ha k=5r+1 (r=1,2,3,...), akkor 6k-1=30r+5=5(6r+1) ami nem prim, iggzek a sorok
biztosan nem tartalmaznak ikerprinfiétsd pl. az 1. tabl&=6, 11, 16, 21, ...sorait)

-Ha k=5r+2 (r=0,1,2,3,...) akkor 6k-1=30r+11 és 6k+1=30r+13
Ez a két sorozat szintén végigfut az 1. tablamasodiktol kezédé minden 6tédik soran,
ahol példaul a kovetkékben ikerprim van (lasd pl. az 1. tatta2, 7,12, 17, 32, .sorait)



-Ha k=5r+3 (r=0,1,2,3,...) akkor 6k-1=30r+17 és 6k+1=30r+19
Ez a két sorozat szintén veégigfut az 1.tablazaimmhadiktdl kez€dé minden 6t6dik soran,
ahol példaul a kovetkékben ikerprim van (lasd pl. az 1. tatha3, 18, 23, 33, .sorait)

-Ha k=5r+4 (r=0,1,2,3,...) akkor 6k-1=30r+23 és 6k+1=30r+25=5(6r+5), ami nem
prim, igyezekben a sorokban biztosan nincs ikerprim

A fentiek alapjan tehat az 1. tabke5r+1, illetve k=5r+4 soraiban(k=4,6,9,11,14,16,...)
biztosan nincs ikerprim, tehat

(5) az osszes ikerprimetkabr, k=5r+2, k=5r+3 (k=0,1,2,3,...) sorok tartalmazzak.

Innen adddik alN-nél kisebb ikerprimek szamara (jeléN)) egy fel$ korlat:

Az 1. tabla sorainalk, szamaN-ig ugyanis 6k, +1<N =k, = [NT_l} = {%}

Az elozé levezetés szerint ezeknek a soroknak Iegfeljeb%-éd részében lehet ikerprim,

igy kapjuk, hogy
N1B [N
roo<[ 23]

Vizsgaljuk rendre az (5) alakiu sorokat ,aomplementer primszita tétel’fényében.
Azaz az (5) sorokban biztosan nincs ikerprim, laak sorindex a (4) alakok
valamelyikeként irhat6. Mivel a (4) 6sszefliggésekre szimmetrikusak, igy az altalanosség
csorbitasa nélkil vizsgalhatjuk az=constansesetet.

(7) u=1 és k=5r= 6uv+u+v = k=7v+1 mindig teljesil, hav=5a+2, azazk=35a+15
(8) U=1 és k=5r= 6uv-u-v = k=5v-1 azaz5r=5v-1, amisosem teljesl

(9) u=1 és k=5r= 6uv+u-v = k=5v+1 azaz5r=5v+1, amisosem teljesl

(10) u=1 és k=5r= 6uv-u+v = k=7v-1 mindig teljesul, hav=5a+3, azazk=35a+20

(11) u=1 és k=5r+2= 6uv+u+v = k=7v+1 mindig teljesul, ha=5a+3, azazk=35a+22
(12) u=1 és k=5r+2= 6uv-u-v = k=5v-1 azaz5r=5v-3, amisosem teljesl
(13) u=1 és k=5r+2= 6uv+u-v = k=5v+1 azaz 5r=5v-1, amisosem teljesul
(14) u=1 és k=5r+2= 6uv-u+v = k=7v-1 mindig teljesiil, ha=5a+4, azazk=35a+27

(15) u=1 és k=5r+3= 6uv+u+v = k=7v+1 mindig teljesil, ha=5a+1, azaz k=35a+8
(16) u=1 és k=5r+3= 6uv-u-v = k=5v-1 azaz5r=5v-4, amisosem teljesl
(17) u=1 és k=5r+3= 6uv+u-v = k=5v+1 azaz5r=5v-2, amisosem teljesl
(18) u=1 és k=5r+3= 6uv-u+v = k=7v-1 mindig teljesiil, ha=5a+2, azaz k=35a+13



A (7), (10), (11), (14), (15), (18) levezetésekkovetkezik, hogy az ikerprimeket tartalmazo

(5) sorok %-bd részében biztos nincs ikerprim, igy a (6)midét pontosithatjuk:
woos[ifo-2)-22]
10 35/ 35[10

Az u=2 eset mar elvezet az altalanos formulahoz.

(20) U=2 és k=5r= 6uv+u+v = k=13v+2 mindig teljesil, hav=5a+1, azazk=65a+15
(21) U=2 és k=5r= 6uv-u-v = k=11v-2 mindig teljesul, hav=5a+2, azaz k=55a+20
(22) u=2 és k=5r= 6uv+u-v = k=11v+2 mindig teljesil, hav=5a+3, azaz k=55a+35
(23) U=2 és k=5r= 6uv-u+v = k=13v-2 mindig teljesiil, hav=5a+4, azazk=65a+50

(24) u=2 és k=5r+2= 6uv+u+v => k=13v+2 mindig teljesiil, ha=5a, azaz k=65a+2
(25) u=2 és k=5r+2= 6uv-u-v = k=11v-2 mindig teljesil, hav=5a+4, azazk=55a+42
(26) U=2 és k=5r+2= 6uv+u-v=>k=11v+2 mindig teljesul, hav=5a, azazk=55a+2
(27) u=2 és k=5r+2= 6uv-u+v =>k=13v-2 mindig teljesiil, hav=5a+3, azazk=65a+37

(28) U=2 és k=5r+3= 6uv+u+v =>k=13v+2 mindig teljesiilha v=5a+2, azazk=65a+28
(29) U=2 és k=5r+3= 6uv-u-v = k=11v-2 mindig teljesiil, hav=5a, azazk=55a-2

(30) U=2 és k=5r+3= 6uv+u-v => k=11v+2 mindig teljesil, hav=5a+1, azazk=55a+13
(31) u=2 és k=5r+3= 6uv-u+v = k=13v-2 mindig teljesiil, hav=5a, azazk=65a-2

A (20)-(31) 0Osszefuggések azt mutatjak, hogyyps sortdl kezédéen (ezek a keZidorok
mind kulonbd#k) minden 55-ik és 65-ik sorban biztosan ninespkim.
Azaz a (19) szerint még potencialisan ikerprimeteatalmazo sorok5£5 +é-6d része

kiesik. Belathato, hogy altalanossagban igaz barmel, hogy a potencialisan ikerprimeket
tartalmazo sorol€,-ad részében nincs ikerprim, ahol

5{6u+1 6u-1

A ,komplementer primszita'mddszernél megmutattuk, hogy hbig akarjuk eballitani a

N

i
primszamokat, akkor am értéket 1-t6l [ 6 ]-ig kell végigfuttatni. Tehat (32)dbkapjuk,
hogy1-t4l N-ig azoknak a soroknak a szama, amelyben nincpriker

6 [g} 611 [g} 1 1
(33) 3257507 L et et



A komplementer primszita” médszernél kifejtettek miatt azonban, az 06sszes
u,v parok m(N) multiplicitassal allitjak eb a k értékeketK(N) Iépésben, igy az
ikerprimeket nem tartalmazé sorok aranya (j8I&) az alabbi 6sszefliggés szerint alakul:

[ 5
(34) S(N)~(1—Wj =" Z;s

Ebbsl és (19)-B1 T(N)re az aldbbi becslés adadik :

@ Toos[gle-soor=[g)a-[-ROR S 3 (G ey

A (35) becslést alig torzitja, ha a (36) kd&sli hasznaljuk:

o 0 W R
(36) UZ(M 6u- J i 23 mal

Felhasznaljuk az alabbi kozelitést (lasd [2] @)l
(37) 1+logn= Z Y log(n+1)

u=t U

o 1

A tovabbiakban a két oldal kozépértékét hasznaljfak: kozelit értékekeént:

1 1+logn+log(n+1) 1+logn(n+1
(38) > 9 ; gn+1) _ 92( )
u=1

A (38) Osszefliggést alkalmazva (36)-ra:

W |1+i0g NS NIVN L og VBN,
1 L8011 6 6 36
(39) =0y == -1|=

3 Zu 2 6

oy m(N) multiplicitasi szam direkt képlettel tért€meghatarozéasa jelenlegitott probléma



A (39) kozelid értéket (35)-be helyettesitve kapjuk:

Iog(l\H;ij—l
T(N)={%} 1—(1——[2('\')}? 1, -
(N) /5| 7 6

(40)

-[ﬂ} 1-[1-M(N) log(N +6/N) _1+7Iog36
10 K(N) 5 35

0.7452752

(41)  log(N +6VN) =log/N (/N +6) = '092N +log(v'N +6) 0 ¥FT = logN

A (41) o6sszefuggést (40)-be behelyettesitve:

T(N) = {%} [El— (1—@]('()& - 0.7452752JJ =
NN 5

= [ﬂ} 17452752~ 129N | M(N) ('Og N _ o.7452752j
10 5 KN 5

(42)

Osszehasonlitasként  kozoljiuk Hardy és Littlewooklerprimek szamara vonatkozd
eredményét (lasd [4]), amely szerint, haermészetes szam, akkor &l x-ig elsforduld
ikerprimek szama:

X 1
41 T(X)=C hol C=2[1|1- =1.32032..
4D ) EE(Iogx)zj ane B( (p—l)zj

ahol p>2 a 2-nél nagyobb primszamokat jelentiig.

Az aldbbi 2. tabla 6sszehasonlité adatokat mutatal ikerprimek szamanak valddi
és fentiekben bemutatott kozélértékeire. Az ikerprimek valodi szamat 1 - NRJ (N)el
jeloljuk.

A (41) eredmény tovabbi javitdsait Lovas JOozsefrsdges kozlése alapjan mutatjdk be a
(42)-(44) osszefugések, amelyekhez tartozo értékskartalmazza a 3. tablazat.
A 2. és 3. tdbldzatban szer@pT(N)értékek [9]-ben megtaldlhatok.

42 M1(x)=C ;] hol C=2 (1— 1 j=1.32032..
“2) ¥ [E«Inx)—l)z ane oo

1
(p-1?

(43) M2(x) = C X _| ahol C= 2|‘! (1—
15 p)

((In x)—l—j
In x

] =1.32032..



(44)

2. Tabla

M3(x)=C

X ahol C=2|_![1— ! 2j:1.32032..
(nx)-1- 15 _ 55 pa\ (P-D)
Inx (Inx)?

1.0E+003 .-02157 35 35 1
2.0E+003 .10311 61 61 1
3.0E+003 .14719 81 81 1
4.0E+003 .18722 103 103 1
5.0E+003 .21933 126 126 1
1.0E+004 .27516 205 205 1
5.0E+004 .39450 705 705 1
1.0E+005 .43646 1.224 1.224 1
5.0E+005 .51644 4.564 4.565 1
8.0E+005 .53607 6.76¢ 6.766 1
1.0E+006 .54490 8.169 8.169 1
2.0E+006 .57075 14.871 14.869) .99986
3.0E+006 .58426 20.933 20.928| .99976
4.0E+006 .59354 26.861 26.856| .99981
5.0E+006 .60034 32.464 32.455] .99972
8.0E+006 .61407 48.619 48.605 .99971
1.0E+007 .62030 58.980 58.973| .99988
2.0E+007 .63840 107.407 107.405 .99998
3.0E+007] .648253 152.891 152.890 .99999
4.0E+007] .654953 196.758 196.750| .99998
5.0E+007 .659964 239.101 239.102 1.00000
8.0E+007 .670096 361.450 361.449 .99999
1.0E+008 .6747145 440.31p 440.311 .99999
2.0E+008 .6882747 813.371 813.368 .99999
3.0E+008 .6957125 1.166.480 1.166.479 .99999
4.0E+008 .7007864 1.507.733 1.507.728 .99999
5.0E+008 .7046087 1.840.170 1.840.162 .99999
8.0E+008 .7123583 2.802.751 2.802.737 .99999
1.0E+009 .7159024 3.424.506 3.424.487 .99999
2.0E+009 .7263827 6.388.041 6.387.993 .99999
5.0E+009 .7391307 14.618.166 14.618.03Q .99999
5.0E+010 .7665543 118.903.682  118.904.205 1.00000
1.0E+011].7737398 224.376.048  224.376.574 1.00000
5.0E+011] .7888384 986.222.314  986.229.575 1.00000
1.0E+015 .8396380 1.177209E+12 1.177236E+12 1.00002
1.0E+030 .9237084 2.850792E+26 2.850832E+26¢ 1.00001
1.0E+100 .977933621 2.512202E+95 2.512182E+9% .99999
1.0E+150 .985367255| 1.113259E+1451.112067E+14% .99993
1.0E+200 .989054751| 6.252928E+1946.253517E+194 1.00001




3. Tabla
M2(x) § M3(x)
RT(N RT(N
1.0E+004 205 1 759  .95544| 99450 1.01072
5.0E+004 705 1 .800| 97108  .99909] 1.0088§
1.0E+005 1.224 1 814] 97600, 1.0006| 1.0087Q
5.0E+005 4.565 1 .840| 98409 1.0029] 1.00827
1.0E+006 8.169 1 847| 98410, 1.0009] 1.00554
2.0E+006 14.871  .99986 844]  97307] .98814] .99200
5.0E+006 32.464] 99972 855 97731 .99062] .99382
1.0E+007 58.980]  .99988 862] .97944] 99161 .99441
5.0E+007 239.101] 1.00000 879] 98674 99680 .99890
1.0E+008 440.3120 99999 .884| 98807 99737 .99924
2.0E+008 813.371] .99999 889  .08946] .99809] .99976
5.0E+008 1.840.174  .99999 894] 99062 .99846] .99991
1.0E+009 3424506  .99999 .898|  .99111] 99843 99973
2.0E+009 6.388.041  .99999 901| 99170, .99854] 99972
5.0E+009 14.618.166  .99999 905| 99235  .99863] .99966
5.0E+010 118.903.682 1.00000 915 99387 .99901] .99978
1.0E+011 224.376.048 1.00000 917| 99420, .99906| .99976
5.0E+011 986.222.314  .99998 922| 99496 .99924] 99983
1.0E+015 1.177209E+12  .99997 940/ 99708  .99967] .99994
1.0E+030 2.850792E+26  1.00001 971| 99932 .99996]  .99999
1.0E+100 2.512202E+9%  .99620 991| 99994 99999 99999
1.0E+150 1.113259E+14%  .96517 994] 99997 99999  .99999
1.0E+200 6.252028E+194  .92558 996| 99998  .99999]  .99999

A fentiek alapjarmegfogalmazzuk a kévetk&ézejtést:

SEJTES

A primszamok szamanak/log(N) kozelitési hibaja (eltérése a valod{N) eértékbl)
-korllbelll” megegyezik az ikerprimek szamauvslig. Az eltérés hibajat mutatja a (7)
oszlop!

Tehat

0g(N) tulajdonképpen a primszamok ikerprimek nélkili szananak

becsléseN-ig (lasd 4. tablazat).
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4. Tabla

Utolsé Primek Ikerprimek n(N)-

prim szama szama N/log(N)
N-ig N-ig N-ig = ((5)-(6))/(3)

n(N) IP(N) (3)-(4)

(7)

1.000 997 168 144 36 22 8%
100.000  99.991 9.592 8.685 1.248 907 3.6%
1.000.000  999.983 78.498 72.382 8.126 6.116 2.6%
2.000.000 1.999.993  148.933  137.848  14.976 11.085 2.6%
3.000.00Q0 2.999.999  216.818 201.151  21.046 15.667 2.5%
5.000.000 4.999.999 348515  324.150  32.580 24.365 2.4%
8.000.000 7.999.993 539.779  503.304  48.780 36.475 2.3%
106° 5.761.455 5.428.681 440.312 332.774 1.9%
10'° 455.052.512434.294.48227.412.679 20.758.03( 1.5%

A 2014-ben megjelent[10] dolgozat fordulatot hozott az ikerprimek
elméletében, mivel bebizonyitottait @ltalanositotta az ikerprim sejtést, vagyis
bizonyitott tétel lett, hogy végtelen sok ikerpriétezik Ezen eredmények jo
Osszefoglalasa taladlhatd gb] angol nyeli és a [6] magyar nyelv
dolgozatokban.
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