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Primszamok a Fibonacci sorozatban

A tovabbiakban Fibonacci sorozaton az alapsoroZatetl,1,2,3,5,...),Fibonacci szamon az
alapsorozat valamely elemeét értjik. N.N.Vorobjelj-gen bizonyitotta azu, -re vonatkozé
alabbi tételt:

(1) U, =U._u +uu., (n, k természetes szamok)
Az (1) 6sszefuggesbkovetkeznek az alabbi (2), (3), (4) 6sszefluggese

(2) Dn>2 = u2n = un—lun +unun+1 = un (un—l +un+1) =
= UUa FU) S 4(Ua Ut )= W2 =t )i W =

= uzn:u§+1_u§—1:(un+1+un—1)(un+1_un—1)

Példa: n=4, u,=2,u,=5u,=21- 5 -2°=(5+2)(5-2)=21

A (2) levezetés szerint tehat,Fibonacci sorozat minden (kétél nagyobb) paros indek
eleme dsszetett szam.

() Uy TUpny 0o W= U Ut U, U Ut Y gt Yy =
:Un—lq%l + Lﬁ + u1 l'|#+1 :un+1(l+|—1 + l"h) + Lﬁ = u2n+1 = ur?+1 + ur21

Példa: n=4, u, =3, u =5 y=34 - 5+ 3=34

— _ _2 2
(4) Uy = un+(n—D DE:P - U, U, + uu= lirl+ Lgln = l'|2n—1 - un—l + l'In

Példa: n=4, u,=2, y, =3, u=13 - Z+ 3=13



1. Tétel
Ha U, a Fibonacci sorozatik eleme,akkor Uy, oszthat@,-nel (k=1,2,3,...).

Bizonyitas (teljes indukcid):

A tétel k=1 esetén trividlisk=2 esetén érvényes a (2) 6sszefliggés, azaz gtatel
Tegyuk fel, hogyk-ig minden természetes szamra igaz a tétel, azaz

(5) u,, =clu, k>2, c természetes szam)
Vizsgaljuk ak+1 esetet:

u(k+1)n = ukn+n = ukn—l |:un + ukn [un+1 =

(6) = ukn—l m'In +C |]'In mnﬂ = un(ukn—l +C |]'ln+1)

Q.E.D.

Kbdvetkezmeény
A Fibonacci sorozat mindany eleme oszthatds=8-al.

Példa: u, =89 u,=8%199 u, = 2 881980;
u, =89M199 u, = 3431891199 307y, = 2] 89 1899 99DASO;
U, = 2B9C19801 y, = 201891199 99(NI80;

Az 1. tétel altalanositasaként adodik Fibonacci sorozat Osszetett elemeiwvenatkozo
szikséges és elegérehzisztencia tétel:

2. Tétel
Legyen az index primfelbontasa=pip,...p . uq akkor és csak akkor osztojau,-nek, ha

a0{p, P, Po}-
A bizonyitas sziikségessége és elefsége egyarant az 1. téeté@llxdvetkezik.

Kdvetkezmeény:
A 2. tétel jeloléseit hasznalva kapjuk, hagyoszthaté Ikkt(u, ,u, ,...,.u, ) -vel' .

kkt = a legkisebb kdzos tobbszoérds jeldlése. Ezzdbgrtétel talalhato [2]-ben a legnagyobb kézos drsezt



Péelda: n=42 =2[3[7 ekkorn =2 n=3 n=7 n=6 p=14 p=21
u=1 u=2 u=13 y=2 y,=13129 y = 2118421

Kkt (12,13 2,13729 2118 42E °2) I3 29 42% %

Lasd az 1. tdblazatot!

3. Tetel
Ha u, primszam, akkon is primszam.

Bizonyitas:
Ha u, primszam, akkor csak két osztoja varF1 és u, , ekkor a 2. tétel miath 0sszes

osztéjal ésn, azazn primszam.
Q.E.D.

A 3. tétel megforditdsa csak az alabbi megszost&ssényes (lasd 4. tétel).

4. Tétel
Ha n primszam, akkoru, vagy primszam, vagy nincs olyan 2-nél nagyobb tniyedje,
amelyik Fibonacci szam.

Bizonyités:
Tegyuk fel, hogy n primszam ésu, = kly (Kn), ekkor a 2. tétel értelmében i-nek
tobbszordse, ami ellentmondas. Tehat primtényeéi kdzott nincs Fibonacci szam, kivéve,
ha primszam és az egyetlen primtédyepnmaga.

Q.E.D.

5. Tétel
Ha n=6k £1 (k=1,2,3,..) alaku, akkoru, is az, azaz
(7 n=6k+l = y =+1mod 6

Bizonyitas (teljes indukcio):
k=1 eseténu, =5, u, =13 tehat a tétel allitasa teljesul.

Tegyuk fel, hogyk-ra teljesul a tétel. Vizsgaljuk+1-re a 6(k+1)+1 esetet:

(8) Uenis = Ugeeso 0 » U+ Wr U= (Yo 1= Whe ) Ut U P
E%k+1(l'{3 + u7) = g U B 9221[ ) 8l Mo



Az indukcios feltétel szerinu,,,, =+1 mod 6, tehat a (8) levezetés eredményeként kapott
kifejezés mod 6 maradékait az alabbi tablazat foglalja 6ssze:

210 ug.,, - 8[ ug, mod6
3 +1 2 -1 +1

Most vizsgaljuk meg a &¢1)-1 esetet:

(9 Ugeps T Usens 00— WU+ G U= (Yoa™ the) Ut U F

Bea (Uy W) — WU = Yoy W b W=8L0 1y =30 4y
Az indukcios feltétel szerinu, ., =+1 mod 6, tehat a (9) levezetés eredmenyeként kapott
kifejezés mod 6 maradékat az alabbi tablazat foglalja 6ssze:

8l Ug. — 3[ Ug., mod6
2 +1 3 -1 -1

Q.E.D.

Ha az 5. tételt sszevetjuk a primszamokra vozatf8]-ban bizonyitott 1. tétellel, mely
szerint minden primszar6k-1, vagy 6k+1 alakd, akkor az alabbi 6. tételhez jutunk:

6. Tétel
Ha n primszam, akkor, 6k +1 alakad.

Ha a 6.tételt a [3]-ban bizonyitott 2. tétellelo(plementer Primszita tétel) vetjuk 0ssze,
akkor a kovetkez 7.tételhez jutunk:

7. Tétel
Ha n primszam ésu, nem prim, valamint az u, primtényedinek szama, akkor
(10) u, = [](6k =

Figyelembe véve a fenti 4. tételt adodik, hogyl@){ben szerepl 6k, £1 primtényedk
egyike sem Fibonacci szam.

Példak: n=19, u,= 4181=(6- 6+1)(19- 6-1)= 37- 113
n=31,u,= 1346269=(93- 6-1)(403- 6-1)= 557- 2417

Tovabbi példak e dolgozat végén kozolt 1. tableaathlalhatok.



A fenti tételekre alapozva bebizonyitjuk, hagyibonacci alapsorozatban csak véges szamu
primszam tag van.

8. Tetel
Létezik olyanK>1 természetes szam, amelyre teljesil, hogy mingdinindex esetén, az

alap-Fibonacci sorozdtjeiﬂ tagja 0sszetett szam.

Bizonyitas (indirekt):
Tegyuk fel, hogy létezikk>1 természetes szam, amelyre teljestl, hblgyk +x)+1 primszam.
A 3. tétel szerint elegeddazt az esetet vizsgalni, &K + x) +1primszam. Ekkor a 4.

tételldl kdvetkeden két eset lehetséges:
(11) 6(K+X)£1 = Ugy.yw = primszam, ami ellentmond a tétel feltételénaigy

U6(K+X)J_,1 Osszetett szam, amelyiknek nincs 2-nél nagyobimtpriyesje, ami Fibonacci

szam €s ez éppen a jelen tétel allitasaval egyezik.
Q.E.D.

SEJTES: K=8, azaz a legnagyobb Fibonacci primsaass2.971.215.073

> 1<
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1. Tablazat A Fibonacci sorozat 1-72. elemei és ezek prirofeisa

I U; U; [ U; U;
Erimfelbontésa Erimfelbontésa
1 1 38 39.088.169 | 37x113x9349
2 1 39 63.245.98€ | 2x233x135721
prim & 2| | prim 4C 102.334.15% | 3x5x7x11x41x2161
4 3| [prim prim 41 165.580.147 |2789x59369
prim £ 5| |prim (6k-1) 42 267.914.29€¢ | 2°[13[29[211(421
6 8| | 2° prim 4: 433.494.437 | prim (6k-1)
prim 7 13| |prim (6k+1) 44 701.408.737 | 3x43x89x199x307
8 21| | 3x7 45 1.134.903.17( | 2x5x17x61x109441
9 34| | 2x17 46 1.836.311.90] |139x461x28657
1C 55| |5x11 prim 47 2.971.215.07| |prim (6k+1)
prim 11 89| |prim (6k-1) 48 4.807.526.97( | 2°[32[7[23[47[110=
12 144| | 2432 =122 49 7.778.742.04¢ | 13x97x6168709
prim 1% 23%| | prim (6k-1) 50 12.586.269.02! |52[11[101[151[3001
14 377| |13x29 51 20.365.011.074 | 2x1597x6376021
15 610| | 2x5x61 52 32.951.280.099 | 3x233x521x90481
16 987| | 3x7x47 prim 52 53.316.291.17] |953x55945741
prim 17 1.597| | prim (6k+1) 54 86.267.571.27] | 2°[17[19[53[10€[577¢
18 2.584| | 2317119 55 139.583.862.44| | 5x89x661x474541
prim 1¢ 4,181 |37x113 56 225.851.433.71| [3[7%2[13[29[281(1450"
20 6.765| |3x5x11x41 57 365.435.296.16| | 2x37x113x797x54833
21 10.946 |2x13x421 58 591.286.729.87| |59x19489x514229
22 17.711] |89x199 prim 5¢ 956.722.026.04| [353x2710260697
prim 22 28.657| |prim (6k+1) 60| 1.548.008.755.92 |2*[3%[5[11[31[41[61[2521
24 46.368 | 25(3%2[7123 prim 61| 2.504.730.781.96/ |4513x555003497
25 75.025 | 523001 62| 4.052.739.537.88 |557x2417x3010349
26 121.393 | 233x521 63| 6.557.470.319.84 |2x13x17x421x35239681
27 196.418 | 2x17x53x109 64| 10.610.209.857.72 |3x7x47x1087x2207x4481
28 317.811 |3x13x29x281 65| 17.167.680.17.565| |5x233x14736206161
prim 2¢ 514.22¢| |prim (6k-1) 66| 27.777.890.035.28 | 2°[89[19¢[990111980
3C 832.040 | 22 [5[11(31[61 prim 67| 44.945.570.212.85 [269x116849x1429913
prim 31| 1.346.269 |557x2417 68| 72.723.460.248.14 |3x67x1597x3571x63443
32| 2.178.309 | 3x7x47x2207 69|117.669.030.460.9S | 2x137x829x18077x28657
33| 3.524.578 | 2x89x19801 70|/ 190.392.490.709.13 |5x11x13x29x71x911x141961
34| 5.702.887 |1597x3571 prim 71/ 308.061.521.170.12 |6673x46165371073
35| 9.227.465 |5x13x141961 721498.454.011.879.26 | 25[3%[7[17[19[23[107[10368:
36| 14.930.352 | 2* [3°[17[19[107
prim 37| 24.157.817 | 73x149x2221




