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Az alap-Fibonacci sorozat és az altalanositott Filmacci-tipusu sorozat
O0sszefliggései

A tovabbiakbaralap-Fibonacci sorozatomaz alapsorozatot (jele,,=1,1,2,3,5,..), altalanos,
azazFibonacci-tipusu sorozatofjele: a,) olyan Fibonacci sorozatot értiink, amelyben a& els
két tag tetsdleges természetes szam lehet. Definicio szegi.

1. Tetel
Tetsdlegesn>2 egész szam esetagre érvényes az (1) osszefliggés.

(1) a'n = ai [un—z + a'2 [un—l

Bizonyitas (teljes indukcid)

Mivel definicié szerinuy=0 ésu;=1, ezérin=2 esetéra,=a,, azaz a tétel allitasa igaz.
Tegyuk fel, hogy-ig igaz az allitas, ekkar+1-re felirva:

(2) ang = a, + a, Dlﬂ) - 8y T |]'In—z + a, |]'In—l + a,,

Az indukcios feltétel miatt (2)4d kovetkezik:

(3) an+1 = al [un—z + a2 [un—l + al [un—3 + a2 [un—z = al(un—z + un—3) + a2 (un—l + un—z)

Up-1 Uy

Q.E.D.

Példa
a;=111, a,=222, ekkor aza, sorozat: 111, 222, 333, 555, 888, 1443, 2331, 3774
Az (1) dsszefliggés szeriag a kbvetked: us=8, u;=13 = ag=111/8+222113=3774



2. Tétel

Han>2, akkor a Fibonacci-tipusu sorozatra teljesilyhog

(4) a,=a,+).a (n=2)
i=0

Bizonyitas (teljes indukcid)
n=2 esetén az allitas igaz, mivel (4)-be helyettediyguk, hogya, = a, +a, , ami valoban
aza, Fibonacci-tipusu sorozat masodik tagja.

Tegyuk fel, hogyn-1-ig minden természetes szamra teljesil a (4) sllékkor

n-4 n-4
a, =a,, +a,, = [aﬁZaj{aﬁZaj}ZaﬁZZ%+an—s:
j=0 i=0

n-4
®) =2(%+Zaj+%_3 =a,,+8,,+8,,=4,
i=0 —_—
—_— 8n-1
0P a
Q.E.D.

A 2. tétel specidlis eseteként adodik az alap-Fibonsorozatra:
n-2

(6) u, =1+Zui (n22)
i=0

A 2. tétel kdvetkezménye:
Legyenn=m+d (d=0,1,2,3,...)ekkor a 2. tétel alapjan:

m+d- m+d-2

() a, = aﬁZ al+Za+Za-a +Sa
j=m-1 j=m-1
an

3. Tétel
Barmelyn>1 egész szam esetén teljesil a kdveilezzikséges és elegéndllitas:

(8) a1:a‘2 < an :al[un
Bizonyitas
Az (1) 6sszefuggesbadaddik, hogy

(8]
9 Q=a=a,= a:l.(un—z + un—l) =g, W,



A (4) 6sszefliggés alapjan
(10) 0F-a=a0,=a0 = a=a

Q.E.D.

A 3. tétel kdvetkezmeénye:
(8)-bdl kovetkezik, hogy aa, Fibonacci-tipusu sorozat akkor és csak akkor Blapnacci
sorozat, hay=a,=1.

4, Tétel
Haa, ésb, Fibonacci-tipusu sorozat, akkoc#a,+b, 6sszeg sorozat is Fibonacci-tipusu.

Bizonyitas
@

(11) Cn = an + bn :al Ijl'In—2 + a2 Ij]Jn—l + b1 IjI‘In—z + b2 Ijl'In—l =
(al +b1)un—2 +(a2 +b2)un—1 = Cl = al +bl CZ = aZ +b2

Q.E.D.
Példa

a=2,2, 4, 6,10, 16, 26,

be=2, 4, 6, 10, 16, 26, 42,

n=708_c,=@2+2u, +(2+4)u, =

c= 4, 6,10, 16, 26, 448, ... és valdban, ha pl.
=4[5+6[8 =68

5. Tétel

Tetsdleges N természetes szamhoz létezik Fibonacci-tipust agramelyneknegyedik
eleme éppeN, azaza,;=N.

Bizonyitas
Han=4, akkor (1) alapjan kapjuk:

(12) N=a,=a,+a,l,=a 0+a,2=a +23,

HaN paros, akkor
(13) N=2k =2k=a +2a, (k=1,2,3,..)

ami mindig teljesul, ha
(14) 2<a, < N -2 paros szam éa, = N%ai



HaN paratlan, akkor

(15) N=2k+1 =2k+1=a +2a, (k=1,2,3,...)
ami mindig teljesul, ha
(16) 1<a, < N -1 paratlan szam és, = N%

Q.E.D.

A (14) és (16) osszefuggesekimdodik, hogy barmel\-hez {%} -féle ai, a, par, azaza,

Fibonacci-tipusu sorozat létezik. Az 5. tétel szdtatésére néhany példat mutat be az 1.
tablazat, lasd pl. a tablazat 1.-15. sorait.

6. Tétel

Tetsdleges N>4 természetes szamhoz létezik Fibonacci-tipusu agramelynekn-edik
eleme éppeN, azaz

a7) a=N és n4

Bizonyitas (teljes indukcio)

Az 5. tételben bizonyitottuk a 6. tétel allithsat esetén.

Tegylk fel, hogyn>4 természetes szam @g Fibonacci-tipusu sorozat, ésg igaz a tétel,
vagyis minderN=>4 természetes szam eseten teljesil (17). Vizsgaljuika esetet:

Az indukcids feltétel miatt, barmeN;=>4 természetes szamra

(18) (B, =N, és a_,=N-N,

A Fibonacci-tipusu sorozat definicidja szerint

(19) a,=a, +a,_ Ot a,=N,+N-N, =N
Q.E.D.

A 6. tétel szemléltetésére lasd az 1. tablazatot.



1. Tablazat
svtn| N 8
d|dp 83| Q4| d5| Ae| Q7| Ag| Q9| Ayo| 1| Qyp| 3| 4| Ais
1.
dlap- 3l 1| 1| 2| 3| 5| 8| 13| 21| 34| 55| 89| 144| 23z| 377| 61C
Soroza
2. 4] 0| 2| 2 4| 6| 10| 16| 26| 42| 68| 110| 178| 288| 466| 754
3. 4] 2| 1| 3 4| 7| 11| 18| 29| 47| 76| 123| 199| 322 521| 843
4, 5I 11 2| 3 5| 8| 13| 21| 34| 55| 89| 144| 233| 377| 610| 987
5. 5l 3| 1| 4| 5| 9| 14| 23| 37| 60| 97| 157| 254| 411| 665| 1076
6. 6l ol 3| 3| 6| 9| 15| 24| 39| 63| 102| 165| 267| 432| 699| 1131
7. 6l 2| 2| 4 6| 10| 16| 26| 42| 68| 110| 178| 288| 466| 754| 1220
8. 6| 4| 1| 5 6| 11| 17| 28| 45| 73| 118| 191| 309| 500/ 809| 1309
9. 70 1] 3| 4 7| 11| 18| 29| 47| 76| 123| 199| 322| 521| 843| 1364
10. 71 3| 2| 5| 7| 12| 19| 31| 50| 81| 131| 212| 343| 555/ 898| 1453
11. 7l 5| 1| 6| 7| 13| 20| 33| 53| 86| 139| 225| 364| 589| 953| 1542
12. 8l of 4| 4 8| 12| 20| 32| 52| 84| 136| 220| 356| 576| 932| 1508
13. 8l 2| 3| 5 8| 13| 21| 34| 55| 89| 144| 233| 377| 610| 987| 1597
14. 8l 4| 2| 6| 8| 14| 22| 36| 58| 94| 152| 246| 398| 644| 1042| 1686
15. 8l 6| 1| 7| 8| 15| 23| 38| 61| 99| 160| 259| 419| 678| 1097| 1775
16.] 30| 2|14| 16| 30| 46| 76|122|198| 320| 518| 838|1356|2194| 3550| 5744
17. 31| 1|15|16| 31| 47| 78|125|203| 328| 531| 859|1390|2249| 3639| 5888
18.] 32| 2|15|17| 32| 49| 81|130|211| 341| 552| 893|1445|2338| 3783| 6121
19.] 100] 10| 45| 55| 100| 155|255 410| 665| 1075| 1740| 2815| 4555 7370| 11925| 19295
20. 101) 11| 45| 56| 101|157| 258|415| 673| 1088| 1761| 2849 4610| 7459| 12069| 19528
211 102l 3| 3| 6 9| 15| 24| 39| 63| 102| 165| 267| 432| 699| 1131| 1830
22. 102| 2|50|52|102|154|256|410|666|1076| 1742| 2818| 4560| 7378| 11938| 19316




TetsdlegesN=>4 természetes szdmhoz hatarozzuk meg a maximg@lisndexet, amelyre a 6.
tetel szerint a, =N teljesul. Felhasznaljuk az alap-Fibonacci sorazasmert Binet-

formulat, amely szerint ( ) (1 )
B " - JE)
(20) u, = 75

Vezessik be az egysiibb irasmod kedveéeért a kbvetkgeldleseket:

(21) 1+J5=A 1-5=B

Ekkor (1)-re alkalmazva kapjuk:

An—2 _ Bn—2 Aﬂ—l _ Bﬂ—l Aﬂ—Z _ Bn—2 Aﬂ—l _ Bn—l
22 a, = +a = a /5= +a
( ) n a1 2n—2\/§ 2 2n_1\/g n al 2n—2 2 2n—1
(23) im2 B - (ﬁj
nee Q" 2

Ezt (22)-be helyettesitve:

n-2 _ pn-2 n-1 _ pn-1 n-2 n-1
(24) anvs=at B AT BU nep . 4 B=al] +a2
n al 2n 2 2 2n 1 n al 2 2 2

Ha tehatb,=N, akkorn-re a kdvetkeZ adodik:

n-2 n-1 n-2
sl 3] ol 2] (3] o2

n-2 n-2
(25) :(éj (Mj . M:(ﬁ\j .
2 2 2a, +a,A \ 2
Iog[ 2N/5 j
2a, +a,A
= IOQ(M]:(n—Z)Iog(AJ = e 1AV S
2a, +a,A 2

o)

Az A-ra vonatkozé alsé kozelitést felhasznélva, bariNeitgz meghatarozhat$,.x, azaz a
Fibonacci-tipusu sorozat maximalis inddagja.
4.472N
5 Iog( 2a, +3.236a J
2) 4 2=

26 5= 2236 A=1+5=3236 =
@6) 5 - ¥ log(1.618)

l
>

max

(26)-bdl vildgos, hogy hux akkor maximalis, ha; ésa, minimdlis, azaa;=a,=1, vagyis



[4.472Nj
5236 ro= log(0.854) +logN 40" 0.0685+ logN +23n
27) log(L618) log(1.618) 0.2089
~00685*+logN , 5 1 672+ 10N 51
0.2089 0.2089

Ebbdl kdvetkezik, hogy adofil esetén kiszamithaté a maximalis index, amelyrs&ié vagy
egyenb az aznmax érték, amelyrea, =N.

Az 1. tablazatban kénnyen eltgizheibk az alabbi példak.

Példak
N=5080_ 1672+ 'Oggc ~5018 = n, <5
N=3208 . 1672+ '090382c ~8877 = n, <8

log102

08¢

<

N=1020 P - 1.672+

~11277 = n <11



