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Dénes Tamas matematikus
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A grafelméletben nagy jeletgéggel bir a grafokisisége, azaz az aktualis élek és a
lehetséges maximalis (teljes graf) élszaméanak ardnk gyakorlati alkalmazasok
szempontjabol kitiintetett szerepe van a grafbekimalis teljes részgraf megkeresésének.

A gyakorlatban taldn a legjeléisebb alkalmazds az informéaciés és kommunikacids
(kapcsolat) rendszerek, illetve a szociometriabaesogportkohézié vizsgalata.

A teljes részgrafokkal kapcsolatos problémak meigdda kilonbdz algoritmusokat
dolgoztak ki (lasd pl. [1], [2], [3]), amelyek d&lfdan az uUgynevezett backtrack eljarast
hasznaljak.

Jelen dolgozat 1. fejezetében a grafokisegenek definiciojara alapozva bemutatom, hogy a
graf szogpontszamanak, illetve a szogpontok fokémak valtozdsaval, hogyan valtozik a

,,,,,

amelyek segitségével hatékony algoritmus nyérlaegrafban &y adott $irtisédi, illetve
teljes részgrafok megtalalasara.

A dolgozat 2. fejezetében bevezetem a szodgpont gétaeralt részgraf fogalmat, melynek
segitségével alapvetételek mondhatok ki a grafbeli teljes részgrdémkzésére.

1. Siiritési tétel multigrafokban

1.1. DEFINICIO(multigraf sirisége
A G=(P,E) multigrafban jeldlje ap, OP szdgpont fokszamaf(p), a legnagyobb

multiplicitasu él stlyasna{G) (a tovabbiakban az egysibb snayx jel6lést hasznaljuk), ekkor
aG multigraf s(G) ériiségéna kdvetkedt ertjuk:

P
> f(p)
= TR

Ha bevezetjik P =n jelolést, akkor

> 1(p)
Smaxmmn_l)

* k kx k%

(1.2) S(G) =
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A G=(P,E) multigraf éleinek szamara adodik:

if(p.

(1.3) E==2——= >5,

0(py Py )OE

vagyis a (1.3) 6sszefliggést felhasznalva kapjuk(&) dirtiségre a kovetkét:

21E|

Vilagos, hogy a (1.1)-(1.4) definiciés 0sszeflggbseegyszeii grafokra specialis esetként
adodik azsma=1 eset, hiszen egystegrafokban minden €l multiplicitasa, azaz sdlya

A G gréaf dirisége tehat a graf élszama, és az azonos szogpuntseles graf élszamanak
aranya, a maximalis élsullyal normalva. Azaz mazogpontlel nélkuli graf(ami nem mas,
mint szdgpontok halmaza) lagkisebb #&riiségi, mig azn szégpontiteljes graf grisége
maximalis hiszen ebben mindegyik szégpont minden masikkaké& van kotve (multigraf
esetén, minden él maximalis sullyal). Bbhdddik, hogy az(G) siriiség csald és1 kdzotti

értékeket vehet fel, vagyis
2 max [ n(n - 1)

(1.5) 20 _ <o)< 2 =1,azaz 0<s(G) <1
n(n-1) Smax LN(N—1)

A tovabbiakban a levezetéseket egyszgafokra mutatjuk be, hiszen (1.4) alapjanidiseg
csupan azmnaxnormalo tényedben kilénbozik multigrafok esetén.

Tudjuk, hogy haGs, =(P,E) n szdgpontu fa-graf, akkor élszamdl, igy (1.4) alapjan, csupan
a szogpontszam fliggvényében meghatarozhat6 affacgidisége.

_ 20F _20n-1) _
(1.6) (@) = 1 T =D

Tehat az (1.6) dsszefliggéslegyenesen adodik, hogy a szégpontszam ndveketés@w
grafok dirisége tart a nullahpzagyis minden hataron tul csékken.

L.7) ims(G,) = nmé -0

Vizsgaljuk meg az (1.4) definiciés 0sszefliggés jalgphogy adott {giiseég esetén milyen
szogpontszam, illetve élszam korlatokat kapunk?
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1+ 1+%
(1.8) S(G):ﬁ:”g_n_ﬂzoj n=—S(G)
n(n-1) S(G) 2
(1.9) s0)=2EL  |g-n-DisG)
n(n-1 2

Azaz adotts(G) sirtsédi grafnak maximum az (1.8)-ban levezetett szogpémsz €s
minimum az (1.9)-ben levezetett élszama lehet

A tovabbiakban alapveét jelentbsége lesz azn szégpontu G graf szogpontjaiatlag
fokszamanalkjelolese:y, ), ezért bevezetjik a kovetkeglolést:

> f(p)
(1.10) Vo = F—r -

Ezt a jel6lést felhasznalva a (1.2) definicio sremiG graf siriségére adodik:
(1.11) s(GEYe_

n-1
igy szemléletesen is belathaté az (1.5) editmriség. Hiszery, csak akkor nulla, ha @
graf élek nélkili szégponthalmaz, vagyis a repre&denendszer null-struktara. A maximalis
sirisédi teljes graf esetén viszont minden szdégpontot aitikl-gyel él kot 6ssze, tehat a
fokszamok atlaga éppenl.

* k% %k k% %

A kovetkedkben azt vizsgéljuk, hogy ha@grafbol szdgpontokat, illetve éleket hagyunk el
(vagy adunk hozza), akkor hogyan valtozik iatisége? Megalkothaté-e olyasritési
algoritmus”, amellyel megtalalhatjuk & graf legsiriilbb részgrafjait? Forditott irdnyban, egy
graf vitése (ndvekedése) soran vannak-e olyan torvérigmpek, amelyek aiidiségét
megtartjak?

1.1. TETEL
Legyen G=(P,E) 6sszefigy graf, és p, 0P, valamint G'= (P-{p },E’), ahol - a

halmazkivonast jeldli. Tovabba az eddigi jeldlésskmmegfeleden, Iegyen|P| =n, ekkor
teljesul a (1.12) szikséges és eledgemsbzefliggés:

! Ha példauls(G)=0.5 és|E| =100, akkor (1.8) szerinh = 20, vagyis egy maximum 20 szdgpontd 100 él
graf lesz 0.5 isédi.
Masrészt, ha(G)=0.5ésn=100, akkor (1.9) szerinkE| = 2475, vagyis egy 100 szogpontd minimum 2478 él
gréaf lesz 0.5 & {isédi.



Grafok maximalis siiriisédi részgrafjairol 4
(Algoritmus maximalis teljes részgraf megkeresésé)
Dénes Tamas matematikus

> f(p)

(1.12) s(G)) s(G) = f(p))(-+ P €€

Vagyis aG graf p; szogpontjanak (és termeszetesen a hozza tartdate&)eaz elhagyasaval
keletked G’ graf akkor és csak akkor lesi#rébb, mintG, ha ap; szogpont fokszama kisebb
a G-beli atlag fokszamnal.

Bizonyitas
[if(pi)j—zf(pj) (if(pi)]—zf(pj) S f(p)
(1.13) s(G') == OGN , = El - Yo
(n=-D(n-2) (n=-)(n-2) nn-1) n-1

[if(pi)j—(n—zwe

(1.14) (gf(pi)j—Zf(p,-)Hn—Z)yG = ~F 5 ) f(p) =
5 Moy t(p)

A bizonyitas a masik iranyban hasonléan tortémgk,aizt nem részletezzik.
Q.E.D.

A kovetkedkre nézve kilondsen fontos, hogy az 1.1. tétellibgandolasaként vizsgaljuk az
s(G’)-s(G)diriseg kilbnbséget, igy a kdvetkealapved 6sszefiiggéshez jutunk:

(if(pi)]—Zf(pj) 3 1(p)
(1.15) SGYS(E)= e
ntﬁ(if(pi)]—Zf(pj)]—(n—Z)if(pi)
- n(n-1)(n-2) -
) ;f(pi)j_znmf(pj)_4[|]E|—2an(pj)
- n(n-1)(n-2) "~ n(n-1(n-2)
Tehat
, _ 40E|[-2nX(p))
(1.16) SG)sE)=— T

Az (1.16) egyeréiség jobboldala ado@ graf eseten, akkor lesz maximalis,f{®) minimalis,
vagyis fennall aigiség ndvelésére vonatkozo alabbi 6sszeflggés:
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(1.17) max(s(G) -s(G)) = f(p;)=min(f(p,),...,T(p,))

A fentiek alapjan vilagos, hogy jelésieggel bir aG graf szégponthalmazanak harom
osztalyba sorolasa. Ezek az atlag fokszam alateftf és az atlagos fokszamu szdégpontok
osztélyai. Jeldljuk tehat az atlag fokszamnal Hisdokszadmua szogpontok (melyekre

f(p,)¥s) halmazatP,  -vel, ekkor

(1.18) P, UP
vagy
(1.19) P, =0

Az (1.19) helyzet akkor all & ha aG graf regularis, hiszen ekkatp, OP = f(p,) = y;

1.2. TETEL
Legyen p,, p, U P,,G és (p,p,) J E, valamint

. :@ = DP
(1.20) G =(P-{p}E) es V= 3 = PHhyg

Bizonyitas

n
=gl - _2|E|_2f(p1)_ n _Zf(pl)_nyG_Zf(pl)
|E1|_|E| ) = v= n-1 - n-1 - n-1

nys _ZVG — (n—2)yG
n-1 n-1

>VG_V

Mivel p, 0B, = f(p)(ve =1

Vo
n-1

_(n_f)ly(; >VG -y =

= Ve

Azonbany, maximalis értéke-1 lehet, ez is csak akkor, Kateljes graf, igy

(1.21) Yo 1 = y-ya
n-1

AzonbanGs-ben ap, szogpont fokszamara teljesil, hogy
(1.22) f(p,)'=f(p,)-1

Az (1.21) dsszefiggés kétféleképpen teljesilhet:
V') V. amikor természetesen teljesiul (1.20), vagy y, ekkor viszont (1.21) szerint a
csokkenés 1-nél kisebb, mig, fokszama G;-ben (1.22) szerint 1-gyel kisebb, igy
f(p,) (y, azaz a (1.20) allitas teljesul.

Q.E.D.
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Vezessuk be a kovetk&éelolést (ap,szogpont fokszamanak atlagtél valo eltérése):
(1.23) f(p)=Ve—&
Ekkor az (1.11) Osszefliggés, illetve az 1.2. tétedzetése alapjan zart 6sszeflggest kapunk

Yo (lasd (1.11)).

azs(Gy)-s(G)slirtiség valtozasras(G) =

sG) =L =2 gy g )=WeT2et2
Y n-2 (n-)(n-2) ! (n-1(n-2)

- (n __Z)yG +_2£1 - S(G)"‘_—gl_ — S(Gl)_S(G) :%
(n-2)(n-1) (n-2)(n-1) (n-2)(n-1)

(1.24)

* k k Kk *k

Ha az (1.20) szerintip, szogpontot is kivessziis:-bol, akkor a G, :(P—|{pl, pz}, E,)
grafhoz jutunk. Ekkor

(1.25) E,| =|E| - f(p,)'=|E|-(f(p,) -1 =|E|- f(p,) - f(p,) +1
2E|(n-1)
S(G ): 2|E2| :20E1|_f(p2)+1): n-1 _ Z(f(pz)_l) —
(1.26) 22 (n-2)(n-3) (n-2)(n-3) n-2)(n-3) (n-2)(n-3)
_Nnlggy- ATp) -1
-3 (n-2)(n-3)
(1.27) f(p,) =y"-¢,

Ekkor (1.26)-ba helyettesitve (1.27)-et, kapjuk:

2Ay-£,-1) _ -1 G- 25(G,) ,  2(e, +1)
(n-2)(n-3) n-3 n-3 (n-2)(n-3)
Tehat ans(3), s(Gy), valamints(G) siriiségek kdzott a kovetkédsszefiiggések allnak fenn:

(128)  S(G,) =1 s(G)-

2(e, +1)
(n=2)(n-3)

26, . 2e,+1)
(n=2)(n-) (n-2)(n-3)

S(G,) =S(G,) +
(1.29)
S(G,) =S(G) +

Az (1.28), (1.29) levezetések igazoljdk azt, az. 1étel alapjan vart eredményt, hogy
megfeleb fokszam feltételek mellett, @ graf ,dirithe”, hiszen ap, €s p, szogpontok fenti
feltételek szerinti kivalasztasa esetén fennatheekked rendezés:

(1.30) s(G) ( s(G) ( s(G,)
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Az 1.2. tétel altaldnositasaként bebizonyitjuklabla 1.3. tételt.
1.3. TETEL (graf siritési tétel)
A fentiekben bevezetett jeloléseket felhasznakgyén PyG N PyG agy, hogy aPyG -beli

szogpontok egy teljes részgrafot feszitenek-kien. Legyen tovébb@ N PyG valamint

(1.31) G, =(P-Q,Ey)
_ 25|

(1.32) Vo = P-q

Ekkor igaz, hogy

(1.33) PyGﬁQ D PyQ

Azaz a PyG szogponthalmaz barmely részhalmaza@Galisl torténs elhagyasa estén, Gg

grafban megmaradg) ve -beli szogpontok eleget tesznelsg-beli diritési feltételnek, vagyis
(1.34) OpOP,-Q = f(p) (),

Bizonyitas

Ha ‘Pye‘ =1 vagy‘l:)yG =2, akkor az 1.1. és 1.2. tétel érvényes, igy &3jlallitas (1.12) és
(1.20)-al esik egybe, amelyeket bizonyitottunk.oébbiakban teljes indukciét alkalmazunk.
Tegylk fel, hogyQ| -1-re a tétel teljestil.

Mivel a PyG szogponthalmaz teljes grafot alkot, igy a megnta}ﬁ;le | |Q| +1 szdgpontok
barmelyikét vélasztqu*Q| -adiknak (jeldljuk eztp-vel), arra teljesilni fog, hogy szomszédos
az elhagyott |Q|-1 szogpont mindegyikével. Ugyanakkor a kivalagztpt szdgpont
szomszeédos a megmaraﬂ?y'e‘-|Q| szogpont mindegyikével, igp elhagyasa esetén a

P,.~ Q halmaz mindenegyes szégpontjara teljestinek atéiél. feltételei, tehat (1.33) és

(1.34) is teljesdil.
Q.E.D.

1.4. TETEL (maximalis girités és 6sszefiiggég)

Ha G'=(P - p,E) a G=(P,E) graf maximdlis éritésével jott létre (lasd (1.17)), az&
legkisebb  fokszamu szégpontjanakp,(=d(G ) )elhagyasaval, akkor aG’ graf
Osszefuggsége & (G’)) nem csokken (ndvekszik, vagy megmarad).
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(1.35) G'=Pp,E), p, =d(G) = «(G')=«(G)
Bizonyitas
o (-] 2.2 2
e P n n
(1.36Y 2. = .
K (G) = 2E] |_| 2E-4(G) S2|E|—5(G)
P-1 n-1 n-1
(1.37) Krax(G') = Ko (G) < 3E __5(6) _35 28 rld(G)
n-1 n n(n-1
" f(p) ~nd(G)
L 2E/-na@) (P
(1.38) (3.2.2.3)=> 2|E|—i2:1:f(pi) = v D

Az (1.38) levezetés eredményeként kapott tort saiéqal z f(p;) —nd(G) pontosan akkor
i=1

nulla, ha & graf regularis, azaz minden szégpontjanak foksza(@ . Minden mas esetben

pozitiv, mivel a szogpontok fokszamai kdz6tt biatovan a minimalis fokszamnél nagyobb.
Ez (1.37) alapjan azt jelenti, hogysm, . (G') —k...(G kiildnbség pozitiv, vagy nulla, ami

pontosan a tétel (1.35) allitasat igazolja.

max

Q.E.D.

1.5. TETEL (graf siriség additivitasa)

Legyenek G;=(P,E;), G,=(P,E;) azonos szdgponthalmazon definialtszégponta grafok.
Ekkor

(1.39) S(G,)) s(G) = s(G,UG,)) s(G)

Bizonyitas

(1.40) G606, - (PEE) = 6,06, :%

S(G,) ) S(G,) O FFEFEreine., |g,|)|E|= E, O(EJE,)=

1.41
(4D = EJE,|)[E|=s(G,0G,)) s(G,)

Q.E.D.

2 A szdgletes zardjel a benne dékifejezésszamértékének egészrégedili, amelyre mindig igaz, hogy kisebb
vagy egyertl a kifejezés pontos értékénél.
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Az 1.5. tétellel bebizonyitottuk, hogy azonos saigphalmazon értelmezett grafok esetén, ha
siribb grafot adunk egy kevésbérs grafhoz, akkor az 0sszeg grdirighb lesz, mint az
eredeti.

2. Gréafbeli teljes részgrafok megkeresése
A kovetkedkben alapvet jelentsége lesz az alabbiakban definialt két fogalomnak.

2.1. DEFINICIO(generalt részgrgf

Legyen G=(P,E) multigraf ésp, OP. A G'=(P",E’) grafot ap; szogpont altal generalt G-
beli részgrafnaknevezziik, ha

(2'1) P; OP = (pi pj)DE
(2.2) eu:(pjpk)DEl‘:’ pj,kaP' és e OE
* * kx k%

2.2. DEFINICIO(fuggetlen szogpont-halmaz

Egy G=(P,E) multigraf szégpontjainak- részhalmazatG egy flggetlen szdgpont-
halmazanaknevezzik, ha nincg-nek olyan éle, amelynek mindkét végporijdbe tartozik,
azaz

(2.3) FOP,p OF0Op,0F = e=(pp,)UE

* k% kx k% %

A 2.2. definicid kdvetkezményeként adddik, hogy el F fliggetlen szbgponthalmai_i-

ben G komplementere) teljes részgrafot alkot, hiszen
23

(2.4) = Op,p, OF > e=(pp,)DE=e0G

2.1. TETEL
Legyen G=(P,E) n szdgpontu iranyitatlan multigr&k akkor és csak akkor tartalmazs< n
szogpontu teljes részgrafot, ha létepk P szdgpont altal generaB-beli részgraf, amely

tartalmazm-1 szégpontu teljes részgrafot.

Bizonyitas (szlikségesséq)

Ha létezik p, O P amelyre teljesul a tétel feltétele, akkompaaltal generaltG’-beli m-1
szogpontuGn.; teljes részgrafhoz hozzaadpakotoéleit, éppen egyn szogpontlGn, teljes
részgrafot kapunk (lasd 2.1. 4bra).
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(C
Gou=Gia ™ 7

2.1. abra

Bizonyitas (elégségesséq)
Ha G tartalmazm szogpontu teljes részgrafot, annak barmelyik sabga altal generalt
részgraf éppen edy-beli m-1szégpontu teljes részgraf (lasd 2.1. abra).

Q.E.D.

MEGJEGYZESEK
1. A 2.1. tétel kovetkezményeként adodik, hogyéiadik egy fenti tulajdonsagm szogpont,
akkor legaldblmilyen szdgpont létezils-ben.

2. HaG-ben nincsm szdgpontu teljes részgraf, akkeornél nagyobb szdgpontszamu sincs.
Hiszen annak lennm szbgpontu teljes részgrafja.

3. Adott graf maximalis teljes részgrafjanak megkésére, a 2.1. tételre épildacktrack
algoritmus szerinti programot mutat be a [4] dokgoz

* k k k %k

2.2. TETEL

A G multigraf akkor és csak akkor tartalmaz< n szégpontu teljes részgréafot, Ba-ben G
komplementere) létezik fliggetlen szégpont.

Bizonyitas (szukségesséq)
Ha G tartalmazm flggetlen szégpontot, akkor (2.4) szerint e@@kenm szdgpontu teljes
részgrafot alkotnak.

Bizonyitas (elégségesséq)
Ha G tartalmazm szdgpontu teljes részgrafot, akkor a 2.2. defingzerint az ebbe tartozé
szogpontok G -ben egyaltalan nincsenek éllel 6sszekotve, azéimgetlen szégponthalmazt

alkotnak.
Q.E.D.

Adott graf maximalis teljes részgrafjanak megkesés® a 2.2. tételre épubacktrack
algoritmus szerinti programot mutat be a [4] dokgoz
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