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Bevezetés

Hamilton-it létezésének problémdjidval tdbb szerzd fog-
lalkozott eddig és igen jelentds eredményeknek bizonyul=-
tak azok az dltaldnos fokszdm, illetve élszdm feltételek,
melyeket példdul az (1], [2], [4], [5] publikdcisk
tartalmaznak, Ez irdnyd vizsgdlatok /és eredmények/ azt
mutatjék, hogy az eldbbiekben is emlitett grdfelemek se-
gitségével csak elegendd feltételek nyerhetdk, melyek
példdul konkrét felhaszndlds esetén nem nyijtanak kelld
biztonsdgot arra nézve, hory egy adott graf tartalmaz-e

Hamilton-utat,

Mivel a gyakorlat igen lényecessé teszi a Hamilton-utak
szerepét, igy a fentiek miatt szdmos Hamilton-it keresé
algoritmus megalkotdsdra keriilt sor /[3] i [5] : [7} .
[8] / , amelyek eleget tesznek a kivant "biztonsdgos" in-
formicidé kritériumnak, de igen nagy a munkaigénylik, Ilyen

megfontoldsokbSl e cikkben olyan szilikséges és elegendd

feltételt fogalmaztunk mes, amely bérlpi?oniitott]szﬁk

gréfcsztélyokra¢pillanatnyilag, azonban egyszeri és szé-
mitdgéppel kdnnyen kezelhetd algoritmust is nydjt a Hamil-

ton-utak létezésének megdllapitdsara,



I, Jeldlések

Jelen dolgozatban csak egzyszeri, Osszefliggl, irdnyitat-
lan grafokrél lesz szd, {gy "grdaf" alatt minden esetben

ezt értjik,

Egy n szdgpontd grdfot, melynek szdgpontjai o

® T, -, R pontok 7 nel jelsiii.

A R szogpont fokszdnst §(R)jelsli és na 4(R)=w ,

akkor i4,...‘,‘R¢ a 12 szdgpont szomszédai.

Tekintsiik az Osszes ’:1 grifok halmazat, melyekben van

Hamilton-ut, e halmazt W& (H)-val fogjuk jelslni.



II, Minimal algoritmus

Az ismertetésre kerild algoritmus egy r: graf tet-
széleges szdgpontjdhdl kiinduldé Hamilton-uUt keresésére

szolgil,

1./ Tekintsiik T: tetsz8leges szigpontjdt, mint kezdd-
pontot és jelsljik ?i -gyel, Legyen Ti fokszama
¥ ¢s szomszédai kdziil a legkisebb fokszamd ?;

/ha ilyen t&bb van, akkor azok birmelyike/,

vagyis

EB) = win[£(R), 1 (), .-, 4 (R)]

2.,/ Hagyjuk el T:_-bc'ﬁl a ?4 szogpontot és a hozzd tar-
tozd éleket, igy egy “1‘ w-4 szégponti grafhoz
Jutunk,

3./ Ezutdn ismételjiik meg az 1./ 1lépést ﬁ helyett y A
vel és legyen az igy kapott szdgpont 1% . Majd a 2,/
1épést hajtsuk végre a ‘-'\1-1 grafon P,_ ~-vel, igy egy
‘:_,_ WL sz5gpontd grafhoz jutunk, ... stb,

Ha az algoritmus 1,/, 2./ lépései N -szer végrehajthatodk,
akkor a kapott ?1,‘;_,...,?&_szﬁgpontsorozat, az eldal~
1itéds sorrend;jében pontosan egy Tl -beli Hamilton-utat

hataroz meg,



A fent leirt algoritmust nevezziik minimdl-algoritmusnak
és az igy nyert Hamilton-utat minimdl-tipusi Hamilton-

utnak,

A rdvidebb {rdsmdd miatt a tovdbbiakban minimal-tipusi

Hamilton-it helyet M-Hamilton-utat irunk,



I1I, Hamilton-ut és M-Hamilton-ut

Megmutatjuk, hogy az M-Hamilton-ut 1létezése nem kivetke-
!

zik a Hamilton-it 1étezésébS8l minden esetben, €gy szik-

séges annak vizsgdlata, hogy milyen feltételek mellett

\
1étezik egy RQ&(H)gréfban M~Hamilton-it,
|
\
|

Tekintsiink egy ':, é \R(H)gréfot, melynek ﬂ ,?,_ yeaos ?“ szbg-
pontjai az indexezés szerinti sorrendben Hamilton-iuttal
bejarhatdk, valamint teljesiti az aldbbi négy feltételt.
/14sd 1,dbra/

PR IOEI(SEY
. f(R) = 4(Ra)= 3
c./ 4 (f;);i 3

d./ ‘-(‘P .1_) >3

790

1. idbra



Al1itds
‘-:_ nem tartalmaz M-Hamilton-utat.

Bizonyitds

Bizonyitds nélkil k&zd8ljlk az itt kdvetkezd lemmdt, me-

lyet felhaszndlunk a kés&bbiekben .
1, Lemma

Tetszbleges Eeﬂ(ﬂ)gréf maximilisan két els8fokd szdg-
pontot tartalmazhat és ez/ek/ csak epy r‘w-beli Hamil-

ton-ut kezdd, illetve végpontja lehet/nek/.

Visszatérve dllitdsunkhoz, az 1, lemma szerint rl-ben
csak ?4 vagy ‘P“' kezdSpontid Hamilton-iUt lehet,

A minimdl-algoritmust ﬁ -nél kezdve 'Pg-be, ma jd
‘,(?\“)cmuatt P, -be és végil 4(&)‘{(?__.)niatt R, -ve.
jutunk, Igy a .Ps, ?,\ y eee »lweq Szdgpontokat nem érintet=-
tiik,

A ‘P“_ szdgpontot tekintve kezddpontnak hasonld eredményre

jutunk, tehat \':" nem tartalmaz M-Hamilton-utat,

Ezzel 4llitdsunkat beldttuk,



IV, M-Hamilton-utat nem tartalmazé \R(H) -beli grafokrél

Jeldljik azon \R(H)-beli grafok halmazdt, melyekben nincs
egy adott H =('B‘....pn> Hamilton-uttal kdzbs kezd§pontu
M-Hamilton=-ut !9.4(“) -val,

Tovabbd jelsljik azon \R(H) -beli gréfok halmazit, melyek

egydltaldn nem tartalmaznak M-Hamilton-utat tﬁ;(ﬂ)-val.
/Ekkor ny{lvén \RL(H) c vﬂq(“) teljesiil,/

Az ﬁA(H) halmazt felbontjuk hdrom részhalmazra és megmu~
tatjuk, hory ez egy osztilyozds \RACH) -n,

Legyen az ﬁq(H) halmaz hdrom részhalmaza A,B,C és ezek
elemei a 2,,3, és 4, dbra szerinti konstrukcidju grafok,
Az egyes részhalmazok elemeit a tartalmazdé részhalmaz sze=-

rint A,B,C -tipusi grdfnak fogjuk nevezni,

Tekintslink egy n\é \,ﬂ‘(H)gréfot és szogpontjait rendezziik
egy Hamilton-itja szerint, melyet H-val jelsliink, H szele=-
teit pedig a H4, Hl.’ ..ee jelekkel, A 2,, 3,, 4, &brdkon

ldthaté jeldlések jelentése tehdt a kdvetkez§:

“4 \Hu-'-;H: a H Hamilton-it szeletei, melyek kdziil egye-

sek esetleg lresek is lehetnek,

P.'_ az elsd olyan szdgpont /ﬁ ~t81 kezdve a minimdl-algo-

ritmust/, melyre teljesiil, hogy



(1)
(2)

LR # wan [L(RD, ., L)) (4eR)-s)
b (Pir) 2w [HORY, ) 4 (P4)] obd A2 £

fk és ?i pedig a H szerinti szBgpont-sorrendben a 1E*4

szbgpont elsd és utolsd nem H-hoz tartozé élekkel

Osszekotdtt
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A-tipus

2. abra

1. TETEL

Legyen Tn € SE(H) és a H» (?4---?“) [V -beli Hamilton-it

szomszéd ja,

Hy

B=tipus

3, abra

C=tipus

4L, &bra

'ﬁ szBgpontidndl kezdve a minimél-algoritmust,?% az elsd

olyan szdgpont,amely (1) . (2) -nek eleget tesz,



T: ~ben akkor és csak akkor van ﬂ kezddponti M-Ha-
milton-ut, ha az {gy keletkezd 11‘ C r; részgraf tar-
talmaz ?w kezddponty Hamilton-utat,

Bizonyitds

a./ Szikségesség

Mivel [ -ben van T, kezdéponti Wy M-Hamilton-ut,
igy ennek (P“P,....‘P; Pt'r) egy ¥4 elemi szelete, ami
azt jelenti, hogy Hn tovdbbi elemei egy ?:w kezd b=
pontu El; ~beli Hamiltoneutat alkotnak,

b,/ Elegend8ség /Teljes indukcid/

W€ % _ra igaz az 4111tés .

Tegyikfel, hogy Wa € W-4d -re is igaz.

Ha van ?.',ar kezd8pontu rl.; ~-beli Hamilton-ut, akkor

az indukcids hipotézis miatt r:_;-ben van ‘Rw kezddpon-
td M-Hamilton=-iit, legyen ez Hy. Bzt Osszekapesolva a

ﬂ §. % ¥ ,?: szdgpontokkal, egy H“‘ (ﬂ-ﬂ H‘) M~Hamilton-
utat nyeriink, mivel a ?‘, ? y eee ,'ﬂ-. szdgpontok ese-

tén a minimdl-alroritmust alkalmaztuk,

Ezzel tételiinket beldttuk,



2., TETEL

Az vﬂ-q(l‘l) halmaz A,B,C részhalmazokra bontédsa egy osztd-

lyozds oqq(H) -n, vagyis

a./ AUBUC =R (H)
b.) ANB=ANC=8BNnC=¢
c] R3¢ ,B3+% ,C+d

Az a,/ 4l1itds bizonyitdsa /indirekt/

Tegyikfel, hory

() RefiMes TTEA T¢B N dC

Legyen H egy r,l -beli Hamilton-ut és ?.‘.e H az elsé
olyan szdgpont / Ti-iﬁl kezdve az algoritmust/, melyre az
(1) ’ (2) Osszefliggések teljesiilnek és ven-2

Ekkor az (1) dsszefliggés értelmében létezik Rq ¥R+4szom-
széd ja 1{ -nek, melyre teljesiil a (2) feltétel, /lésd 5,

dbra/ Igy fenndll a

(5 &(Ra) 2 4(R.) 44

8sszefiiggés,



Hs

5. abra

- Ha H1=f , akkor n\.; tartalmaz Hq“(?{q Ht?h)ﬁamilton-
utat, ami az 1, tétel szerint azt jelenti, hogy Tzh-ben
van Ti kezdépontd M-Hamilton-ut és ez ellentmond (3) -

nak,

- Ha HS*¢ s akkor

4

(6) ‘%’(‘PLM) 2 L

ami azt jelenti /14sd 5., 4bra/, hogy a 1%*4 szdgpontbdl a
H-ba tartozd éleken kiviil, még legaldbb két é1 indul ki.

Ezeket az éleket az dltaluk dsszekdtdtt szdgpontok H-beli
sorszdma szerint rendezve, az elsd és utolsd a 2., 3., 4,

dbrdk szerinti konfigurdcidt veheti fel,



Azaz [1_ az A,B,C tipusok valamelyikébe tartozik, ami
ellentmond (3) ~-nak,

A ﬂo) 2 ) all 1ta sok blzovu,H-&séc’c

Ne W részlcf&?.zukli\mwe) arek o 2. s
e b oobae ,\lo\).o.mm* o \\ou.o-.{u'bgtt |5w\cq~le-
tes od.o.p(mu \a\ew Koku.‘c.\\. \oe.Lwt\\aA-o\L.

Ezzel tetelawk \aiwvxv"\*&:&t befejer iy,
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V., M=Hamilton=-ttra vonatkozd tételek

Ebben a részben az \R(H)\~Q4(H) halmazzal fogunk foglal=-
kozni, valamint megmutatjuk, hogy nad o legkisebb szdg-

pontazdmi eleme az \a,.(H)halmaznak.

3, TETEL
Legyen rL ef (“) és

(7 ((?g) <9 C=4,2,...,wn
akkor I'l mindig tartalmaz M=-Hamilton-utat,

Bizonyitds /indirekt/

Tegylik fel, hogy

(s) N e, CH)

Ekkor a 2, tétel szerint [: az A,B,C osztalyok valame=-

lyikébe tartozik, /ldsd 2,, 3., 4, dbra/

~ Ha w*ﬁ.akkor fenndll az (5) 8sszefliggés, igy 4.(?‘“)?,11
ami ellentmond a (7) feltételnek,

- Ha ‘F.,-r‘ w akkor T:.; tartalmaz ‘P;w kezdSpontd Hamilton-
utat /ilyen példdul az A osztélyban:(ﬂ.\r“;‘?‘,\"\gﬁ H“‘P;“b’ a
B osztalyban: (?.',-.- HS‘PA “‘L‘R“"\) ) acC osztélyban:(ﬂ-v H\.?\h),
ami az 1, tétel szerint azt jelenti, hogy l'l -ben van
P kezdbpontd Hamilton-dt és ez ellentmond a (8) fel-
tételnek,

Ezzel tételiink bizonyitdst nyert,



4, TETEL

Legyen Tle\ﬂ (H) , ekkor N €6 esetén r:., G\R(H)\\ﬂqu)
/ahol \R(H)\~R4(H) a halmazelméleti kiilénbséget jelenti/

Bizonyitds /indirekt/

(9) ;é:mev\ neg s VoeR(H)

Eikor I\ az A,B,C osztdlyok valamelyikébe tartozik,

Ahhoz, hogy r: bidrmelyik osztdly eleme legyen, sziikséges,

hogy W2§ legyen, mivel az v* 4 esetben is a P;,R‘.-.-g, ?‘ ;

‘P._, R.,, szdgpontokat tartalmaznia kell a grdfnak, igy
tételink biztonyitésdhoz azt kell csak beldtni, hogy W=6
esetén (9) nem dllhat fenn,

- Az A-osztdlyban Ha.#¢ ,mivel ekkor ?iﬂ és ?&

k$z8tt tébbszords élek lennének, ami nem megengedett.

Igy weé esetén a 6.5bra szerinti grifszerkezet 411 eld,
melyben kinnyen taldlhatdé ‘P;.,'*P‘ kezdSpontu P_, ~beli Ha~
milton-it, ami az 1, tétel miatt ellentmond a (9) feltéte-
leknek,



6, dbra

- A B-osztdlyban szintén Hg_*‘ az elSbbi okok miatt, igy
a 7., 4brdn ldthaté grdfszerkezet 411 eld, melyben kdny-
nyen taldalunk 'Pmr"'?: kezdSpontd “:-‘ -beli Hamilton-

utat és ez ellentmonddshoz vezet,

- A C-osztdlyban két eset ehetséges:

a,/ HI'= ¢

Ekkor a hatodik pontot a H', Y, . HS’ H,‘, sze=
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letek barmelyike tartalmazza, a H,ﬁ(?;,, “.‘_?;.4?._ H,'?-‘ HS)

Hamilton-it megkonstruidlhatd,

./ Hr# ¢

Ekkor a hatodik pontot *{f tartalmazza, igy a
8,dbra szerinti grafkonstrukciét kapjuk, melyen
lathats aBePkezadponts  Hy s (B P P %)

Hamiton-ut,

[

8, Aabra
Ez az 1,tétel értelmében ellentmond a (9) feltételnek,

Tehat tételiinket bebizonyitottuk,



5, TETEL
Legyen RG\R(H) és W= %

ekkor r: € \R4 CH) <ﬁ> ﬂ €A

Mésképp megfogalmazva:

Ho Nel(H) => w21
A tétel bizonyitdsa a 4, tételéhez hasonld mdédon végez=

hets, igy nem részletezziik, Egy grdfot azonban bemutatunk

a 9, ébrén, melyre W=t és rle‘, .

9, abra

Megiegyzések:

1./ Kdnnyen belathatd, hogy We? esetén birmelyik ﬂ €

graf tartalmazza a 9, abra grafjat,

A



" iz -

2./ Beldthaté, hogy a graf tartalmaz ?1, kezdéponti M-

Hamiltoneutat, vagyis az ]7/ megjegyzést is figyelem-

bevéve, W*? esetén nincs olyan r: melyre E\é -R,_(H).

3,/ Mivel W& ara konstruilhatd olyan rl , melyre
r:\ e\n’.(\-\)/lésd 10,4bra/, igy érvényes az aldbbi té-
tel:

6, TETEL

Legyen ‘1 6 A, (H) | ekkor w 28

% 7

o)
'S

4 %

«s00

10, ébra



[
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