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Komplementer primszita
és alkalmazéasa a primszamok szamanak becslésére

ABSTRACT

A cimbeli komplementer kifejezés azt jelzi, hogyszokasossal ellentétes megkozelitést
kovetlnk, azaz direkt képletet, szikséges és alégmmitételt adunk meg az 6sszék+1
es6k-1 alaku Osszetett szamokra, az ig§abitott tablazat pontosan a primszamokat nem
tartalmazza, azaz a komplementer tablazatban &afiklhmeg az 6sszes primszamok, ezt
nevezzuk komplementer primszitanak.

A komplementer primszita modszer laisgiget nydjt a primszamokoéllitasara faktorizaciod
nélkil, ugyanakkor a konstruktiv bizonyitasbol adodz Osszetett szamok kéttén§ez
felbontasa. Eljarasunk alkalmas a természetes dedmaomely(m,n)intervallumaba &b
0sszes primszamok édlllitasara, valamint az-nél kisebb primszamok szamanakx)-
nek becslésére.

1. Tetel
Minden 3-nal nagyobp primszantk+1 vagy6k-1alaku, ahok=1,2,3,...természetes szam.

Bizonyitas:
Tegyuk fel, hogyp prim, de nentk+1 vagy6k-lalaka. Ekkor csak a kovetk&zsetek
allhatnak ed:

(1.2) p= 6k+2 vagy p= 6k-2ez paros, ignem lehet prim

1.2 p= 6k+3 vagy p= 6k-3ez oszthatd 3-al, igyem lehet prim
(1.3) p= 6k+4 vagy p= 6k-4ez paros, ignem lehet prim

(1.4) p= 6k+5 vagy p= 6k-5 = p= 6k+5 = 6(k+1)-1vagy

p= 6k-5 = 6(k-1)+1ezek viszont a feltételezett alaktak.
Q.E.D.
Az 1. tétel alapjan tehéat, ha a természetes sz&rmakalabbi médon rendezzik hat oszlopba

(lasd 1. tablazat), akkor az 0sszes primszam @z laz5. oszlopban helyezkedik
el. Méghozz4 az 1. oszlopbasla+-1l, mig az 5. oszlopbanGk-1 alakuak.
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1. Tablazat

Az 1. tételdl rogton adddik egy gyors
felsékorlat azN-nél kisebb primszamok
szaméra:

n(N) 1
N 3

(1.5) (N) <%:»

Az 1. tételalapjan a 3-nal nagyobb
primszamok szempontjabdl elegéndsupan
abk+#1l alaku természetes szamokat vizsgalni.
A kovetked 2. tétel szilkséges és elegénd
feltételt ad a6k#1l alaku Osszetett szamokra,
azaz &komplementer primszitara

2. Tétel(Komplementer primszita)

LegyenekN, k, u, wermészetes szamok,
valamintu,v=1.

N=6k+1 akkor és csak akkor 6sszetett szam,
hak= 6uv+u+v vagy k= 6uv-u-v

N=6k -1 akkor és csak akkor 6sszetett szam,
hak = 6uv-u+vvagyk= 6uv+u-v

Bizonyitas(szlikségesséq)

HaN=6k+1 dsszetett szam, akk6k+1 =dr = k = dr-1 = dr =1mod6
Ez két esetben lehetséges:
(2.1) d=1med & = d=6u+l és r=lmed & = r=6v+1
K= Gu+1(6Vv+1) -1 _ 36uv+6u+6v+1-1 — BUV4 U4V
6 6
(2.2) d=—1mod 6= g= 6u-1 és #=-1lmod 6§ = = gy-1
_(Bu-1H(6v-1) -1 36uv-6u-6V+1-1
= k= = =6uv-u-v

6 6
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dr +1

HaN= 6k-10sszetett szam, akk6k-1=dr—= k = =dr=-1mod6

Ez két esetben lehetséges:

(2.3) d=lmod & = d=06u+1 és r=—-1lmod & = r=6v-1

K= Bu+nev-1)+1_ 36UVv-6u+6V—-1+1
6 6

=6uv—-u-+v

Mivel ez az 0sszefliggés vre szimmetrikus, igy a masik megoldas
(2.4) k=6uv+u-v

Ezzel a tétel szikséges agat bebizonyitottuk.

Bizonyitas (elégségesséq)
Legyenk= 6uv+u+v ésN= 6k+1, valamintv=u+r , aholu,v>1, r >0, ekkor

(2.5)  N=6(6u(u+r)+utu+r)+1l = 6(6UF+6ur+2u+r)+1 = (6u)? +62ur +12u+6r +1=
#£6u +1) + 6r (6u +1) = (6u+1)(6u+1+6r) = (6u+1)(6v+1)
ez nyilvanvaléan nem prim.

Legyenk= 6uv-u-vésN= 6k+1, valamintv=u+r, aholu,v>1, r =0, ekkor

(2.6)  N=6(6u(u+r)-u-(u+r))+1 = 6(6LF+6ur-2u-r)+1 = (6u)? + 62ur —12u - 6r +1=
£6u—1)* +6r (6u—1) = (6u—1)(6u —1+ 6r) = (6u-1)(6v-1)
ez nyilvanvaléan nem prim

Legyenk=6uv-u+vésN= 6k-1, valamintv=u+r, aholu,v>1, r =0, ekkor

(2.7)  N=6(6u(u+r)-u+u+r)-1 = 6(6U*+6ur+r)-1 = (6u)? + 62ur +6r -1 =
=(6u+1)(6u-1)+6r(6u+1) = (6u+1)(61+6r) = (6U+1)(6V-1)
ez nyilvdnval6éan nem prim.

Legyenk=6uv+u-vésN=6k-1, valamintv=u+r, aholu,v>1, r =0, ekkor

(2.8)  N=6(6u(u+r)+u-(u+r))-1 = 6(6U*+6ur-r)-1 = (6u)? +62ur —6r —1=
=(6u+1)(6u-1)+6r(6u-1) = (6u-1)(61+6r) = (6U-1)(6V+1)
ez nyilvdnval6éan nem prim.
Q.E.D.
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Kdvetkezmények

K2.1.

A (2.5) - (2.8) levezetéesek megadjak barmekyl alakuN természetes szam egy szorzatta
bontésat is. H&u-1, 6u+1, 6v-1, 6v+1 primszamok (ami az 1. tétel szerint lehetségég&pra
pontosan ai szam primfelbontasat kapjuk.

Ha bevezetjik aa=6u+1 ésb=6u-1jeldléseket, akkor tehat mindék+1 alaku természetes
szam felirhaté az alabbi négy alak valamelyikeként:

(2.9) Ni=a(a+6r) No=b(b+6r) Ns=a(b+6r) Ni=b(a+6r)

Példa: u=23, r=29 = a=139, b=137= N, =139(313=43507 N, =137(311=42.607
N, =1390311=43229 N, =1370313=42.881

K2.2.
Mivel aK2.1.-ben bevezetett jelblések szeriatb mindig teljesiul, igy a (2.9)-beN;
(i=1,2,3,4)kifejezések soha nem egyékl kivéve azt az egy esetet, mikeO = N3=N,4

Ha megvizsgaljuk akl; szamok nagysagviszonyait, a 2. tablazat relaceisixat kapjuk.

N;-N, = a®+6ar-b*6br> 0 tehat N> N, 2. Téblazat

N;-N3 = a®+6ar-ab-6ar> 0 tehat N> Ns N1 | N> | N3| Ng
N;-N, = a®+6ar-ab-6br> 0 tehat N> N, Nyl - | >|>]|>

Nz-N3= b*+6br-ab-6ar< 0 tehat M< N Nol < | - | <] <

N2-N4 = b?+6br-ab-6br< 0 tehat N< N, Ny < |>| - |2

N3-Ns = ab+6ar-ab-6br= 0 tehat N> N, |\|4 < | > < -

Tehat mindig fennall akkl;> N3 = N, > N, relacio.

Az 1. és 2. tételld kbnnyen bizonyithatd, hogy végtelen sok primszam
3. Tetel

Végtelen sok primszam van.

Bizonyit4s (indirekt)
Az 1. tétel alapjan elege@dsak abk+1 alaku természetes szamokat vizsgalni.

Tegyuk fel, hogy véges sok primszam van, és ezelll R=6K+1 az utols®k+1 alaku
primszam. Ekkor mindep>P természetes szam dsszetett.
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igy a 2. tétel szerirp primtényess felbontasa: p = [] (6u, +1)(6v, +1), ahol minderl< i<n

esetén6utl és6vi+l prim. A feltételezés szerint a primtényezelbontasban mindegyik
Ui, v < K amibsl kdvetkezik, hogyp ( [(6K 1)(6K +1)]"
Ez azt jelenti, hogy 6k+1 alaki szamok szama véges, ami nem igaz, teh& iyenK. A

levezetés hasonldéan végezhabk-1alaku primszadmokra is.
Q.E.D.

K2.3.

A (2.5) - (2.8) levezetések alapjan vizsgaljuk egysdlegesN természetes szamig az
0ssze$k+1 és6k-1 alaku Osszetett szamok szamat. Azaz vizsgaljukiaz N (i= 1,2,3,4)
egyenbtlenségeket.

_ 2
(2.10) Ny< N = (6u+1)(6u+1+6rE N = r< N _BUFL_ N=OU+D" o |
6(6u +1) 6 6(6u +1)

N - (6u +1)° N-6u-1
v ———MM+tuU=>VvVS ——
6(6u +1) 6(6u +1)

(2.11)

N _6u-1_N-(6u-1)>
66uU-1) 6 6(6u 1)

(2.12) N2< N = (6u-1)(6u-1+6r)c N=r< O e

N - (6u —1)° N +6u-1
vV ———M—+uU=>VS ——

(2.13) <
6(6u —1) 6(6u —1)

_ _ 2
(2.14) Ne< N = (6u+1)(6u-1+6rEN=r< — N _OU=L_N=(OW" +1 ey
66U+l 6 6(6u+1)

_ 2
215) veN-OW +1  Nr6utl
6(6u +1) 6(6u +1)

N  6u+l_N-(6u)®+1
66uU-1) 6 6(6u —1)

(2.16) N3<N= (6u-1)(6u+1+6rEk N=r< O -

N - (6u)* +1 N -6u+1

(2.17) v< = V<
6(6u —1) 6(6u —-1)

Mivel azu,vparaméter parok azN;(i=1,2,3,4)kifejezésekben szimmetrikusak, igy
nyilvanvald, hogy csak azzv, azaz az>0 esetekre kell akl, értékeket élallitani ahhoz,
hogy N-ig az 6ssze6k+1 és6k-1alaku 6sszetett szamok legalabb egysz#llgnak. EbBI
kovetkeznek az alabbi 6sszefiiggések:
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(2.18) r=0 = Ny=(6u+1)® tehat N, < N = (Bu+1)*<N=u<

JN +1

(2.19) r=0 = N,=(6u-1)* tehat N, < N= (6u-1)><N=u<

JN +1

(2.20) =0 = N3=N,= (6u)’ -1 tehat N,,N, < N = (6u)> ~1< N = u< -

Vezessiuk be Kj(N) jeldlést, amely az 6sszBs < N tipusu 6sszetett szamoko@llitasahoz
elegend u,vparok szamat jeloli.

VN1

2.21) il (l\els(efli 1)1 +1]
N4

2.22) K,(N) = g('\é(?” L +1]
VN4

@29 (= Zﬁ; (I\els(;fﬂ)l ”+1j
Ji-1

(2.24) K, (N) = 26; (I\é(efu 1)1 u +1J

(2.25) K(N)=K 1(N)+K2(N)+K s(N)+K4(N)

A fenti levezetés csupan az elegésehet biztositja, azaz az 6sszes kulo6hzparok

eléallitasat. Ez viszont megengedi, hogy adakitas soran bizonyos 6sszetett szamok

tobbszor forduljanak &) igy K(N) annyival nagyobb alX-ig eléforduld dssze$k+1 és6k-1

alaku dsszetett szdmok szamanal (jKl&N)), amennyi ezeknek a tdbbszorés multiplicitassal

szerepd elemeknek a szama (jel®(N)), azaz
(2.26) K77(N)=K(N)-m(N)

HaKP(N)nel jeloljuk ajelen komplementer primszita elggal eballitott primszamok
szamat, akkor adodik, hogy
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2.27) KP(N) =[g} ~ K7(N)

A fenti levezetések alapja(N) értékét pontosan meghataroztmk(N)re viszont jelenleg
csak becslést tudunk adni, illetve szamitogépeseriatgussal a pontos értékaoallithato.
Amennyiben tehain(N)re pontos értekkel rendelkeziink, akkor fennalgyho

(2.28) 77(N) :[g}—Kn(N) = KP(N)

K2.4.
Most a (2.21)-(2.25) 6sszefuiggésékkozelitt formulat képezink, ameky(N)-et direkt
képlettel allitja & N-bél. Kénnyen lathatd, hogy

(2.29) \(\/Wﬂ)—\/ﬁ\ =1 valamint VN +1-+/N (1

gy szinte semmit nem ront a pontossagon, ha d)Z224) 6sszefiiggésekben az

0sszegzeéseket egységes\ég-lr -ig végezzuk:

(2.30) K(N) = Z(N 6u-1, N+6u-1 N+6u+l N-6u+l 4u+4]

6(6u +1) 6(6u —1) 6(6u +1) 6(6u -1

Tehat haa= 6u+1 ésh= 6u-1, akkor

@
6 — —
= 1a N e )

6a 6b 6a 6b

& & 4(1 \/Wj\/ﬁ
6 6
(2.31) :z(ﬂ ﬂ_4u+4j:2'\‘z(a+bj_ WN
=\ 6a 6b 6 &\ ab 2 6
VN VN
6 6
:ZNz( 12 j_ﬂ+ﬁ=4|\]z( u j_ﬂ+ﬂ
6 Z\36u?-1) 18 3 ~\3602-1) 18 3
u _u

Vegyik észre, hog@6u® -1=36u’ = = = . fgyK(N)-re az alabbi
& 9% 36u?-1 36u® 36u gyK(N)
eredmény adodik:

N N

(2.32) K(N) = 4'\'2[3@) Nt ALY 6(1j

183 3189
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zl becslésére felhasznaljuk az alabbi egittarhségpart (Erés-Suranyi 2.old. 6.):
u

(2.33) 1+log(n) = Zn:%> log(n+1)

u=l
Alkalmazzuk a (2.33) egyeftlenségpart (2.32)-re, igy kapjuk hogy
(2.34) N IN N SIN >K(N)>£ NN fIN
18 3 9 6 18 9 6

A (2.34) also és fetskorlatjanak szamtani kozepét hasznaljuk K(N) kit&edrtékének (jele:

KK(N)).
(2.35) KK(N)_£+E| GNFEN

18 36
K2.5.

A (2.10)-(2.17) levezetésekhez hasonléan vizsgaljukost az Ni=M (i=1,2,3,4)
egyenbtlenségeket, ahdi<N természetes szam.

(2.36) N,>M = v>M-bu-d
6(6u +1)
(2.37) N, =M= yeMrou-l
6(6u-1)
(2.38) N,>M = vz teutt
6(6u +1)
(2.39) N,>M = yxM-tutl
6(6u-1)

Vezessik be &;(M,N) (i=1,2,3,4)jelolést, amely az 6sszas/parok szamat jeldli, amelyek
az (M N) intervallumba eis dsszes ('jsszetett szémokat generaljak. Ekkor a{2.21

V4

N e
& (N-6u-1_M-6u-1 C -

2.40 K,(M,N) = -

(2.40) (M. N) ;(6(6“1) 6(6u +1) ] ;(6(6%1) ]
JN+ N+

_ < (N+6u-1_M+6u-1 |_ & ( N-M
(2.41) KoM N) = ;(6(6u—1) 6(6u —1) +1] ;(G(GU-DH]
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VN+1 VN+1

_ > (N+6u+l M+6u+l y
(2.42) KS(M,N)-E(G@MD 6(6u +1) ) Z(

6(6u +1) J

u=l

VN+1

(2.43) K4(|\/|,N):uz:('\'eszsulfl;l_l\/é(;fgz)l J i(

+
6(6u —1) j
(2.44) K(M,N) = Ky(M,N)+Ko(M,N)+K3(M,N)+K4(M,N)

Vildgos, hogy az eddig levezetett 6sszeflggeseldagyike értelmezhéttetsdleges(M,N)
intervallumra. Az aldbbiakban megadjuk a (2.26),272, (2.32), (2.35) 6sszefliggések
megfelebit tetszleges(M,N) intervallumra.

(2.45) KAM,N) = K(M,N)-m(M,N)
(2.46) KP(M,N):[N_M}—KH(M,N)
W

K(M,N) = z N-M , N-M _N-M _N-M _J_
(2.47) 6(6u+1) 6(6u-1) 6(6u+1l) 6(6U-1)

JN \/_
u 24N
=4(N-M +
( )Z(geu2 1)) 3
. 1 .
Mivel 36u® -1= 36u° U - , Igy K(M,N)-re adodik:
:36u2—1 36u 9y K(M.N)
@ IN 2N .
22/N 2N N-M & (1
2.48 K(M,N 4N -M = + —
( ) ( ) =4 )Z[%UJ 3 3 9 ;[uj

zl kozelitésére felhasznaljuk a (2.33) egydahségpar két oldalanak kozépértékét:
u

(2.49) KK(M,N) == o

2\/N+N—M[1+IOgN+366\/Wj

Tehdat, haN=6k+1 vagyN=6k-1 alaki Osszetett szam, akRkokéttényeds
felbontasahoz (2.49) szerint maximum az alabbidep@&m szikséges:
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(2.50) N=M OF9_. KK(M,N):@

A komplementer primszita tehat direkt eljarast etdadleges(M,N) intervallumban az 6sszes
Osszetett (és igy az intervallumbas @ssszes primszam)adlllitdsara. Ezzel igen hatékony
modszert kaptunk a primekkel kapcsolatos haronfelbgat megoldasara:

1. Keressuk agM,N) intervallumba e$ 6sszes primszamokat.

2. Allitsuk eb az 6sszes primszamokéig. (EkkorM=1)

3. Allapitsuk meg egy adgtttermészetes szamrol, hogy primszam-e.

Nyitott probléma: azm(N)fluggvény analitikus meghatarozasa, vagy jo apréxigja.

A 3. Tablazat néhany dsszehasonlito értéket matatfenti eredmeények illusztralasara.
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3. Tablazat

1.000

205

195

34

162

168

144

11

2.000

484

461

112

294

303

263

3.000

794

755

214

420

430

375

4.000

1.118

1.067

325

540

552

482

5.000

1.452

1.394

442

656

669

587

6.000

1.807

1.731

577

770

783

690

7.000

2.160

2.077

713

886

900

791

8.000

2.532

2.431

857

991

1.007

890

9.000

2.905

2.792

1.006

1.101

1.117

988

10.000

3.281

3.159

1.160

1.212

1.229

1.086

11.000

3.666

3.531

1.316

1.316

1.335

1.182

12.000

4.055

3.909

1.474

1.419

1.438

1.278

13.000

4.454

4.291

1.648

1.527

1.547

1.372

14.000

4.850

4.677

1.815

1.631

1.652

1.466

30.000

11.641

11.266

4.891

3.250

3.245

2.910

50.000

20.796

20.175

9.263

5.133

5.133

4.621

70.000

30.409

29.537

14.013

6.937

6.935

6.275

90.000

40.335

39.220

19.053

8.718

8.713

7.890

190.000

92.971

90.619

46.813

17.175

17.170

15.632

350.000

183.080

178.739

96.357

29.943

29.977

27.417

900.000

517.786

506.647

289.266

71.480

71.274

65.645

1.000.00¢

581.158

568.777

326.493

78.668

78.498

72.382

1.500.00¢

905.437|

886.863

520.366

114.929

114.155

105.478

2.000.000

1.239.132

1.214.375

721.684

149.218

148.933

137.849

3.000.000

1.926.146

1.889.011

1.143.113

216.967

216.818

201.152

4.000.000

2.632.033

2.582.508

1.581.844

283.146

283.148

263.127

5.000.000

3.351.917

3.290.031

2.033.930

348.679

348.515

324.150

6.000.000

4.083.022

4.008.733

2.495.735

412.713

412.851

384.436

7.000.000

4.823.413

4.736.732

2.966.794

476.714

476.650

444,122

8.000.000

5.571.739

5.472.690

3.445.726

540.653

539.779

503.304

10.000.00(

7.088.528

6.964.708

4.416.529

661.334

664.579

620.421
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