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Abstract

Jelen dolgozatban szikséges és elafdaliételt adunk arra, hogy ha prim, akkor egy
M,=2°-1 Mersenne-szam mikor osszetett. Valamint megadjlerae a tételre éptilteszt

algoritmust, amely megadja a Mersenne-szamok k@ms felbontasat is. Az algoritmus
parhuzamos szamitassal végedhégy a sebessége jelésen novelhét aminek a nagy
primszamok éallitasanal és prim tesztelésnél van jéisége.

s <

1. TETEL
Az My=2P-1 Mersenne-szanpg3 prim) mindenp esetér6K+1 alaki K=1,2,3,...).

BIZONYITAS
A Dénes-féle primszam tétgbénes 2001ajbalapjan (mely szeriniminden 3-nal nagyobb
primszamek £1 alakud, ahol k term.szamkét eset lehetséges:

2% -2 64B4 -2
2 2
(1) = 32mod6=2 64mod6“' =4= 2@Amod6=2 = M -mod6=1 =

= Mp_ =6K +1

=324 -1

pr=6k-1=>M =27 -1=2%"-1=

p*=6k+1=>M , =2F —-1=2%1-1— 2% mod6=2= .mod6=1 =
2 *=6k+1 M 2P —1=251_1 251 mod6 = 2 M d6=1
= M. =6K+1

Q.E.D.

A tovabbiakban felhasznaljuk az ismert (3) 0sszgdist
a"-1
a-1

n-1 n-1
(3) d-1=(a-1)(@ +a"Ha . +at+d)=(a-)>a’ = Da' =
i=0 i=0
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Az 1. tétel kbvetkezményei:

KO. A hivatkozott Dénes-féle primszam tétel és a féntétel szerint tehat, i, Mersenne-
prim, akkor csal6K+1 alaku lehet.

K1. Ha p~ =6k -1(k=1,2,3,..) primszam, akkor az ehhez tartozé Mersenne-sztanrdll
a kovetkesd:
M =2%T-1=6K™ +1= 27 -2=6K™ = 2" =3K™ +1=

(4a) 3k=2 3k-2 pT_s .
= 4%1-1=3K " =3) 4 =3K" = K =>4=>4
i=0 i=0 i=0

K2. Ha p* =6k + 1 (k=1,2,3,..) primszam, akkor az ehhez tartozé Mersenne-sztanrall
a kovetke#d:
M, =2%"-1=6K" +1=2% =3K" +1=4* -1=3K" =

p

(4b) P

3k-1 3k-1 2

=N 3;4i=3K+ = K+:;4i224i

i=0

K1. és K2. alapjan kimondhatjuk az alabbi 2. tételt

2. TETEL
Hap>3 primszam és,=2"-1 Mersenne-szam, akkor igaz az alabbi (5a) és Epefiiggés.
~ (4a) 3k-2 i pT_g i
(5a) p-=6k- *=123..) =M _(6§4 j+1_ 6;4 +1
p-3
. (4b) 3k-1 i 2 i
(5b) p'=6k+ 1k=123,..) =M . -(6§4j+1_ 6;;4 +1
p-3 p-3
(5a),(5b) 2 1tétel 2
(6) p>3primszam = K=)4 =M =6K+1=|6) 4'|+1
i=0 i=0

Ekkor a[Dénes 2001b 2.téfekomplementer primszita tételt felhasznalva, kintaiplk az
alabbi 3. tételt, amely szikséges és elegéelttelt ad az 6sszetett Mersenne-szamokra.

3. TETEL

Barmelyp>3 primszam esetén a¥l , = 2° —1 Mersenne-szam akkor és csak akkor

Osszetett, ha (8a) vagy (8b) 6sszefiiggések valéwmdbljesil. Legyenel,v=1 természetes
szamok.
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p3 L_3+1 1
2, @42 -1 2ri-]
7 6) = K=)>» 4 = =
(7) 6) Z;, 3 3
2Pt -1
(8a) = K = 3 =6uv-u-v = 2" =36uv-u-v)+1
+ 2P—1_1 -1
(8b) M= K'= =6uv+u+v = 2P =3@6uv+u+v)+1

Mivel 2-nek minden paros hatvanye1 paros)mod 31, igy a (8a), (8b) egyenletek mindig
megoldhatdk, és a megoldast az adott diophanto@négfek megoldasai adjak, vagyis ha
3(6uv-u-v)+1, vagy3(6uwu+v)+1 2-hatvany. Tehat kimondhatjuk a kovetket tételt.

, hogy végtelen sok dsszetett Mersenne-szam létezik

4. TETEL
Végtelen sok 6sszetett Mersenne-szam létezik.

Példaul: u=4, v=15= 3(6uv-u-v)+1=1.024=2"° = p=11 (l4sd 1. tablazat 3. sor)
u=37, v=102.719.696= 3(6uw-u-v)+1=68.103.158.3382%° = p=37 (lasd 1. tablazat 12. sor)

NYITOTT PROBLEMA: Van-e végtelen sok Mersenne-prim?

Algoritmus a Mersenne-szamok primfelbontasara (primteszt)

A 3. tétel algoritmust biztosit ahhoz, hogy adbtf Mersenne-szamrél elddntsik, hogy
Mersenne-prim-e. Az algoritmus a (8a-b) dsszeflglgésépil, azaz

K™ +u

9 @Ga= K =6uv-u-v=vBU-1)-Uu = vVv= . (u=12123..)
u_

(10) @)= K’ =6uv+u+v=v(eu+l)+u = v=K6 ;; (U=123..)
u

Mivel a (9), (10) osszefluiggésakv-re szimmetrikusak, igy he-t végig futtatjuk u=v-ig,
akkor az 6sszes lehetségemrték eball.
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©) (8a) op-1 _ M -1
u=v= K_:6ur€1ax_2umax:2 1= P =
11 6 6
1+ /M _ M
= 3aJr2nax_12umax+1_Mp7:O = Upax = 5 P~ 6p
(0) @8b) op-1 _ M. -1
u=v= K+=6ur€1ax+2umax=2 1: P =
12) 6 6
1+ /M. M,
= 3aJ§1ax+12Jmax+1_Mp+:O = Uy = 6 P = 6p

Ha p=6k-1 primszam, akkor a 3. tétel szerinltp_ =2P — altkor és csak akkor Mersenne-

prim, ha nincs olyaf < u < umax €rték, amelyre a (9)-beliértek egész szam. A 3. téidllaz
is kovetkezik, hogy havi - hem primszam, akkor van olyarv értékpar, amelyre (9)-ban

egész értéket vesz fel, igy ez az algoritmus kdéeveét eballita a Mersenne-szam
kéttényeds felbontasat:

©
(13) Mp, =6K™ +1=6(06uv-u-v)+1=(6u-1)(6v-1)

(10)

(14) Mp+ =6K" +1= 6(6uv+u+vVv)+1= (6u+1)(6v+1)

Az algoritmus maximununax lépést végez, ha a Mersenne-szam prim, ha azomamprim,

akkor {%} lépésben Allitja éla (13), (14) primfelbontast, ahpl az M o (vagy Mp+)

legkisebb primtényée.
Erdemes megjegyezni, hogy jelen algoritmus koénnyerégezhei u-szerinti

parhuzamositassal, igy sebessége a processzorok szaérint novelhét Az 1. tablazatban
kozlink néhany illusztralo példat a (13), (14) teitasra.

Osszetett Mersenne-szamok két alaptulajdonsaga

Ha M, O0sszetett Mersenne-szam, akkdiDenes 2001jaban bizonyitott 1. tétel szerint van
(15) alaku primfelbontasa.

(15) M, =p, [p, U.[h = (6r, £ (6r, £ [1.L6r, £1), ahol =1, r,r,,...,r term.szamok

(15)-bdl kbénnyen adddik, hogy hé, 6sszetett Mersenne-szam, akkor felirhato (16) alakb

(16) M, =(6r,£])(6r,+ 1) 1ésrptermészetes szamok)
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5. TETEL
Ha M, Osszetett Mersenne-szam, akkor a (16) felbontasakilicsak azok fordulhatnakéel
amikor a két ténydiben £1 azonos dljeli.

BIZONYITAS
Tegyuk fel, hogyM , = (6r, +1)(6r, —1), ekkor
(17) M, = (6r, +1)(6r, —1) =36r,r, —6r, +6r, -1=3Q2rr, - 2r, +2r,) -1

p-re az (1) és (2) esetek valamelyike allhat fenn.

43k—l _ 1

a7
(18) 0,4, 8= M, =6 +1=2@%"-1=3@2rr,-2r, +2r,)-1

A (18) egyenbség azonbanem lehetségemivel 2[4%** mod3# 0

43 -1

v
(19) 2,6),089= M, =6 +1=20@% -1 = 302rr, - 2r, +2r,) -1

A (19) egyenbség szintémem lehetségemivel 2 [4* mod3# 0

Mivel a (17) egyeriiségr; ésr,-re szimmetrikus, igy a (18), (19) levezetések m@tedsetben
érvényesek.

Tegyuk fel, hogyM , = (6r, +1)(6r, + 1) ekkor
(20) M, = (6r, +1)(6r, +1) =36r,r, +6r, +6r, +1=312nr, +2r, +2r,) +1

p-re az (5a) és (5b) esetek valamelyike allhat fenn.

43k—l -1

(20)
(Ga),20= M, =6 +1=2@% 1= 30,1, +2r, +2r,) +1=>

(21)
= 24%-1)= 302, +2r, +2r,)
A (21) egyenbséglehetségeamivel mindkét oldala oszthato 3-al.

4% -1

(20)
(5a), 0= M_ =6 +1=2[@% -1 = 302, +2r, +2r,) +1=
p 12 1 2

(22)
= 2(4% -1)= 3025, +2r, +2r,)
A (22) egyenbséglehetségeamivel mindkét oldala oszthato 3-al.
Q.E.D.

6. TETEL
HaM, Gsszetett Mersenne-szam, akibr mod3= . 1

BIZONYITAS
p-re az (5a) és (5b) esetek valamelyike allhat fenn.
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(23)

(24)

3k-1 _
4 =2l 1) +15 M mod3=1

mod3=0

Ga)= M_ =6

3k _
4 = o —1)+1= M mod3 =1

mod3=0

Gb)= M_=6

Q.E.D.

lllusztracidként lasd az 1. tdblazat 3., 7., 9.; 112 és 17. sorait.

o R o
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1. Tablazat

Mersenne-szamolM,)

1 5 Ms=2>-1=31 (prim)
1 i M;=2"-1=127 (prim)
2 11 M1=2'-1=2.04 =(63-1)(615-1)
2 13 M15=2"%-1=8.191 (prim)
g 17 M17=2'"-1=131.071 (prim)
3 19 M15=2'%-1=524.287 (prim)
4 23 M,3=2%3-1=8.388.607Z(68-1)(629.7471)
4 o5 NEM Mersenne-szam
22°.1=33.554.43%(65+1)(6[100+1)(6[300+1)
5 29 M,g=2%°-1=536.870.91%(6[39-1)(6:384.0281)
5 31 M3,=2%1-1=2.147.483.647 (prim)
6 35 NEM Mersenne-szam
23°.1=34.359.738.367(6[53+1)(6012-1)(621+1)(620.4871)
6 37 M3=2%-1=137.438.953.474(6[37+1)(61102.719.6961)
7 41 M4=2*-1=2.199.023.255.55462.2281)(627.418.5591)
7 43 M43=2*-1=8.796.093.022.2G(6698.1481)(6349.9771)
8 47 M47=2%"-1=140.737.488.355.3276[392-1)(69.977.136.563)
8 49 NEM Mersenne-szam
2*°.1=562.949.953.421.3H(621+1)(6738.779.466.43p1)
9 53| Ms3=2°%1=9.007.199.254.740.98(611.5721)(621.621.464.127-1)
NEM Mersenne-szam
9 55 2>°-1=36.028.797.018.963.96{64-1)(65+1)(615-1)(6147-1)
(6[332-1)(6[33.660+1)
10 59 Mse=2>%-1=576.460.752.303.423.487 (prim)
10 61 Me=2°-1=2.305.843.009.213.693.951 (prim)
NEM Mersenne-szam
11 65 2°.1=36.893.488.147.419.103.2365+1)(611.365+1)
(6[24.215.857.259.684)
1 67 Me=2°"-1=147.573.952.589.676.412.92}

(632.284.6261)(60126.973.042.8841)
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