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Abstract

Jelen dolgozatban a [Dénes 2001c] dolgozat eredmitéfgthasznalva indirekt modszerrel
bebizonyitjuk, hogy végtelen sok Mersenne-prinziéte

s J<

A [Dénes 2001c] dolgozat 3. tétele szeint, barmehB primszam esetén abl,=2"-1
Mersenne-szam akkor és csak akkor ¢sszetett, B \eady (3) 0sszefiiggések valamelyike
teljesil, ahol u,¥1 természetes szamok.
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1. Vizsgaljuk a (2) esetet és tételezzik fel, hagyt+c (c term. szam)!
4) V=Uu+C =>6uv-u-v=6u(u+c)—u-(u+c)=6u’+6uc—-2u-c
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Mivel 1-3c biztos negativ, igy a gyokos kifejezésnek mindppké pozitivnak kell lennie,
tehat

@ u—1_3C+‘/9C2_1+2p _1-3c+4/(@Bc)? -1+2°
6 6

Ahhoz, hogyu egész szam legyen, a gyok alatt teljes négyzetattkenni, jeldljik x*-tel,
aholx term.szam.

(8) Bo)?-1+2° =x*= 2P -1=x*-(3c)’=> M, =(x-3c)(x+3c)

Tehat, minden olyam,v term.szam par esetén, amely a (2) egyenletetdkiel®l, valéban
0sszetett szam, amelynek egy lehetséges felborté8absszefliigges adja.

2. Vizsgaljuk a (3) esetet és tételezzik fel, hagyt+c (c term. szam)!
9) V=Uu+C = 6uv+u+v=6u(u+c)+u+(u+c)=6u’*+6uc+2u+c

p-1 _
2 1:6u2 +6uc+2u+c — 2Pt =18u%+18ic+6u+3c+1

(10) 3.0

(00 =0=181°+6u(Bc+1)+3c+1-2"" =
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6
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Mivel —(3c+1) biztos negativ, igy a gyokos kifejezésnek mindppké@ pozitivnak kell
lennie, tehat

y=" (Bc+1) ++/9c? -1+ 2° _- (3c+1) +4/(3c)® -1+2°

(12) 6 6

Vagyis ebben az esetben is teljesil a (8) 6sszéfigg

Példa: u=4, v=15 (c=11) = 3(6uw-u-v)+1=1.024=2' = p=11 (l4sd 2. tablazat 3. sor)
u=37, v=102.719.696= 3(6uw-u-v)+1=68.103.158.3382%° = p=37 (lasd 1. tablazat 12. sor)
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Most tételezzik fel, hogy véges szamu Mersenne-pébezik. Ekkor kell lennie egy utolsé
Mersenne-primnek, amelyre teljesil a kovetiaetel:

1. TETEL
Létezikqg primszam, amelyrk®l, Mersenne-prim es mindg@xq primre fennall, hogy
(13) Op)g= M, =2° -1 Osszetett szam.

Bizonyitas (indirekt)
A [Dénes 200Tebeli 1.tételben bizonyitottuk, hogy mindeM , =2° -1 Mersenne-szam

6K+1 alaku K=1,2,3,..). Masrészt ugyanebben a dolgozatban szikségdsgené feltételt
adtunk meg arra, hogy akl, Mersenne-szam mikor Osszetett, lasd a fenti (3), (
Osszefliggést.

Ezt a jelen tétel allitasaval 6sszevetve kapjugyho

(14) M,=6K+1 és K =K+C = M =6K +1=M_ +6C
Vizsgaljuk meg a (2) és a (3) eseteket!

Hag=5 primszam, akkon=6k-1, vagyg=6k+1 (k=1,2,3,...) alaku. igy a (2), (3) esetek azon
aleseteit, melyeket vizsgélni kell a teljes bizéashoz, az alabbi 1. Tablazat foglalja 6ssze:

1. Tablazat

|. Legyeng=6k-1, k'=k+d (d=1,2,3,...) ésp=6k’-1
2,049 (2)
(15) = K =K+C=6uv-u-v=K"~

(16) g=6k-1,k'=k+d, p=6k'-1 = Mq:6K+1=2q_1:26k—1_1

M, =6K +1=2P —1=2%""—1=200d™ 1 = p0led™t 7 =

17 M_ +1
( ) = 26d mGk—l _1: 26d (M +1) _1 = p — 26d
a M, +1

q
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14),a7) M. +6C+1 14),a5) -
= 2% = qM - M6C+1+1 = 2% :—6(:K+;) +1=
(18) q q
6K 6K, BKT-BK+BK+2 g, 3K 41
6K +2 6K +2 3K +1
5 18) -
(19) ZK=K -C = o= K+l
3K~ -3C+1

A (19) tort csak akkor egész szam,@w0. EbkSl azonban az kévetkezne, hogy
(20) 2°7=1 = 6d-1=0 = d:%

ami ellentmond & feltételnek, tehat h eset nem lehetséges.

Il. Legyeng=6k-1, k'=k+d (d=1,2,3,...) ésp=6k'+1, ekkor
(21) q=6k-1k'=k+d, p=6k'+1 = M, =6K+1=2%-1= 28kl _q

M ) =6K' +1= 2p _1= 26k'+l _1: 26(k+d)+l _1: 26k+6d+l _1=

(22) = 26d m6k+l -1= 26d+2(M +1) -1 = M p +1 - 26d+2
a M, +1
14),22) M_ +6C+1 14),a5) - -
— 26d+2 - qM 1 = M6C 1+1 — 26d+2 = 6(:K ;) +1:
+ + +
(23) q q
_6K” -6K +1= 6K~ -6K + 6K +2: 6+ _ 3K™+1
6K +2 6K +2 3K +1
as) 23 -
(24) K=K -C = 2““:&
3K™-3C+1
A (24) tort csak akkor egész szam,@w0. EbkSl azonban az kévetkezne, hogy
(25) 24" =1 = 6d+1=0 = d:—%

ami ellentmond &l. feltételnek, tehat H. eset nem lehetséges.

ll. Legyeng=6k+1, k'=k+d (d=1,2,3,...) ésp=6k™-1, ekkor
(26) g=6k+Lk'=k+d, p=6k'-1 = |\/|q —BK +1=29 —1 =261 _1

M, =6K +1=2P —1=2%""—1=200d™ 1 = p0lred™t 7 =

(27) = 26d mGk—l _1: 26d—2(M +1) _1 = M P +1 = 26d—2
‘ M, +1

q
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(1227) o602 _ M +6C+1_ 6C +1 (14:)'35) 26d‘2:—6(K__K)+1=

M +1 M, +1 6K +2

6K~ -6K 6K~ —-6K +6K +2
= +1= =
6K +2 6K +2

_ pois L 3K 41
3K +1

(28)

5 9 -
(29) K=K -C = zﬁd—?’:&
3K™-3C+1

A (29) tort csak akkor egész szam,@w0. EbkSl azonban az kévetkezne, hogy

(30) 2% =1 = 6d-3=0 = d:%

ami ellentmond &ll. feltételnek, tehat Hl. eset nem lehetséges.

IV. Legyeng=6k+1, k'=k+d (d=1,2,3,...) ésp=6k'+1, ekkor
(31) q=6k+1lk'=k+d, p=6k'+l = M, =6K+1= 20 _1 = 96kl _q

M ) =6K' +1= 2p _1= 26k'+l _1: 26(k+d)+l _1: 26k+6d+l _1=

32 M _ +1
( ) — 26d m6k+l -1= 26d (M +1) -1 = p = 26d
4 M, +1
(14;(32) 26d — M, +6C+1: 6C ‘1 (14:)‘35) 06d+2 _ 6(K™ —K) +1=
M, +1 M, +1 6K +2
(33) :6K -6K +1:6K -6K +6K +2
6K +2 6K +2
_ oot o 3K #1
3K +1
as) 39 -
(34) K=K -C = 26"'1:&
3K™-3C+1
A (34) tort csak akkor egész szam,@r0. EbSl azonban az kdvetkezne, hogy
(35) 27=1 = 6d-1=0 = d:é

ami ellentmond &V. feltételnek, tehat B/. eset nem lehetséges.
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Mivel a (19), (24), (29), (34) osszefluiggések éresak maradnak, h& ™ helyére K™ -t
irunk, ezért a V.-VIIl. esetek sem lehetségesekal a tétel allitAsa hamis. Vagyis nem igaz,
hogy véges szamu Mersenne-prim van, éhkiovetkezik, hogy a Mersenne-primek szama

végtelen.
Q.E.D.
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2. Tablazat
Mersenne-szamokM,)
1 5 Ms=2>-1=31 (prim)
1 i M;=2"-1=127 (prim)
2 11 M,=2'1-1=2.04 =(63-1)(6(15-1)
2 13 M15=2"%-1=8.191 (prim)
3 17 M17=2'-1=131.071 (prim)
3 19 M1=2"%-1=524.287 (prim)
4 23 M,3=2%3-1=8.388.60%(68-1)(629.7471)
4 o5 NEM Mersenne-szam
2%5.1=33.554.43%(65+1)(6[100+1)(6:300+1)
5 29 M,e=2%-1=536.870.91%(6[39-1)(6[384.0281)
5 31 M3;=2°1-1=2.147.483.647 (prim)
6 35 NEM Mersenne-szam
2%5.1=34.359.738.367(6[5+1)(6012-1)(6[21+1)(6120.4871)
6 37 M37=2%"-1=137.438.953.474(6[37+1)(6[102.719.6961)
7 41 M41=2*-1=2.199.023.255.55462.2281)(627.418.5591)
7 43 M43=2*3-1=8.796.093.022.2G{6698.1481)(6[349.9771)
8 a7 M47=2*"-1=140.737.488.355.3276[3921)(60.977.136.563.)
8 49 NEM Mersenne-szam
2%9.1=562.949.953.421.3E(6(21+1)(6738.779.466.43p1)
9 53| Ms3=2°%1=9.007.199.254.740.98(611.5721)(6(21.621.464.127-1)
NEM Mersenne-szam
9 55 2°°-1=36.028.797.018.963.96{63-1)(65+1)(6115-1)(6147-1)
(6[332-1)(6(33.660-1)
10 59 Ms=2°%-1=576.460.752.303.423.487 (prim)
10 61 Me=2°-1=2.305.843.009.213.693.951 (prim)
NEM Mersenne-szam
11 65 2°°.1=36.893.488.147.419.103.2365+1)(61.365+1)
(6[24.215.857.259.684)
11 67 Me=2°"-1=147.573.952.589.676.412.927
(6[32.284.6261)(60126.973.042.8811)
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