Rendszervaltozok strukturaelemzésének elmélete
és grafelmeéleti modellje

Dénes Taméas matematikus
Budapest, 1984.
Altalanos rendszerek modellezésével, elméleti sairal foglalkoztam az [1], [2], [3]
dolgozataimban. Jelen dolgozat a rendszerek empinkegkdzelitésével, azaz a leirasukra
szolgalo rendszervaltozok strukturalis leirasawgldlkozik.

Rendszerek leird valtozéi kdzotti dsszefliggéselksiraelemzésének alapgondolata:
AZ ADOTT RENDSZERT LEIRO OSSZES VALTOZO EGYSEGESTKDZTATASI RENDSZERRE
TRANSZFORMALASA.

1. Mit értink ezen?

1.1. A vizsgdlataink targyat képézrendszerek (jelenségek) empirikus leirasat minden
esetben, a rendszer elemein mért valtozokkal véiieEzek a mérések azonban csak elemi
informé&ciokkal szolgalnak az egyes valtozékrol. diobi probléma, hogy a valtozok tartalma
inhomogén még akkor is, ha matematikailag azonotekeket értelmezink rajtuk.

Célunk: az igy kapott elemi informécidhalmazbdétlenpség minél teljesebb leirdsat megadni.

1.2. A rendszer (jelenség) teljesebb leirdsat a lealborok kozotti viszonyok (relacidk)
egyuttesekeént értelmezzik, azaz keressuk a leltaze& halmazanak strukturajat.

Ehhez szikség van a teljes valtozéhalmaz barmely két ozdianak
0sszehasonlithatosagara, amit a valtozok tartalmhomogenitasa miatt, csak a valtozok
egységes vonatkoztatasi rendszerben tafténrazolasaval érhetlink el.

Vegyik észre, hogy az egységes vonatkoztatasi zengntosan a rendszert (jelenséget)
alkotdo elemek halmazan értelmezett relaciokbdl adoHiszen ezek az elemek azok,
amelyek a rendszert (jelenséget) leir6 O6sszes aéalfmint megkozelitési szempont) altal
képviselt informaciokat hordozzak. Vagyis az altiufelvett valtozok éppen ezeken az
elemeken realizalodnak. Tehat a valtozok struktaraeésének sarkalatos pontjahoz értink:
A rendszert (jelenséget) leir6 barmely valtozéhoaztarendelhet az 6t az egységes
vonatkoztatasi rendszerben reprezental6 struktura.

1.3. igy barmely két valtozo dsszehasonlithatova vélikjnt megtalaljuk azt a matematikai
modellt (lasd a 2.fejezetet), amely a fenti elvehlizalni képes. Ezutan a valtozok
0sszehasonlitdsanak Iényegenegfeled valtozostruktiurak hasonlésaganak mérése.

A hasonlosag mértékét a metszetstruktiraknak gmstalgktirakhoz val6 viszonyitdsa szabja
meg. Erre képezzik majd a ,fedési-mutatdé’-nak nettertéket, amely adot® és B
struktarak esetén nem feltétlentl szimmetrikus, zdns értéke fligg attdl, hogy a
metszetstruktarat a&, vagy aB strukturakra vonatkoztatjuk-e. Ez az asszimetasohldéan
képzelhet el, mint a feltételes valosdiség (az analdgiat a 3.pontban targyaljuk).
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2. A matematikai modell

2.1.
Legyen H:{hl,hz,...,hm} a rendszert (jelenséget) hordozé6 elemek halmaza.

X ={x,,%,,....x,} a rendszert leir6 valtozék halmaza, valamint brmed X valtozéhoz

tartozzon egy meghatérozolﬁi = {kil,kiz ,---,kim} kodhalmaz, amelyben a valtozé

kalonbod mért értékei vannak. Tovabbaha elem x valtozd szerinti realizaciojat (mert
értékét) jeldljukhy(x)-vel. Nyilvanvalo, hogyh, (x) D K;

2.2.
Minden egyesx, [1 X valtozoéra ertelmezzik a kovetkeR relaciot, amelyex; H halmazon

ertelmezett struktarajanak neveziink

(2.1) R OHxH
(2-2) hu’thH’(huhv)DRi = hu(xi):hv(xi):kir DK|
2.3.

Minden egyes x, X valtoz0 R struktirajahoz egyerteifen hozzarendelink egy
G, =(P,E,) gréfot, ahol

(2.3) P={p.,p,....Pn} @ graf szégpont halmaza és minden egyeS H elemhez
pontosan ap; 0 P szdgpontot rendeljuk hozza.

Tovabba a grak; élhalmaza:
(2.4) (p,p,)JOE = hRh =(hh)OR

igy mindegyik x, 0X valtoz6 a kozos elemhalmazon értelmezett relatiovatve a
G,,G,,...,G, grafokkal modellezhét

2.4.Fedési-mutatd

Barmely két valtozd viszonyat egységesenH ahalmazon értelmezett megféleprafok
0sszehasonlitasaval allapitjuk megltozok viszonyam kovetkedt fogjuk érteni:

Legyen x,x; O X, ekkor az,x; maximalisan hat yre” relaciét (jelolese:x; - x;) a
kovetkedkeppen definialjuk:

X - X = Oh,hOH,hx)=h(x)=k OK =
2:3) = h,(x,) =h,(x,) =k, OK,
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Azaz azx valtoz6 akkor hat maximalisagire, hax; barmely realizaciojanak megvaltozasa az
X; valtozé megfeld realizaciojanak megvaltozasat eredmenyezi.

A (2.5) definiciés Osszefuggést irjuk fel ag x valtozok struktarai, illetve az ezeket
modelled grafok segitségével:

(2.5a) X - X; e Dhu,hvDH,huRhV:>huthV
illetve
(2.5b) X - X < G UG,

A (2.5), (2.5a) 6sszefliggések altal definialt rélka H halmaz egy-egy osztalyozasat adjak.
Az x; valtozohoz rendeliGi=(P,E) graf n; darab teljes részgraf komponeékkll (lasd

2.1.4bra), ahol, *1, I3 +...+r, =m,

1. komponens n,. komponens

2. komponens

3. komponens
2.1. abra
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Tehét a valtozok kozotti (adott irdnyd!) maximahatas a megfelél grafok tartalmazasi
relaciojaval modellezhét

A maximalis hatasazonban igen ritka esete (teljes determinaltsag)aléozok kozotti
hatasnak, amelynek masik s#ksete a null-hatas, azazhatasmentessed\ két hatareset
kozotti hatas jellemzésére vezetjuk be az altalignlési-mutaténak nevezett értéket. Jele:
F(x;,%) , illetve F(x,%). A fedési-mutat@rtékét a ket valtozo strukturajat modell€z; €ésG;
grafok alapjan szamitjuk ki:

_|EnE|

(2.6) F(xj,xi)_W

E nE

(2.7) F(xi,xj)—‘ —
|

A fedési-mutat@ehat nem szimmetrikus, azaz iranyitott hataszfd§i. Ez tartalmilag azt
jelenti, hogy altalaban ax valtoz6 megvéaltozasa nem ugyanolyan mertékbenahag
valtozora, mint forditva (lasd a (2.5) dsszefluggdsimezését).

PELDA
Legyen|H|=6, x - K, ={123}, x, - K, ={10,20}, valamint aH halmazbeli realizaciok
a kovetkesk:
(2.8) h (%) =% h(x)=1hy(x)=2h,(x) =3 hs(x) =3 hg(x) =3
hy(x,) =10, h,(x,) =10, hy(x,) =10, h, (x,) = 20, hy(x,) = 20, hs(x;) = 20

Ekkor a (2.2) 6sszefugges alapjarRaésR,; relaciokra az alabbiakat kapjuk:
R ={(hh,),(h,h), (hshy), (huhy), (hsh,), (hyhg), (heh,), (hshs), (hshs)}
(2.8a) R {(hlhz),(hth),(hlhs),(hsm,(hzhs),(hshz),(h4h5),(h5h4),(h4h6)}

I (hehy). (heh ). (hehy)

A (2.8a)-beli relaciokat a 2.2.-2.3.abrak grafjaitatjak, amelyekre teljesul, hogy
(25b)

OfP- G OG, = X - X

I J

(2.9)
mflita G N F(xj,xi)=§=1 és F(xi,xj)=%=0.666
G, G,

7 Q P P
” ER 3
g

2.2. 4bra 2.3. &bra
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A valtozék kozotti hatas fenti definicigjabdl kitik, hogy az altalaban koélcsdnhatasnak
nevezett eset, itt csak specialis esetként ad&diknmetrikus hatas). Ugyanis kolcsdnhatas

csak akkor all @, ha azx ésx véltozokra fennall, hogyF (x,,x;)=F(x;,x ), amelynek

erdekes kovetkezménye, hogy barmely két valtozéées@em csak egy, haneilénb6d
szinti kdlcsbnhatagllhat eb (a szintet a fedési-mutatok értéke jelenti).

Tehat a valtozok kozotkdlcsOnhatadgen ritka jelenség!

A fedési-mutato szélsértékeire az alabbiak teljesulnek>azsx valtozok maximalisilletve
nullhatasaesetén:

. EnE| |E
E nE,
(2.11) GimGj:D:EimEj:D:M:£:Fmin(xj,x,)=o
B[ [E]
TehatF(x;,x ) szélé értékeire adédik:
(2.12) 0<F(x,x)s1

2.5.Normalt fedési-mutat6

Az eddigiek soran ugy tekintettik, mintha &z és x; valtozokat tetsieges grafokkal
reprezentalhatnank, igy a fedési-mutatok minimétigeke mindig a metszet nélkuli grafok
esetében adodik.

Altalaban azonban ax ésx; valtozokhoz tartozé grafoknak nem lres a metsigieaz
F(xi ,xj) és F(x]. ,xi) fedési-mutatok minimalis érteke nagyobb nullasél,ez a minimalis
erték a két valtozé megvalasztasatdl fugg.

Ez a jelenség megeértibetha tudjuk, hogy a valtozok tartalmi kategoridhat figyelembe
kell venniink, hogygy adott valtozot a grafoknak csak egikebb csoportja reprezentalhat
Vagyis a véaltoz6 mért kodértékeinek eloszldsa m@gbzaza azoknak a grafoknak a korét,
amelyek az adott valtozét reprezentalhatjak. Ezny tapved befolyast gyakorol a két
véaltozohoz tartozo fedési-mutatora is.

A megfeleb kombinatorikus levezetéssel megkaphatjuk barmélyxkeés x; valtozéhoz az

Frin (xi,xj) elméleti minimum érteket, amelynek segitségévellalunk normalt fedeési-

mutaté-nak nevezett érték mar a valodi (0,1) intervallantanszformalhato:

0< Fmin(xi,xj)s F(x. x.)s Fmax(x. x»)=1 =

i1 1
F(Xi’xj)
= Pl )si-Falion) = 05 s
min 1

(2.13)

igy mar valodi alsé hatart jelent a fedési-mut&2d.8) szerint transzformalt értéke. Ez a két
valtoz6 egyenletes kozds eloszlasanal &l akaz ha az egyik valtozé egy realizaciojanak
megvaltozasa azonos valogmaggel jar egyitt a masik valtozé barmely realigaciak
megvaltozdsaval. A (2.13) transzformécioval nyertéket normalt fedési-mutaténak
nevezzuk. JeldléseEN(xi,xj) és FN(X. x.)

jr
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F(Xilxj)_Fmin(Xi'Xj) — (X’XJ me(xl’x)
I:max(xi 'Xj)_ I:min (Xi’Xj) B me XI' ])

FN(xi,xj):

(2.14)

o lus)-Palin) _r)-Fuben)

BT ) T s R e e

jrN min \”j |

3. Analdgia a feltételes valésziiséggel

A valtozok kozotti hatas fogalmanak, illetve a feidd@utatdnak kénnyebb atlatasa érdekében
bemutatunk egy érdekes analdgiat a feltételes zimitseggel.

Tekintsik azt az eseményter®), amelynek elemi eseményei H halmaz elemeit
képezhet 6sszes elemparok, azakldalmazon értelmezett elemi relaciok.

(3.1) Q=HxH

Ekkor az Q eseménytér eseményei ld x H halmaz részhalmazai, ami pontosanHa
halmazon értelmezett relaciokkal, azaz a medfeléltozék struktlrajaval egyezik meg (lasd
a 2.2. pontot). Legyen ag, illetve x; valtozok strukturaja rendif® ésR;, valamint jeloljik az
R , R események valoszisegeitP(R), P(R)-vel.

Ekkor az,R; bekovetkezik feltéve, hogy Bekovetkezik'feltételes esemeény valosiggege az
ismert 6sszefliggés alapjan, jeIoIeB’éR (] R)

P(RR)

(3.2) P(Rj OR ) = P(R) , ahol(RR) a két esemény egyuttes bekovetkezeését jeldli.

2.1.-Bl tudjuk, hogy|H| =m, vagyis azQ eseménytér elemeinek szama:
(3.3) Q[ =|H xH|=

lgy az Q eseménytérben az elemi események valGsefge (azonos valdskgeget

feltételezve):i2 . Ekkor fennéllnak a kévetkézisszefliggések:
m

_ 1
PR)=IE[G
(3.4) P(R,)=[E, |5
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E; nE|
R 34 2 E. E | 28
(35 P(RJDRFPSS) E . '|£| 12 )
m?2

4. Az egyes valtozok hatas-elemzése adott valtozéakgezetben

Adott X ={x,,X,,...,x,} valtozéhalmaz esetén, minden x (i=1,2,...,n, j=1,2,...,n, i#)
valtozoparra kiszamithaté a két normalt fedési-tdytmajd ezek egyxn-es altaldban nem
szimmetrikus matrixba rendezlikt Jel6ljuk az igy nyert matrixdf = [vij J-vel, ahol

(4.1) v, =FN(x,x;) i=12,...,n j=12..n

A (2.6), (2.7) definicios 0sszefliggésékladodik, hogy av matrix azonos soraban, illetve
azonos oszlopaban I&ertékek aritmetikailag 6sszeadhatdk, hiszen azamoostkoztatasi
valtozéra (azonos vonatkoztatasi struktUrara) sgdknia normalt fedési-mutatokat.
Figyelembevéve a hatas kétiranyusagat, ratrix i-ik sorat 6sszegezve azt kapjuk, hagy

X valtozéra az adott valtozOkdrnyezetben mekkorahdgdst gyakorol az 0sszes tobbi
valtozo.Legyen tehat

(4.2) V=, =3 FN(x,x,)
=1 =1

(4.3) Vi=>v, =3 FN(x, x)
=1 i=1

A (2.13) 0sszefiiggés szerint, adott valtozoparéesat maximalis hatashoz tartozé normalt
fedési-mutatd értéke, azazV, , illetve V' maximalis értéke pontosamlehet (azFN(x,X)
foatldbeli elemeket is figyelembevéve). Definidljukneienegyes valtozohoz a kovetkeazet
indexet:

| ivij]uoo
(4.4) H(x) -V 100_ (":1
n
ivjijmoo
(4.5) F(x)="100_ ("zl

n

A H(x) index azt jelenti, hogy aX valtozokornyezetben ag valtozd6 mennyire hat a tébbi
valtozora bany szazalékban hato-tipu3u?

Az F(x) index pedig azt jelenti, hogy avaltozokérnyezetben ag valtozé mennyire fligey
tipusu, azaz a tobbi valtozémennyire hath@nfy szazalékban fuggdipusu?).

A fentiek alapjan két Uj fogalmat vezettiink be,zakasos ,fug§” és ,fuggetlen” valtozo
fogalmak helyett. Hiszen modellinkben minden vdltozgy adott valtozékdrnyezetben
.Kettés életet él”, azaz bizonyos mértékig hatast gydkartbbbi valtozéra, ugyanakkor a
tobbi valtozo is hat r4, tehat részbwato, részberfliggi-tipust Ezek mértékét éppenHy(x;)
ésF(x) indexek adjak meg az adott valtozokdrnyezetre \kmzatan.
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4.1. A fedési matrix képi megjelenitése

A V matrixokban szereplnormalt fedési-mutatokatlasd (4.1))szintekre oszthatjukigy a

valtozok hatas-struktirajat az adott szinten legraf szomszédossagi matrix&apjuk,

amelyhez egyérteltien rendelhét egydigitalis kép

Legyen a vizsgalt szint értéke< s< 1, ekkorV-hez rendeljik hozza az alabbiak szeriv a
matrixot:

V'(i,J)=v; =0 hay,(s

(4.6) V'(i,j)=v; =1 hay, =s

Ekkor aKV’ képmatrix igy all ej:
KV'(i, ) =k; = fenér hay; =0
(47 KV'(i, ) =k; = fekete hay; =1

PELDA az X1, X, X3, X4 Valtozok esetén, ha=0.6 (lasd 1-3. 4bra)

Xi X2 X3 X4 X Xz X3 X4
1 |10.3|05(07 1] 0)101(1
DGe|( 1 |08 |07 1 1 1 1
04(05] 1 |09 0|0 1 1
681031021 1 0 01
4.1. dbra 4.2. dbra

A V' szomszédossagi matrixhoz tartd@bd graf azxi, x, Xs, X vValtozok altal meghatarozott
rendszers=0.6 szinthez tartozé strukturgja (lasd 4.4.abra). H&' agrafbol elhagyjuk az

agynevezett tranzitiv és hurok éleket, akkor meghap graf vazat képézG” grafot, amely

joval attekinthatbb, avaltozok hatasi hierarchidjazempontjabdl (lasd 4.5.abra).

G, Q GJ.‘I‘

39 »oX

4.4. dbra 4.5, abra
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$=0.8 (lasd 6-8. 4bra)

Xi Xz | X3 Xz X Xz X3 X4
1 0310507 1 0|0 |0
06| 1 |0.8|07 0|1 110
040511 |00 0|0 1 1
0803|0211 1 ] 0|1
4.6. 4bra 4.7. dbra 4.8. dbra

A V' szomszédossagi matrixhoz tarta@bgraf azxi, x, X, X valtozok altal meghatarozott
rendszers=0.8 szinthez tartozo strukturdja (lasd 4.9.abra). idthételten aG’ grafbol
elhagyjuk az ugynevezett tranzitiv és hurok éleilkkor megkapjuk a graf vazat kepea”
grafot, amely joval attekinth&@b, a valtozoék hatasi hierarchidjaszempontjabdl (lasd

4.10.4bra).
G,
G: Q Gn xg
&)
x!‘
Y
0%y
G
Y
o,
Y
o= &
4.9. dbra 4.10. abra
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